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Ueber  die  Stabilität  der  Schiffe. 

Von 

dein  Herausgeber. 


Einleitung. 

Die  für  die  Schiffsbaukunst  so  wichtige  Lehre  von  der  Stabi- 
lität der  Schiffe  ist  mit  der  'allgemeinen  physikalischen  oder  me- 
chanischen Lehre  von  der  Stabilität  scnwimmender  Körper  im 
Ganzen  einerlei,  und  daher,  abgesehen  von  ihrer  CTossen  prak- 
tischen Wichtigkeit,  von  so  allgemeinem  Interesse,  dass  eine  auf 
einige  Eigenthflmlichkeit  Anspruch  machende  Darstellung  dersel- 
l>en  an  diesem  Orte  wohl  gerechtfertigt  erscheint.  Was  die  im 
Folgenden  gegebene  Behandlung  dieser  wichtigen  und  interessan- 
ten Lehre  betrifft,  so  weiss  ich  sehr  wohl,  dass  sich  dieselbe 
ans  noch  allgemeineren  Gesichtspunkten,  als  hier  geschehen  ist, 
namentlich  in  analytischer  Beziehung,  auffassen  lässt;  ich  hatte 
aber  für  jetzt  die  Absicht , mich  möglichst  dem  Bedürfnisse  der 
Praxis  anzubeaueraen  und  mich  eben  nur  auf  das  lür  deu  prakti- 
schen gebrauch  Wichtigste  zu  beschränken,  -wozu  mir  eine  in 
höchster  analytischer  Allgemeioheit  durchgefiihrte  Behandlung  we- 
niger geeignet  schien.  Auch  habe  ich  einiges  Bekannte  aus  der 
alFgemeinen  analytischen  Mechanik  aufgenommen,  um  nichts  wei- 
ter als  die  Lehren  der  Statik,  namentlich  die  sechs  allgemeinen 
Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts,  als  bekannt  voruus- 
zusetzen.  Bemerken  will  ich  aber,  dass  bisher,  namentlich  von 
Bouguer  im  Trait«  du  navire  und  von  Euler  in  der 
Scientia  navalis,  wo  wohl  überhaupt  die  erste  wissenschaft- 
liche Begründung  dieser  wichtigen  Lehre  gegeben  worden  ist, 
immer  bloss  'der  eingeschränkte  Fall  unendlich  kleiner  Drehungs- 

Theil  XV.  1 
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Winkel  ins  Aage  gefasst  worden  ist,  was  mir  für  den  praktischen 
Gebrauch  nicht  ganz  hinreichend  zu  sein  scheint.  Deshalb  habe 
ich  im  Folgenden  bei  den  allgemeinen  Gesetzen  diesen  einge- 
schränkten Gesichtspunkt  verlassen , und  glaube  gezeii^  zu  haben, 
dass  diese  Gesetze  nur  sehr  wenig  von  ihrer  Einfacnheit  verlie- 
ren, wenn  man  dem  Drehun^swinkel  eine  endliche  bestimmte 
Grosse  giebt,  was  mir  namentlich  für  die  Schiffsbaukunst  wichtig 
zu  sein  scheint  Und  wenn  ich  auch  glaube,  meine  folgende  ana- 
lytische Entwicklung  als  eine  mir  ganz  eigenthiimliche  beanspru- 
chen zu  dürfen , so  darf  ich  doch  auch  nicht  unbemerkt  lassen, 
dass  schon  Atwood  in  einer,  wie  ich  weiss,  namentlich  in  Eng- 
land sehr  geschätzten  Abhandlung,  die  man  in  den  Philosophi- 
cal  Transactions  findet,  deii  eingeschränkten  Gesichtspunkt 
unendlich  kleiner  Drehungswinkel  aufgegeben,  und  zu  Drehungs- 
winkeln von  einer  endlichen  bestimmten  Grösse  sich  erhoben  hat. 
Seine  Darstellung  ist  aber,  wie  dies  in  England  früher  fast  immer 
gewöhnlich  war,  durchaus  synthetisch,  und  gelangt  nicht  zu  der 
Allgemeinheit  der  Betrachtung,  welche  die  analytische  Darstel- 
lungsweise zu  gewähren  im  Stande  ist,  wenn  auch  das  sonstige 
Verdienst  solcher  synthetischen  Darstellungen  von  mir  keineswegs 
in  Frage  gestellt  werden  soll.  Um  übrigens  diese  Abhandlung 
für  jetzt  nicht  zu  weit  auszudehnen,  habe  ich  mir  verschiedene 
specielle  Anwendungen  der  in  derselben  entwickelten  allgemeinen 
Lehren  für  einige  spätere  Aufsätze  Vorbehalten  müssen,  und  be- 
merke schliesslich  nur  noch , dass  auch  die  unmittelbar  mit  der 
Stabilität  zusammenhängende  allgemeine  Theorie  des  Rollens  oder 
Schlingerns  und  Stampfens  der  Schiffe  (le  roulis  et  le  tangage) 
in  der  vorliegenden  Almandlung  gegeben  worden  ist,  um  in  der- 
selben auch  hierfür  eine  theoretische  Grundlage  fiir  einige  später 
folgende  specielle  Anwendungen  zu  gewinnen.  Eine  noch  allge- 
mCTnere  analytische  Behandlung  behmte  ich  gleichfalls  einer  spä- 
teren Abhandlung  vor. 


§.  1. 

Bevor  wir  zu  dem  eigentlichen  Gegenstände  dieser  Abhand- 
lung übergehen,  wollen  wir,  um  derselben  eine  möglichst  allge- 
meine Verständlichkeit  zu  sichern,  die  allgemeinen  Gleichungen 
der  Bewegung  eines  Systems  von  Körpern  entwickeln,  ohne  danei 
andere  mechanische  Sätze  als  die  bei  dieser  Entwickelung  nicht  zu 
umgehenden  Principien  der  Statik  oder  Gleichgewichtslehre  vor- 
auszusetzen, weil  ohne  die  Kenntniss  der  in  Rede  stehenden  all- 
gemeinen Gleichungen  der  Bewegung  eines  Systems  von  Körpern 
und  einiger  daraus  abgeleiteter  Sätze  eine  völlig  deutliche  und 
gehörig  wissenschaftlich  bepündete  Einsicht  in  das  Folgende 
nicht  erlangt  werden  kann,  die  Kenntniss  dieser  allgemeinen  Glei- 
chungen der  Bewegung  eines  Systems  von  Körpern  aber  auch 
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noch  fflr  verscMedme  andere  (legenntände  der  Muitisebe«  Win- 
•enachaften,  die  wir  e|räter1iin  tn  besonderen  Abhmdlnngen  m 
besprechen  denken,  von  grosser  Wichtigkeit  ist. 


2. 


Zu  dem  Ende  wollen  wir  annehroen,  dass  die  Schwerpunkte 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Körpern  zu  einem  Systeme  mit  ein- 
ander verbunden  seien,  und  wollen  uns  zug|Ieich,  was  bekanntlich  ' 
verstattet  ist,  die  Massen  dieser  Körper,  welche  durch 

rn,  j»x,  OTa,  Ws,  ..... 

bezeichnet  werden  mö^n,  in  ihren  respectiven  Schwerpunkten 
vereinigt  denken,  womirch  das  in  Rede  stehende  System  von 
Körpern  auf  ein  blosses  System  materieller  Punkte  red^ucirt  wird. 

Setzen  wir  nun,  dass  auf  alle  diese  Punkte  Krlfte  wirken, 
welche  denselben,  wofern  sie  nicht  unter  einander  verbunden 
wären,  durch  momentane  Wirkungen  nach  gewissen  bestimmten 
Richtungen  respective  die  Geschwindigkeiten 

M,  «1,  «a,  «3,  «4 

crtheilen  würden;  so  werden  dieselben  wegen  ihrer  Verbindung 
unter  einander  sich  nicht  mit  diesen  Geschwindigkeiten  nach  den 
entsprechenden  Richtungen,  sondern  nach  gewissen  anderen  Rich- 
tungen mit  gewissen  anderen  Geschwindigkeiten , die  wir  respec- 
tive durch 


i* , , i?a , 03,  f?a,  ..... 

bezeichnen  wollen,  bewegen.  Uetiken  wir  uns  die  Kräfte,  welche 
nach  ihren  Richtungen,  wenn  man  sich  die  in  Rede  stehenden 
Punkte  nicht  unter  einander  verbunden  denkt,  sondern  jeden  der- 
selben als  einen  freien  Punkt  ansieht,  die  'Geschwindigkeiten 

U , M|  , «2  , 1/3  , 1*4 , 

bervotbringen,  ans  den  iKrblleo,  welche  nach  ihren  Kiobtungea 
die  Geschwindigkeiten 

D,  c, , c*,  »a’,  »4,  

hervorbringen,  und  gewissen  anderen  Kräften,  die  nach  gewissen 
Richtungen  die  Geschwindigkeiten 

’ to , t«| , n>a , TOa , «4,  

bervorbringen , zusammengesetzt,  so  können  wir  statt  des  ersten 

1 * 
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Sygtems  von  Kräften  die  beiden  anderen  Systeme  setzen.  Da  es 
sich  hier  nur,  um  eine  momentane  Wirkung  der  Kräfte  handelt. 
80  sind 

mu,  m|Ui,  m^u^,  tn^u^,  


mv,  tn^Vi,  m^Vt,  «»31)3, 


mw,  itiiWi,  ntsWa,  mstOs,  

die  Maasse  der  auf  die  einzelnen  Punkte  in  den  drei  Systemen 
von  Kräften  wirkenden  Kräfte,  oder  die  sogenannten  Quantitäten 
der  Bewegung;  und  es  briiigen  also  unter  allen  Bedingungen,  man 
mag  sich  die  Punkte  des  Systems  als  frei  oder  als  unter  einan- 
der verbunden  denken , die  Kräfte 


Wir,  wi^ri , wigt>3, 


mwy  miWit 

ganz  dieselbe  Wirkung  bervor  wie  die  Kräfte 


mu,  m^Ui,  m^u^,  msUs,  m^u^,  

Denkt  man  sieb  aber  die  Punkte  als  unter  einander  verbunden, 
so  bringen  die  Kräfte 


mv,  miVi,  r/i2»a,  »ijej,  »»4P4,  

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

mu,  WiUi,  n>aUa,  niaUs,  m^u^,  

Also  bringen,  wenn  man  sich  die  Punkte  des  Systems  unter  ein- 
ander verbunden  denkt,  die  Kräfte 

I 

mv,  miVi,  m^v^,  »>3^3,  m^v^ 

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

mv,  nti«!,  m^va,  »>303,  ni4P4,.«..; 


wiio  f wijtOj , f wijtCj , ■■ 

woraus  sich  ergiebt,  dass  unter  derselben  Voraussetzung,  wenn 
man  sich  nämlich  die  Punkte  des  Systems,  wie  es  übrigens  auch 
schon  der  Begriff  eines  Systems  an  sich  fordert,  unter  einander 
verbunden  denkt,  die  Kräfte 

mw,  miWi,  THaWa,  maWa,  m^w^ 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  ferner  auf  der  Stelle  ganz  von  selbst, 
dass  an  den  zu  einem  Systeme  verbundenen  Punkten  auch  son  ohl 
die  Kräfte 
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I mu,  m,W| m^u^,  m^u^,  .... 

and  die,  in  Bezu^  auf  ihre  ursprünelichen  Richtungen,  nach  ent- 
I gegengesetzteii  Richtungen  wirkena  gedachten  Kräfte 

»ne,  niie, , m^v^,  nhv^,  »n^e*,  ....; 

als  auch  die,  in  Bezug  auf  ihre  ursprOnglichen  Richtungen,  nach 
{ entgegengesetzten  Richtungen  wirkend  gedachten  Kräfte 

mu,  m|U| , »»2U2,  m^Vq,  m^u^,  .... 

I 

und  die  Kräße 


, me,  m,Ci,  »«*1'*,  »«3P8.  «4»* . 

I unter  einander  im  Gleichgewichte  sein  infiisseR. 

' Die  Kräfte 

! mu,  »ii«i,  m^u^,  m^u^, 

pflegt  man  die  ursprfinglich  m itgetheiiten  Quantitäten 
der  Bewegung  zu  neunen;  dagegen  nennt  man  die  Kräfte 

mv , iH|  V\ , jn^v^ , tn^v^ , 

die  wirklich  Statt  findenden  Quantitäten  der  Bewe- 
gung; endlich  heissen  die  Kräfte 

rnto,  iRjtCi,  m^Wx,  m^to^,  .... 

<lie  gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitäten  der  Ber 
wegung. 

Mit  Rücksicht  hierauf  lässt  sich  das  Vorhergehende  in  dem 
folgenden  Satze  zusammenfassen : 

' 1.  In  jedem  Systeme  materieller  Punkte,  welche 

von  beliebigen  m omentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt 
werden,  findet  zwischen  den  ursprünglich  mitgetheil- 
ten  Quantitäten  der  Bewegung  und  den,  in  Bezug  auf 
ihre  ursprünglichen  Richtungen,  nach  entgegengesetz- 
ten Richtungen  genommenen  wirklich  Statt  findenden 
Quantitäten  der  Bewegung  G leichgewicht  Statt 

2.  ln  jedem  Systeme  materieller  Punkte,  welche 
von  beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt 
werden,  findet  z'wiscben  den,  in  Bezug  auf  ihre 

’ ursprünglichen  Richtungen,  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  genommenen  ursprünglich  niitgetheilten 
Quantitäten  der  Bewegung  und  den  wirklich  Statt  fin- 
denden Quantitäten  der  Bewegung  Gleichgewicht  Statt. 

3.  In  jedem  Systeme  materieller  Punkte,  welc’ 
von  beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  sollicit 
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werden,  findet  zwieeben  de»  gewonnenen  und  verlore- 
nen Quantitäten  der  Bewegung  Gleichgewicht  Statt 

Dieses  sehr  wichtige  allj^emeiiie  Princip,  durch  welche^  die 
Möglichkeit  dargeboten  wird,  jede  Frage  über  die  Bewegung  eines 
Systems  materieller  Punkte  zu  einer  blossen  Aufgabe  über  das 
Gleichgewicht  zu  machen,  oder  überhaupt  die  Probleme  der  Be- 
wegungslehre auf  die  Probleme  der  GleichgewichtsJehre  zurüclc- 
zutübren,  wird  nach  seinem  ErOnder,  dem  berühmten  französi- 
schen Philosophen  und  Mathematiker  d’Alenibert,  das  d’Alem- 
bert’sche  Princip  in  der  Mechanik  genannt  Wir  wollen  das- 
selbe nun  zu  der  Entwickelung  der  allgemeinen  Gleichungen  der 
Bewegung  eines  Systems  von  Körp.ern  anweiiden. 


§.  3. 


Die  einzelnen  Punkte  des  im  V'orhergehenden  betrachteten 
Systems  wollen  wir  von  jetzt  an  der  Kürze  wegen  durch  die  ent- 
sprechenden Massen,  also  durch 


m,  m, , Wa,  r«, , «4,  .... 

bezeichnen,  und  wollen  annehmen,  dass  am  Ende  einer  gewissen 
Zeit  t die  Coordiiiaten  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  ein  beliebig 
angenommenes  rechtwinkliges  Coordiitatensystem  respective 

y>  *5  ) 2^1»  *1»  ^2»  Ja»  ^3»  Vif  *3 5 

seien,  indem  wir  alle  diese  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit 
t betrachten. 

Von  allen  Punkten  des  Systems  wollen  wir  jetzt  als  Reprä- 
sentanten der  übrigen  nur  einen,  etwa  den  Punkt  m,  iii’s  Auge 
fassen,  bemerken  aner  sogleich,  dass  die  ganze  folgende  Betraen- 
tung  völlig  in  derselben  Weise  auf  jeden  anderen  Punkt  des  Sy- 
stems anwendbar  sein  wird.  Am  Ende  der  Zeit  t,  wo  bekannt- 
lich X,  y,  i die  Coordinaten  des  Punktes  m sind,  sei  v die  in 
Folge  der  Bew^ung  des  Systems  wirklich  Statt  findende  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  m,  und  s sei  der  Weg,  welchen  die- 
ser Punkt  bei  der  Beweguim  des  Systems  in  der  Zeit  t zurüdr- 
gelegt  hat.  Lässt  man  die  Zeit  t um  wachsen,  so  wird  s um 
wachsen,  und  da  man  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m in 
dem  Zeitintervalle  M mit  desto  grösserer  Genauigkeit  als  constant 
oder  seine  Bewegung  in  dem  Zeitintervalle  mit  desto  grösse- 
rer Genauigkeit  als  giekshförmm  betrachten  kann,  je  klemer  /U 
Ist,  so  ist  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  dt  ist, 

ds~cdl  oder  0=  ^ ■ ' 
dt 

Also  ist  offenbar  die  Geschivlndigkeit  c selbst  in  aller  Schärfe  die 
Gränze,  welcher  der  Differenzenquotient  sich  nähert,  wenn 
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M sich  der  Null  nähert,  d-  h.  nach  den  Begriffen  der  Differen- 
tialrechnung, es  ist  mit  völliger  Genauigkeit 

0» 

"“et  ’ 

wobei  man  nicht  aus  den  Augen  zu  lassen  hat,  dass  die  vorher- 
gehende ganz  allgemeine  Betrachtung  durchaus  keine  besondere 
BeschaffeiAcit  des  Wegs  s voraussetzt,  und  dass  also  die  obi^e 
Differentialgleichung  gilt,  wie  auch  der  Weg  s beschaffen  sein 
mag}  diesmbe  gilt  folglich  ganz  allgemein,  der  Weg  s mag  eine 
gerade  Linie  oder  eine  beliebige  Curve  von  einfacher  oder  dop- 
pelter Krümmung  sein. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  I80*’  nicht  übersteigenden  Winkel,  ^ 
welche  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  p mit  den  positiven 
Tbeilen  dreier  durch  den  Punkt  {xyz)  gelegter,  den  primitiven 
Coordinatenaxen  paralleler  Axen  einschliesst,  durch  <p,  X'f 
sind  die  parallel  mit  den  drei  primitiven  Axen  der  x , y , x ge- 
nommenen Composauten  der  Geschwindigkeit  v mit  gehöriger 
Rücksicht  auf  ihre  Vorzeichen: 

pcosip,  pcosip,  pcos;^; 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden: 

dt  dt  ds 

C0ßq> . . CQst  • g^  . cosx-  g-^  • 

Nun  ist  aber  offenbar  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner 
ist,  d.  i.  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  z/t  ist: 

z/ar=cos9>.z/t,  Jy=cosil>.Jt,  z/z— cosj.z/s; 

also  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Js  oder  z/t  ist: 

Jx  du  dz 

= C08X=^- 

Daher  sind  offenbar  in  völliger  Schärfe 
cou<p,  costp,  cosx 

die  Gränzen,  denen  respective  die  Differenzenqnotienten 

dx  dy  dz 
di’  di’  dt 

sich  nähern,  wenn  dt  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  dt  sich  der 
Null  nähert;  und  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung  ist 
folglich  mit  völliger  Genauigkeit : 

dx  dy  dz 

cosip  = g^ , cnailJ  = g_^ , eosx  = • 
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Also  sind  nach  dem  Obigen 

dx  d$  dt)  0*  01  0* . 

. ds  ' Bt  ’ ds  St  ’ Ss  St  ’ 

d.  i.  nach  einem  bekannten  Satze  der  Differentialrechnung 

^ Sy  0z 

0?  ’ sr  0<  ’ 

die  itarallei  mit  den  drei  Axen  der  x,  y,  z genommenen  Compo* 
santen  der  Geschwindigkeit  v,  mit  gehöriger  Rücksicht  auf  die 
diesen  Composanten  zuKomiuenden  Vorzeichen. 

Folglich  sind  am  Ende  der  Zeit  t+.dt,  welcher  die  Geschwin- 
digkeit v-\-Jo  des  Punktes  m entspricht , die  parallel  mit  den  Axeo 
der  X,  y,  z genommenen  Composanten  dieser  Geschwindigkeit, 
immer  mit  gehöriger  Rücksicht  auf  die  diesen  Composanten  za- 
komraenden  V'orzeichen: 


Wenn  jetzt  überhaupt  P eine  stetig  wirkende,  aber  mit  der 
Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  constante  Kraft  b^ 
zeichnet,  welche,  auf  die  Masse  M wirkend,  in  der  Zeit  T die 
Geschwindigkeit  V hervorbringt,  so  sei  p eine  stetig  wirkende, 
aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  con- 
stante Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1 wirkend,  in  der  Zeit  1 die 
Geschwindigkeit  1 hervorbringt.  Um  nun  die  Kräfte  P und  p mit 
einander  zu  vergleichen,  bezeichne  Pj  eine  stetig  wirkende,  aber 
mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  constante 
Kraft,  welche,  auf  die  'Masse  M wirkend,  in  der  Zeit  T die  Ge- 
schwindigkeit 1 hervorbringt,  und  P^  bezeichne  eine  stetig  wir- 
kende, aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also 
constante  Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1 wirkend,  in  der  Zeit 
T die  Geschwindigkeit  1 hervorbringt.  Dann  hat  man  die  folgende 
Zusammenstellung : 

P.  T,  M,  V; 

Pi,  T.M,  1; 

P^.  T,  1,  1; 

p t 

und  es  ist  folglich , wie  leicht  erhellet : 

P:P,=  F:1, 

P,:P,  = Af:l, 

P^;p=l.T; 
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also  durch  Zusammensetzung  dieser  ProportioMH: 
P.pz=MV.T, 

und  hieraus 


. also 

Setzt  man  aber  p—\,  d.  h.  nimmt  man  eine  stetig  wirkende  i aber 
mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  constante 
Kraft,  welche,  auf  die  Einheit  der  Massen  wirkend,  in  der  Zeit- 
einheit eine  der  Längeneinheit  gleiche  Geschwindigkeit  hervor- 
bringt, als  Krafteinheit  an,  so  ist 


eine  allgemeine  Gleichung,  von  der  wir  sogleich  weiteren  Ge- 
brauch machen  wollen. 

Denken  wir  uns  nämlich  alle  auf  den  materiellen  Punkt  m am 
Ende  der  Zeit  t wirkende  Kräfte  auf  drei  den  angenommenen 
Coordioatenaxen  der  x,  y,  z parallele  Kräfte  X',  Y',  Z'  gebracht, 
was  bekanntlich  immer  möglich  ist,  so  sind,  weil  man  diese 
Kräfte  während  des  Zeitintervalls  M mit  desto  grösserer  Genauig- 
keit als  constant  betrachten  kann , je  kleiner  M ist,  -nach  dem 
Vorhergehenden 

X'At  Y'/lt  Z'Jt 
m ' m ' m 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


setzen , 

XM,  YJt,  ZJt 

die  von  den  auf  den  materiellen  Punkt  m stetig  wirkenden  Kräf- 
ten X',  Y',  Z'  in  der  Zeit  Jt  hervorgebrachten  Geschwindigkei- 
ten, mit  desto  OTösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Jt  ist;  und  da 
nun  der  materielle  Punkt  m am  Ende  der  Zeit  t nach  dem  Obi- 
gen, parallel  mit  den  Goordinatenaxen  der  x,  y,  x,  schon  die  Ge- 
schwindigkeiten 

0y  & 

w St 

als  Anfangsgeschwindigkeiten  hat,  so  sind,  parallel  mit  den  Coor- 
dmatenaxen  der  x,  y,  z,  seine  Geschwindigkeiten  am  Ende  der 
Zeit  t-l- .rft: 
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mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Jt  ist,  wobei,  wie 
wohl  kaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  vom  Ende 
der  Zeit  t an,  und  alm  auch  am  Ende  der  Zeit  t+Jt,  der  mate- 
rielle Punkt  rn  offenbar  als  ein  freier,  nicht  mehr  mit  den  übri- 
gen Punkten  zu  einem  Systeme  von  Punkten  verbundener  Punkt 
betrachtet  worden  ist. 

Nimmt  man  nun  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergiebt  sieb 
auf  der  Stelle  ohne  alle  Zweifleutigkeit,  dass  am  Ende  der  Zeit 
t-i-Jt,  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  ist,  die 
den  Coordinatenaxen  der  x,  y,  t parallelen,  mit  den  gehörigen 
Vorzeichen  genommenen,  Composanten  der  gewonnenen  oder  ver- 
lorenen Quantitäten  der  Bewegung  des  Punktes  m 


d.  i. 

sind.  ' 

Auf  ganz  ähnliche  Art  sind  überhaupt  für  alle  Punkte 

f 7^2*  9 7714»  •••e 

des  Systems  am  Ende  der  Zeit  mit  desto  grösserer  Ge- 

nauigkeit, je  kleiner  Jl  ist,  die  den  drei  Coordinatenaxen  der  x, 
y,  z parallelen,  mit  den  gehörigen  Vorzeichen  genommenen,  Com- 
posanten der  gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitäten  der  Bewegung: 

m(XM — -^^)> 

MZ^t-J^)-, 

u.  s.  w. 
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uod  da  nun  In  Folge  von  d’Alembert's  Ptincip  zwischen  den  ge- 
wonnenen und  verbrenen  Quantitäten  der  Bewegung  aller  Punkte 
des  Systems  stets  Gleichgewicht  Statt  linden  muss,  so  erhalten 
wir  nach  den  allsenieinen  Bedingungsgleichungen  für  das  Gleich- 
gewicht eines  vSilig  freien  Systems,  welche  wir,  wie  schon  in 
der  Einleitung  erw^nt  worden  ist,  hier  als  bekannt  voraussetzen, 
die  folgenden,  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  4t  ist, 
geltenden  Gleichungen : 

2in\ af(  Y4t—4  ^ — y (X4t  — ' 

) - :(  ) |=a0, 

£m[z{2C4t — — x(Z4t— 4 ^)\szO; 


oder,  wie  leicht  erhellet: 


Weil  diese  Gleichungen  mit  desto  grösserer  Genauigkeit  gelten, 
je  kleiner  4t  ist,  so  erhält  man  die  völlig  genauen  Gleichungen, 
wenn  man  in  den  vorhergehenden  Gleichungen  4t  sich  der  Null 
nähern  lässt,  und  zu  den  Gräuzen  flbergeht.  Qudurch  erhält  man 
aber  nach  den  bekannten  Begriffen  und  Bezeichnungen  der  Diffe- 
rentialrechnung auf  der  Stelle  die  folgenden  Gleichungen: 

£m{X-^)  = 0,  £m(Y-^)  = 0.  £m(Z-^)=Oi 

2m  |*(  F—  ) -*.v(  ) I 
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=0' 

oder  die  Gleichungen : 

„ , fl*v 

Zm(x  ^ y )=  Em  {x  Y — y\)  , 

Ö®2  5^1/ 

Xm  {y  g^  «g^j  )=  Etn{yZ — « Y) , 

-£ot  (i  -p,  —X  g^  )=Ä/i(j^-a;Z) ; 

oder  auch  die  Gleichungen: 

Emff^xzxEmÄdt*,  EmS^=EmYd(^,  En^i  = EmZBfi; 

' ' Em(x8^—y8^x)=Em(xY^yX)dfi,  , • ’ ‘ 

Em(yd^z — iB*y)  = Em(yZ  — * F)ö<*. 

Em{i!ä»x—xd^i)  = -£;rt(2  JC  - xZ)dfl. 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  so  erhält  man 
nach  der  Lehre  vom  Gleichgewichte,  wenn  man  dgp  festen  Punkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  anoiramt,  für  die  Bewegung  des  Sy- 
stems bloss  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

' 0*1/  &^x 

Em{x  )=Em(xI‘ — yX), 

■_  . 0*2  0*v 

(y  )= * *0 . 

£fn  (z  -£fii(r  xZ)  * 

oder 

- Em{x3^—y!^x)=Em{xY—y}C)dP, 

Zin(y0»2— 20*y)=  ■r»i(yZ-2F)0t* 

2^m(20®j;— j:0®r)  = Em(tX — xZ)Sfi . 
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Ist  das  System  um  eine  feste  Axe  drehbar,  so  erhält  man 
nach  der  Lehre  vom  Gleichgewichte,  wenn  man  diese  feste  Axe 
als  Axe  der  x annimmt,  wie  leicht  erhellen  wird,  ßlr  die  Bewe- 
gung des  Systems  bloss  die  eine  Gleichung: 

£m{x^  -y^)  = Sm{jcY—yX) 


oder 


2m{xd*y — y8*x)=2m(xY—yX)di!^.  ' ■ 

Vf’enn  das  System  bloss  aus  einem  Punkte  besteht,  so  wer- 
den die  sechs  obigen  Gleichungen,  wie  leicht  erhellet: 


^—V  ^-  — 7- 

0/2-^*  0<*— 0<a  — 

0*V  ^ 

3*z  0*«  „ 

—yZ-xY, 

8*jr  0*z  y „ 

* 0<*  ^0f* 


\Veil  aber  in  diesem  Falle  die  drei  letzten  Gleichungen  offenbar 
eine  unmittelbare  Folge  ans  den  drei  ersten  Gleichungen,  und  also 
jederzeit  erfüllt  sind,  wenn  die  drei  ersten  Gleichungen  erfüllt 
sind,  so  hat  man  in  diesem  Falle  für  die  Bewegung  des  in  Rede 
stehenden  Punktes  offenbar  nur  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

dfi  ~ ’ Sfi~  ’ 0<®  ~ ’ 


oder,  weil  nach  dem  Obigen 


ist,  die  drei  Gleichungen: 


0*J 

"*  07» 


0*z ' 


t 
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§.  4. 

Wenn  am  Ende  der  Zeit  t die  Coordinnten  des  Schn-erpunits 
des  Systems  der  Massen 

m,  »I, , m^.  m^,  m* 

durch  3£>  3;  und  die  Coordinaten  dieser  Massen  in  Bezug  auf 

ein  durch  aen  Schwerpunkt  des  Systems  als  Anfang  gelegtes, 
dem  primitiven  Coordinatensysteme  paralleles  Coordinatensystem 
respective  durch 


X,  y,  J;  fl.  Yi,  Ji;  F*.  J»;  x»,  Fa.  »s;  •••• 

bezeichnet  werden;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  Coordinaten  in  völliger  Allgemeinheit: 

*=3£  + X.  .v=*3?  + F»  2 = 5+5; 

+Xi . yi=3?  + Fl  • *1=3 + )i ; 

^a=3£  + Xe  > ya~3?  + F®  > *ar~3  + J* . 

^a=3£+Xa.  ys=3?+F3.  *8=3  + 5a; 


u.  8.  w. 


Ferner  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  bekanntlich 
HEm^Zmx,  3^2m=£my,  'SEm=  2mx\ 
also,  wenn  man  nach  ( differentiirt , wie  leicht  erhellet: 

gfi  ■Sin—A'ni  , 


Nach  §.  3.  ist  aber 
0®.r 


Em^=EmX,*  Em^=EmY, 


Em-^'=:EmZ; 


also  ist 


~E7„=EmX,  ^Em=EmY,  ^ Emr=EmZ; 
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oder 


S*3E_  SmX  e*, 
Bti  £m  ’ ci<* 


£mY  8*3 _ £mZ 
~Sm  ’ 5?"  ***  Zm  ■ 


Nach  dem  Obigen  ist  aber 


Mir-*- 


= «+e(l?  + S)  - + 1?) 


und 


:r  r - = (3e+>:)  F-(3?+y)^. 


AUo  ist  offenbar 


und 


Aber 


= j(3£  + ,)(f  J + ^)_  (» + ,)  (^  + g)  j 

£m  (j:  r-yA)  = Um  \ (X+jr)  K-(3?+y)  A 1 

= -^«»(3e^-3?^)  + 2;m0rg— y^) 

+ 2m()c|^-y  + 3?^) 

0?;»  0*3£  0*y  0*r 

+ -0^  ^///y  + 3£^«|0^2  • 3^£m  > 

und  folglich , weil  die  Coordinaten 

F j 5>  ^1  j Fl » ^1  ? Fi > Fa>  ^ j Fa » Fs  j J's 5 ■**• 

sich  auf  den  Schwerpunkt  des  Systems  als  Anfang  beziehen,  also 
uach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 

£iiix—0,  £my=0,  Zmy—0; 
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daher  offenbar  auch 
0*)c 


£m 


8t».' 


n y —n  y ^ n 
=0,  Hm-^=:0,  2m^=:0 


ist: 


Ferner  ist 

i:in|(3E+x)  F-(3?+y)J:) 

= SmiX  Y - 3?  A)  + Zm(f  Y-yX) 
-XXmY—3iXmX+2m(j:Y-yX), 
d.  i.  nach  dem  Obigen 

Xm\(X+y)  F-(3?+y)Ai 
0*3?  0*3e 

= (X-^-  3?gf  ) Xm  + Xmif  Y-  yX) . 
Weil  nun  nach  $.  3. 

Q2y 

£m  {x  gjj  y ) :=  Em{x  Y — yX) 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

3?-^)  Am+^mOrg^ -y 


0*3?  0*3£ 

= (3e-gf  -3?0^)  Am+  Zm(jiY-yX), 


also 


0*y  0*r 

Em{y^^  Fg^)  = ^^**(xF — yX), 

und  man  hat  daher  offenbar  überhaupt  die  drei  folgenden  Glei' 
chungen ; 

0*r  0*r 

Xm(j[^-y^)  = Smij:Y—yX), 
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' « 8^  0»r 

)= jiO » 

8^  8<« 

£m  (>  ^ ^2 ) = (»A— xZ) , 

Fasst  man  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergeben  sich  die 
nechs  folgenden  Gleichungen: 


ff»3£  £mX  8*3?_-£mF  8*5_-£niZ, 

8t*  — 2m  ’ dfi  — 2m  * 8fi  ~ 2m  ’ 

8*v  8*r 

'2«0rg/ -y  )=*^mOcY— , 

8*t  8*x 


(J  g^ ) — 2m{)X  f Z) . 

Eine  unmittelbare  Folge  aus  den  drei  ersten  dieser  sechs  Glei- 
chungen sind,  wie  man  leicht  übersieht,  die  drei  Gleichungen: 

-v.8*3£  2m(XY-3jX) 

* 8e*  8<*  ~ -fnt 

^8*3  ^S*3?  -Z-m(3?Z-5K) 

2m 

^8*X  ^8*s  ,Sm(3^j:-3eZ). 

® 8fi  *8t*  “ -2m 

und  liir  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  (X3?S)  der  Massen 


fn  f wi|  9 TWj  > WI3  > WI4 , .... 

/ 

bei  der  Bewegung  des  Systems  dieser  Massen  hat  man  also  die 
folgenden  Gleichungen: 


8*36  2mX  8*3?  _ 2mY  8*5  _ -2mZ  . 

'W~  2m  ' ~W  ~~  2m  ’ 8<»  ” 2m  ’ 

„8*3?  -«a!X_  -S>n(36r--3?A) 

* 8<*  8<*  ' -Jm  ’ 

-^8*5  ^8*3?  -Z>n(3?Z-5F) 

^8<*  ° 8t*  ~ 2m 

^8*36  ^S*5_  -Sm(5A-3£Z) 

o 8t*  *8i*~  ,2m 

Theit  XV.  2 
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Oenkeo  wir  uas  jetzt  die  sämmtKchen  zn  eioem  Systeme  ver' 
bundenen  Massen 


m,  nti,  mg,  m^,  .... 

; * 

in  ihrem  gemeinschaftlichen  Schwerounkte,  dessen  Coordinaten 
wir  im  AUgemeioen  wieder  durch  X,  3^,  ^ bezeichnen  wollen, 
mit  einander  vereinigt,  und  alle  auf  die  einzelnen  Massen  im 
Systeme  wirkenden  Kräfte  im  genieinschaltlichen  Schwerpunkte 
der  Massen  nach  Richtungen  angebracht,  die  den  ursprünglichen 
Richtungen  dieser  Kräfte  parallel  sind ; so  sind  unter  dieser  Vor- 
aussetzung die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Schwerpunkt^ 
d.  h.  überhaupt  des  Punktes  (3^3),  na^  §.  3.  offenbar: 


df^ 


^m(X^^3^^ß)=:sm(XV~3iX), 

)=.ym(3?Z-5F). 


e<*' 


~Xl^)=^m(,SX-XZ); 


also,  wie  leicht  erhellen  wird: 


8<* 


8»3? 


8*5 


2m=  2mX,  •***  — 1^»  fl«  2m  — 2mZ; 


8t* 


oder 


8*3?  8*3£ 

{X-^~3^-^)2m=2>m(,Xr-3iX) 

Q?P-  5^)-2'm=:a»Q?Z-5F), 
8*3£  8*X 

(3  "gjt — 3^  gjr)  ^m—2m  (SX — 3£Z) ; 


8*3£  2mX  8*3?  .äniF  8*5  2mZ. 
2m  ’ 8t*  — 2m  ’ 8t*  ~ 2in  ’ 

^^3?  _ 2i,i(Xy-3^X) 

2m  ’ 

^8*5  ^S^_2m(3^Z-15r) 

**  fl«  — vir  ■ — ' 


8t* 


»8*3E  „8*5_ 
° ^ *8t*  “ 


2m 

w(5A— 3£Z) 
.2/» 
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Dai  diese  Gleicbnogeii  mit  den  oben  für  die  Bewegung  des 
Schwerpunkts  der  Massen 


m,  nii,  »ij,  r»3,  m^, 


bei  der  Bewegung  des  Systems  dieser  Massen  gefundenen  Glei- 
chungen völlig  identisch  sind , so  ergiebt  sich  uiiniittelbar  der  fol- 
gende merkwürdige  und  in  vielen  Beziehungen  wichtige  Satz: 

Der  Sch  werpunkt  eines  Systems  von  Massen,  welches 
keinen  festen  Punkt  hat,  bewegt  sich  bei  jeder  Bewe- 
gung dieses  Systems  immer  ganz  auf  dieselbe  Weise, 
wie  er  sich  bewegen  würde,  wenn  in  ihm  die  sämmtii- 
chen  das  System  bildenden  Massen  vereinigt,  und  alle 
auf  die  einzelnen  Massen  in  dem  Systeme  wirkenden 
Kräfte  nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  paralle- 
len Richtungen  angebracht  wären. 


Wenn  wir  in  einer  völlig  zur  Ruhe  gekommenen  Wassermasse 
uns  einen  beliebigen  nach  älen  Seiten  hin  begränzten  Theil  der- 
selben denken  und  uns  vorstellen,  dass  dieser  Theil  einmal,  ohne 
seine  Gestalt  zu  verlieren,  von  der  übrigen  Wassermasse  abge- 
sondert wäre,  so  würde  derselbe  von  einer  seinem  Gewichte  glei- 
chen, nach  der  durch  seinen  Schwerpunkt  gehenden  VertikalTinie 
abwärts  wirkenden  Kraft  nach  der  Oberfläche  der  Erde  hin  ge- 
trieben werden.  Betrachten  wir  aber  diesen  Wassertbeil  wieder 
als  einen  Bestandtheil  der  ganzen  Wassermasse,  so  bleibt  sein 
Bestreben,  im  Wasser  zu  sinken,  natürlich  noch  ganz  dasselbe 
wie  vorher,  wo  wir  ihn  uns  von  der  ganzen  Wassermasse  abge- 
sondert vorstellteii.  Weil  er  nun  aber,  indem  wir  die  ganze  Was- 
sermasse  als  vollkommen  ruhend  vorausgesetzt  haben , nicht  sinkt, 
sondern  vielmehr  sich  selbst  in  vollkommener  Ruhe  befindet,  so 
kann  dieser  Zustand  der  Ruhe  offenbar  nur  durch  den  Druck  der 
ihn  umgebenden  Wassermasse  herbeigeführt  werden,  und  da  auch 
kein  Steigen  des  in  Rede  stehenden  Wassertheils,  keine  Seiten- 
bewegung irgend  einer  Art  desselben,  sondern,  wie  gesagt,  über- 
haupt der  Zustand  vollkommenster  Ruhe  Statt  findet,  so  muss 
der  Druck,  welchen  das  diesen  Wassertbeil  umgebende  Wasser 
bl  seiner  Gesaramtheit  auf  denselben  ausübt,  nofhwendig  gerade 
oben  so  gross  sein  wie  das  Gewicht  des  in  Rede  stehenden  Wae- 
sertfaeils,  und  die  Richtung  dieses  Drucks  muss  mit  der  durch 
den  Schwerpunkt  des  Wassertheils  gehenden  Vertikallinie  zusam- 
menfallen, natürlich  auch  dieser  Druck  nach  oben  hin  gerichtet 
sein. 

Stellen  wir  uns  jetzt  ferner  ein  Schiff  in  einer  beliebigen 
Lage  auf  dem  Wasser  vor,  so  dass  ein  gewisser  Theil  desselben 
in  das  Wasser  eingetaucht  ist,  welchen  wir  daher  den  eiogetaueb-, 
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ten  Theil  des  Schiffs  *)  nennen  werden , und  untersuchen  nun  die 
auf  das  Schiff  wirkenden  Kräfte.  Die  erste  dieser  Kräfte,  welche 
sich  sogleich  ganz  von  selbst  darbietet,  ist  das  Gewicht  des  gan- 
zen Schiffs,  das  man  sich  als  eine  durch  den  Schwerpunkt  des 
ganzen  Schiffs,  alle  zu  demselben  gehörenden  Theile  natflrlich 
eingesclilossen,  gehende,  nach  vertikaler  Richtung  abwärts  wir- 
kende Kraft  vurzustellen , und  als  eine  solche  Kraft  bei  allen  fol- 
genden Untersuchungen  in  Rechnung  zu  bringen  hat.  Die  zweite 
auf  das  Schiff  wirkende  Kraft  ist  aber  der  Druck,  welchen  das 
umgebende  Wasser  auf  dasselbe  ausübt,  und  da  dieser  Druck 
offenbar  gar  keine  Veränderung  erleiden  würde,  wenn  man  sich 
statt  des  eineetauchten  l'heils  des  Schiffs  einen  demselben  der 
Grösse  und  Gestalt  nach  völlig  gleichen  Wasserkönier  gesetzt 
dächte,  so  ergiebt  sich  aus  der  am  Anfänge  dieses  Paragraphen 
angestellten  Betrachtung  ganz  von  selbst  und  auf  völlig  unzwei- 
deutige Weise,  dass  der  Druck  des  das  Schiff'  umgebenden  tVas- 
sers  auf  dasselbe  als  eine  Kraft  zu  betrachten  und  bei  allen  Uo- 
tersiichungen  als  eine  solche  Kraft  in  Rechnung  zu  bringen  ist, 
welche  dem  Gewichte  des  den  eingetauchten  Theil  des  Schiffs 
vollständig  ausfiillenden  Wassers,  oder,  was  dasselbe  ist,  dem 
Gewichte  des  von  dem  Schiffe  verdrängten  oder  aus  der  Stelle 
vertriebenen  Wasserkörpers  gleich  ist,  durch  den  Schwerpunkt 
dieses  Wasserkörpers  geht,  und  nach  vertikaler  Richtung  aufwärts 
wirkt.  Wir  sehen  hieraus,  dass  wir  es  im  Folgenden  immer  mit 
diesen  beiden  Kräften  zu  thuii  haben  werden,  welche  wir  daher, 
weil  sie  die  Hauptgrundlage  bilden,  von  der  wir  bei  unseren  fol- 


*)  In  ilentschen  VV'erken  über  die  Si'hifTcliankiinst  hrisat  der  ein- 
getauclite,  d.  b.  der  unter  dem  Wasser  befindliche  Theil  des  Schiffs, 
der  zwischen  der  Unterkante  des  Kiels  und  dem  Wasserspiegel  liegende 
Theil  desselben,  gewöhnlich  der  Wass  e rr  an  in , worüber  man  z.  B. 
A n f angs gr n nde  der  S ch i f f bau ku ns t oder  practische  Ab- 
hand lu  ng  über  d en  Schi  ffbau.  Ans  dem  Französischen  des 
Herrn  Du  Hamei  de  Monceau  nach  der  zweiten  Ausgabe 
des  Originals  übersetzt  von  C.  G.  O.  Müller,  Berlin,  1791. 
4.  S.  410.  nachsehen  kann.  Im  Französischen  heisst  dieser  Theil  des 
Schiffs  la  carene,  ln  der  Encyclopddie  methndique.  Marine. 
T.  I.  Paris.  1783,  4.  p,  266.  findet  sich  folgende  Erklärung  bei  diesem 
Worte:  Carene,  s.  f.  c’est  la  partie  submergöe  du  bätiment, 
lorsqu’il  est  ä son  point  de  Charge,  qiie  ron  appelle  aiissi 
oeuvre-vipe,  par  Opposition  a roeuvre-morte,  qiii  est 
tonte  la  partie  du  corps  du  navire  aii-desstis  de  la  flottai- 
son.  GIrichhedentend  mit  carene  wird  auchzuweilen  ddplacement 
de  Taissean  genommen.  A.  a.  U.  p 688.  heisst  es;  D ep  l ncement 
de  V aissean , s.  m,  on  voit  que  les  corps  flottans  plongent 
dans  l'eau  d'une  partie  de  leiir  voliiine;  cette  partie  de  lear 
Tolume,  on,  la  quantitö  d'eaii  qu’elle  deplacc,  s’appelle  le 
ddplaeement.  Streng  genommen  ist  aber  deplacement  nur  die  von 
dem  Schiffe  verdrängte  Wasserraasse,  und  so  sagt  auch  z.  B.  Chap- 
man  iiiiTraitd  de  la  construction  des  vaisseaux  par  Frdddric 
Henri  de  Chapman.  Traduit  du  Siiddois  et  publid  par  M. 
Vial  du  Clairbois,  Paris  1839.  4,  p.  1.  ganz  bestimmt:  Le  Udpla- 
cenient  est  le  viiide  que  le  Vaisseau  fait  dans  l’eau  tran- 
quille  par  le  voluiiie  de  sa  carene,  en  raison  du  poids  qni 
l’y  p Ion  ge. 
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Senden  Untersuchungen  auszugeben  haben,  ^'etzt  nochmals  in  der 
Lfirze  genau  bestimmen  wollen , indem  wir  jedoch  dieser  Bestim- 
mung erst  noch  die  folgenden  Bemerkungen  vorausschicken. 

Was  wir  unter  dem  Schwerpunkte  des  Schiffs  verstehen,  be- 
darf natärlich  eigentlich  gar  keiner  weiteren  Erläuterung;  iiidess 
mag  völliger  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  wegen  in  dieser  Be- 
ziehung doch  noch  besonders  bemerkt  werden,  dass  wir  darunter 
immer  den  Schw  erpunkt  des  ganzen  Schiffs  und  aller 'seiner  ein- 
zelnen Theiie,  der  Masten,  der  ganzen  Takelascbe,  aller  Rund- 
hölzer, der  Ladung,  des  Ballastes  u.  s.  w.  verstehen.  Dagegen 
'soll  im  Folgenden  unter  dem  Schwerpunkte  des  eingetanchten 
Theils  des  Schiffs  immer  der  Schwerpunkt  eines  diesem  Theiie 
des  Schiffs  der  Grösse  und  Gestalt  nach  gleichen,  aber,  was  wohl 
zu  beachten  und  in  der  Folge  stets  festzuhalten  ist,  völlig  homo- 
genen Körpers,  oder,  mit  anderen  Worten,  der  Schwerpunkt  des 
von  dem  Schiffe  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen 
Wasserkörpers  verstanden  werden.  Euler  in  der  Scientia  na- 
valis.  P.  1.  Petropoli.  1749.  4.  p.  14.  Nr. ‘28.  nennt  den  Punkt, 
welchen  wir  so  eben  den  Schwerpunkt  des  eingetauchten  Theils 
genannt  und  genau  bestimmt  haben,  centrum  magnitudiuis 
partis  submersae,  indem  er  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  wie 
gewöhnlich  centrum  ^ravitatis  uavis  nennt,  üud  sagt  darüber 
a.  a.  O.:  Gentrum  igitur  magnitudinis  partis  submersae 
invenietur,  si  pars  submersa  tanquam  ex  materia  ho- 
mogenen constans  consideretur,  eiusque  centrum  gra- 
vitatis  definiatur.  Hoc  itaque  centrum  magnitudinis 
partis  submersae  quoque  erit  centrum  gravitatis 
aquae  de  suo  loco  depulsae.  Auch  in  der  Theorie  com- 
piete  de  la  construction  et  de  la  manoeuvre  des  vais- 
seaux,  mise  ä la  portäe  de  ceux  qui  s’apuliquent  ä la 
navigatiob.  Paris.  1776.  8.  bedient  sich  Euler  immer  der 
den  vorhergehenden  entsprechenden  Benennungen  centre  de 
gravite  du  vaisseau  t out  entier  und  centre  de  la  partie 
submergde,  oubiensiroplementlecentrede  la  carene. 
Ich  halte  jedoch  den  von  Euler  gemachten  Unterschied  zwischen 
Mittelpunkt  der  Schwere  und  Mittelpunkt  der  Grösse 
nicht  för  unbedingt  nötbig,  wenn  man  nur  unter  dem  Schwerpunkte 
des  eingetanchten  Theils  immer  den  vorher  mit  diesem  Namen 
belegten,  und  zu  bestimmen  gelehrten  Punkt  versteht.  AuchBou- 
guer  im  Traite  du  navire.  Paris.  1746.  4.  p.  249.  nennt 
«liesen  Punkt  Centre  de  gravi te  de  la  Carene  und  fügt 
hinzu:  dans  lequel  se  reunit  la  poussde  verticale  de 

l’eau. 

Dies  vorausgescbickt,  kann  nun  der  aus  dem  Obigen  sieb 
mimittelbar  ergebende,  für  alle  späteren  Untersuchungen  höchst 
wichtige  Satz  auf  folgende  Art  ausgesprochen  werden: 

Jedes  auf  dem  Wasser  in  irgend  einer  Lage  befind- 
liche Schiff  wird  von  zwei  nach  vertikalen,  also  einan- 
der parallelen  Richtungen  wirkenden  Kräften  solli- 
citirt,  nämlich  von  einer  im  Schwerpunkte  des  Schiffs 
nacdi  unten  hin  wirkenden,  dem  Gewichte  des  ganzen 
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Schiffs  gleichen,  und  von  einer  im  8 chtve rp nnkte'des 
eingetauchten  Theils  nach  oben  hin  wirkenden,  dem 
Gewichte  des  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertrie* 
benen  Wassers  gleichen  Kraft. 

Die  Bewegungen,  welche  diese  beiden  das  Schiflf  solliciti- 
renden,  einander  parallelen,  aber  nach  entgegengesetzten  Seiten 
hin  wirkenden  Krätte  dem  Schiffe  ertheilen , wollen  wir  J6tzt 
etwas  genduer  betrachten.  Nach  dem  iiii  vorhergehenden  Para* 
graphen  bewiesenen  wichtigen  Satze  bewegt  sich  der  Schwerpunkt 
eines  völlig  freien,  d.  b.  keinen  festen  Punkt  habenden  Systems 
von  Massen,  ^ und  als  ein  solches  System  ist  ja  iiatfirlicb  jedes 
Schiff  auf  dem  Wasser  zu  betrachten,  — 'ganz  eben  so,  als  wenn 
die  sämmtlichen  Massen  in  ihrem  gemeinschaftlichen  Schwer- 
punkte vereinigt,  und  io  demselben  alle  auf  die  einzelnen  Mas- 
sen des  Systems  wirkenden  Kräfte  nach  ihren  ursprünglichen 
Richtungen  parallelen  Richtungen  angebracht  wären.  Wenden 
wir  nun  diesen  Satz,  wie  es  verstattet  ist,  auf  uiisern  vorliegen- 
den Fall  an,  so  ist  zuvörderst  klar,  dass  die  beiden  das  Schiff 
Bollicitirendeii  Kräfte  demselben  eine  solche  Bewegung  ertheilen 
werden,  dass  sein  Schwerpunkt  in  einer  vertikalen  geraden  Linie 
sich  aufwärts  oder  abwärts  bewegt,  und  diese  in  einer  vertikalen 
geraden  Linie  aulwärts  oder  abwärts  vor  sich  gebende  Bewegung 
des  Schwerpunkts  des  Schiffs  wird  nur  dann  nicht  mehr  Statt  fin- 
den , wenn  die  beiden  nach  einander  entgegengesetzten  vertikalen 
Richtungen  aut  das  Schiff  wirkenden  Kräfte  einander  gleich  ga- 
worden  sind,  d.  h.  nach  dem  Obigen,  wenn  das  Schiff  sich  so 
weit  in  das  Wasser  eingetancht  hat , dass  sein  Gewicht  dem  Ge- 
wichte des  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassern 
gctian  gleich  ist.  Nehmen  wir  nnn  der  Einfachheit  wegen  jetzt 
an,  dass  dieser  Zustand  eingetreten  sei,  so  muss  sich  nach  dem 
obigen  Satze  bei  der  ferneren  Bewegung  des  Schiffs,  wobei  wir 
aber  ausdrücklich  bemerken,  dass  wir  diese  Bewegung  durch»» 
nur  bei  ihrem  ersten  Beginnen , gewissermassen  nur  im  ersten 
Moment  ihres  Entstehens  betrachten  wollen,  sein  Schwerpunkt 
nothwendig  in  vollkommener  Ruhe  befinden,  und  man  wird  die 
fernere  Bewegung  des  Schiffs  als  eine  drehende  Bewegung  des- 
selben um  seinen  als  einen  festen  Drehpunkt  gedachten  Schwer- 
iHtnkt  zu  betrachten  haben,  so  dass  also  auch  die  fernere  Dre- 
liung  des  Schiffs  um  seinen  Schwerpunkt  gar  nicht  mehr  eiiM 
Wirkung  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  gehenden,  sei- 
nem Gewichte  gleichen,  nach  vertikaler  Richtung  abwärts  wirken- 
ketiden  Kraft,  sondern  nur  eine  Wirkung  der  durch  den  Schwer- 
punkt des  eingetauchten  Theils  gehenden , dem  Gewichte  des 
verdrängten  Wassers  gleichen , nach  vertikaler  Richtung  aufwärts 
wirkenden  Krall  sein , und  daher  bei  der  Drehung  des  Schife  um 
seinen  als  fest  gedachten  Schwenrunkt  auch  nur  diese  letztere 
Kraft  in  Betracht  kommen  kann.  Geht  zuvörderst  auch  die  Rieh- 
tiing  dieser  letzteren  Kraft  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs, 
oder  mit  anderen  Worten,  liegen  der  Schwerpunkt  des  Schiffs 
utrd  der  Schwerpunkt  seines  eiiigetauchten  Theils  in  einer  und 
derselben  Vertikallinie,  so  wird  natürlich  gar  keine  Drehui^  des 
Schiffs  um  seinen  Schwerpunkt  erfolgen , und  dasselbe  wird  daher 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  d.  h.  wenn  das  Gewidit 
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dM  gansen  Schiffs  dem  Gewichte  des  verdräogteu  Wassers  gleich 
ist  uod  der  Schwerjuunkt  des  Schiffs  mit  dem  Schweruuukte  sei- 
nes eiogetauchten  Theils  in  einer  und  derselben  vertikalen  gera- 
den Linie  liegt,  in  vollkommener  Ruhe  auf  dem  Wasser  schviim- 
men.  Wenn  aber  der  Schwerpunkt  des  Schifis  und  ^der  Schwer- 
punktseines  eingetauchten  Theils  nicht  in  einer  und  derselben  vertika- 
len geraden  Linie  liegen,  so  wird  die  durch  den  Schwerpunkt  des 
eingetauchten  Theils  gehende,  dem  Gewichte  des  verdrängten 
Wassers  gleiche,  nach  vertikaler  Richtung  aufwärts  wirkende  Kraft 
eine  Drehung  des  Schiffs  um  seinen  als  ruhend  gedachten  Schwer- 
punkt hervorbringen,  und  da  die  vertikale  Richtung  dieser  letzte- 
ren Kraft  ganz  in  der  durch  den  als  ruhenden  Drehpunkt  gedach- 
ten Schwerpunkt  des  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetauch- 
ten Theils  gebenden  Vertikaicbene  liegt,  so  braucht  man  bei  der 
Drehung  des  Schifijs  um  seinen  ruhenden  Schwerpunkt  offenbar 
auch  nur  diese  Vertikalebene  in's  A.uge  zu  fassen,  indem  mau 
von  dem  Schiffskörper  als  solchen  übrigens  ganz  abstrahirt,  und 
wird  sich  daher  hieraus  mm  auch  sogleich  iüierzeugen,  dass  die 
Drehung  des  Schifiis  um  seinen  als  fest  gedachten  Schwerpunkt 
aothwendig  zugleich  um  eine  durch  denselben  gehende,  auf  der 
io  Rede  stehenden  Vertikalebene  senkrechte,  also  horizontale 
gerade  Linie  als  eine  feste  Drehungsaxe  vor  sich  gehen  muss. 
Ob  aber  diese  so  eben  näher  charakterisirte  Drehung  des  Scbifis 
in  einem  solchen  Sinne,  dass  dasselbe  dadurch  nach  und  nach 
in  die  L^e,  in  welcher  es  völlig  ruhig  auf  dem  Wasser  schwimmt, 
gebracht  wird,  oder  in  entgegengesetztem  Sinne,  so  dass  das 
Schiff,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  völlig  umscblägt,  vor  sich  gebt, 
and  welche  Bedingungen  nothwendig  erfüllt  sein  müssen,  wenn 
entweder  das  Erste  oder  das  Zweite  eintreten  soll , wollen  wir 
eben  in  der  vorliegenden  Abhandlung  mit  aller  nur  möglichen  Ge- 
nauigkeit untersuchen,  indem  durch  diese  Untersuchungen  haupt- 
sächlich die  Bedingungen  festgestellt  werden  sollen , welche  er- 
tnllt  sein  müssen,  wenn  das  durch  irgend  welche  Ursachen  bis 
zu  einem  gewissen  Grade  aus  seiner  ruhigen  Gleichgewichtslage 
auf  dem  Wasser  gebrachte  Schiff  von  selbst  wieder  in  diese  Lage 
znrückkebren , oder  die  ihm  mitgetheilte  Bewegung  nach  deren 
Richtung  hin  weiter  fortsetzen  und  völlig  Umschlägen  soll,  d.  h., 
wie  man  zu  sagen  pflegt,  ob  das  Schiff  eine  gewisse  Standfabig- 
keit  oder  Stabilität*)  besitzt  oder  nicht,  deren  Grösse  zuglei^ 
auch  in  allen  Fällen  nach  einem  gewissen  Maasse  bestimmt  wer- 
den soll.  Wie  wichtig  aber  Untersuchungen  dieser  Art  für  den 
Ban  der  Schiffe  sina,  wenn  dieselben  bei  ihrem  Laufe  auf  der 
See  in  und  durch  sich  seihst  vor  Unglücksfällen  möglichst  sicher 
gestellt  sein  sollen,  leuchtet  sogleich  ein  und  braucht  kaum  noch 
besonders  hervorgehoben  zu  werdmi. 

Bevor  wir  zu  diesen  Untersuchungen  übergehen,  wollen  wir 
dem  Obigen  nur  noch  hinzufügen,  dass,  wenn  die  oben  gemachte 
Voraussetzung,  welche  wir  auch  im  Folgenden  festbalten  werden. 


*)  Aach  die  Steife  der  Schiffe  genannt.  Ein  Schifi,  welche« 
•ich  «ehr  leicht  auf  die  Seite  neigt,  heisst  rank. 
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dass  nSmllcb  das  Schiff  schon  his  zn  dem  Grade  der  Einsenkung 
in’s  Wasser  gelangt  ist,  dass  sein  Gewicht  genau  mit  dem  Ge- 
wichte des  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers 
fibereinstimmt,  nicht  erfüllt  ist,  so  lange  ein  Aufsteigen  und  Mie- 
dersteigen des  Schwerpunkts  des  Schiffs  in  vertikaler  geradliniger 
Richtung  und  gleichzeitige  ürehiingen  des  Schiffs  um  durch  m- 
nen  Schwerpunkt  gehende  horizontale  Axen  Statt  linden  werden, 
bis  jener  Zustand,  wo  das  Gewicht  des  Schiffs  dem  Ge 
wichte  des  verdrängten  Wassers  gleich  ist  und  demzufolge 
der  Schwerpunkt  des  Schiffs  zur  Ruhe  kommt,  wie  wir 
hei  den  obigen  Betrachtungen  angenommen  haben,  eingetre- 
ten ist;  diese  Bewegungen  des  Schiffs  aber  weiter  zu  verfolgen, 
scheint  ihrer  Conipbcation  wegen  dem  Zwecke  der  vorliegenden 
Abhandlung  nicht  angemessen  zu  sein , indem  es  namentlich  fär 
den  praktischen  Schiffsbau  genügen  wird,  die  Sache  nur  aus  dem 
vorher  festgehaltenen  Gesichtspunkte  zu  betrachten,  dass  näm- 
lich das  Gewicht  des  Schiffs  dem  Gewichte  des  verdrängten  Was- 
sers gleich  ist,  und  ein  Aufsteigen  und  Niedersteigen  des  Schwer- 
punkts des  Schiffs  nicht  weiter  Statt  flndet,  sondern  derselbe  als 
ruhend  angenommen  werden  kann,  und  die  Drehung  des  Schiffs 
um  eine  durch  den  ruhenden  Schwerpunkt  desselben  gehende 
horizontale  Axe  vor  sich  geht,  welche  letztere  auf  der  durch  den 
Schwerpunkt  des  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetaucbten 
Theils  gehenden  Vertikalebene  senkrecht  steht,  wobei  zugleich, 
wie  auch  schon  oben  bemerkt  worden  ist,  diese  Drehung  des 
Schiffs  immer  nur  bei  ihrem  ersten  Beginnen,  gewisserniassen  im 
ersten  Momente  ihres  Entstehens  betrachtet  wird,  welches  Alles 
man  im  Folgenden  stets  vor  Augen  zu  behalten  hat,  wenn  die 
betreffenden  Untersuchungen  mit  völliger  Deutlichkeit  und  Be- 
stimmtheit aufgefasst  und  verstanden  werden  sollen.  Allgemeinere 
analytische  Untersuchungen  über  die  Stabilität  schw'iramender 
Körper  überhaupt  werden  wir  vielleicht  später  in  einer  anderen, 
weniger  als  die  vorliegende  das  , unmittelbare  praktische  Bedürfniss 
im  Auge  habenden  Abhandlung  veröffentlichen, 


§.  6. 


Wir  wollen  jetzt  ganz  im  Allgemeinen  das  Schiff  in  zwei  ver- 
schiedenen Lagen  auf  dem  Wasser  betrachten.  Die  erste  dieser 
beiden  Lagen  sei  die  Lage,  in  welcher  das  Schiff  völlig  ruhig  auf 
dem  Wasser  schwimmt,  und  die  zweite  Lage  sei  eine  andere  be- 
liebige Lage  desselben,  in  welche  es  aus  der  ersten  Lage  durch 
Drehung  um  eine  gewisse  Axe  gelangt  ist,  wobei  wir  immer  an- 
nehmen, dass,  so  wie  natürlich  in  der  ersten  Lage,  auch  in  der 
zweiten  Lage  das  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  dem  Gewichte  des 
verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers  gleich  sei. 
Im  Folgenden  werden  wir  in  der  Kürze  die  beiden  so  eben  näher 
bezeichneten  Lagen  des  Schiffs  respective  seine  erste  und  seine 
zweite  Lage  nennen,  und  wollen  nun  zuvörderst  die  folgenden 
Bezeichnungen  einführen. 
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Das  Volnnien  und  das  Ciewicht  des  ganzen  Schiffs  sollen  re* 
spective  durch  V und  G bezeichnet  werden.  , 

Das  Volumen  des  unter  dem  Wasser  befindlichen  Theils  des 
Schiffs  wollen  wir  bei  der  ersten  Lage  desselben  durch  X>',  bei 
der  zweiten  Lage  dagegen  durch  Iß,  bezeichnen. 

Bei  der  Drehung  des  Schiffs  um  eine  gewisse  Aze  aus  sei- 
ner ersten  in  seine  zweite  Lage  wird  ein  Theil  desselben,  wel- 
cher bei  der  ersten  La^e  sich  unter  dem  Wasser  befand,  (iber 
das  Wasser  kommen,  mn  anderer  Theil  dagegen,  welcher  beider 
ersten  Lage  über  dem  Wasser  war,  wird  unter  das  Wasser  kom- 
men. Diese  beiden  Theile  des  Schiffs  sollen  respective  der  auf- 
getanchte  Theil  und  der  untergetauchte  Theil  *)  desselben  genannt 
werden.  Das  Volumen  des  aufgetauchten  Theils  wollen  wir  durch 
V,  das  Volumen  des  untergetauchten  Theils  dagegen  durch  F, 
bezeichnen. 

Bezeichnet  man  endlich  das  Volumen  des  Körpers,  welcher 
fibrig  bleibt,  wenn  man  entweder  von  dem  unter  VVasser  befind- 
lichen Theile  des  Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  den  aufgetauch- 
teo  Tbeil,  oder  von  dem  unter  Wasser  befindlichen  Theile  dessel- 
ben bei  seiner  zweiten  Lage  den  untergetauchten  Theil  wegnimmt, 
durch  TO,  so  ist  nach  den  vorher  eingeführteu  Bezeichnungen 

V=T0'-V'.  V=Vi-F,  ; 

und  wir  haben  daher  auch  die  folgende  Gleichung: 

V'-F'  = V,-F,. 

Weil  aber  in  beiden  Lagen  des  Schiffs  das  Gewicht  des  verdrSng- 
ten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers  dem  Gewichte  des 
gaozen  Schiffs  gleich  ist,  so  muss  offenbar 

V'=Vt 

sein,  und  wegen  der  obigen  Gleichung  ist  also  auch 

F'=  Ff 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  der  annebmen,  dessen  Anfangspunkt  durch  O 
bezeichnet  werden  mag,  und  wollen  die  Coordinäten  des  Schwer- 
punkts des  ganzen  Schiffs  F in  seiner  ersten  und  in  seiner  zwei- 
ten Lage  in  Bezug  auf  das  zum  Grunde  gelegte  Coordinatensystem 
der  respective  durch  Ä,  F,  Z und  Ä,,  F,,  Z,  bezeichnen. 
Die  C!oordinaten  der  Schwerpunkte  des  anfgetauchten  Theils  F' 
und  des  untergetauchten  Theils  F,  des  Schiffs  seyen  respective 
x",  yf,  s'  und  , r, ; die  Coordinäten  der  Schwerpunkte  der 


*)  Natürlich  z«  antemcheidcn  von  dem  ciDgetaochtea  Theile  de* 
Schifiit;  «.  oben. 
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unter  dem  Wasser  beCndlicben  Tbetle  des  Schiffs  bei  seiner  ersten 
und  bei  seiner  zweiten  Lage,  deren  Volumina  durch  TO'  und 
bezeichnet  worden  sind,  seien  respective  j:',  V',  J'  und  > 

und  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Körpers,  dessen  Vo- 
Imnen  wir  oben  durch  TO  bezeichnet  haben,  wollen  wir  durch  )(, 
y,  y bezeichnen;  natürlich  auch  alle  diese  Coordinaten  in  Braug 
auf  das  zum  Grunde  gelegte  System  der  xyz  genommen.  End- 
lich sollen  in  Bezug  auf  dasselbe  Coordinatensystem  die  Coordi- 
naten des  Schwerpunkts  des  Körpers,  dessen  Volumen  wir  oben 
durch  V'  bezeichnet  haben,  nämlich  des  unter  dem  Wasser  be- 
findlichen Theils  bei  seiner  ersten  Lage,  insofern  man  sieb, 
was  wohl  zu  beachten  ist,  diesen  Körper  als  der  zwei- 
ten Lage  des  Schiffs  angehörend,  oder  als  einen  Theil 
des  Schiffskörpers  bei  seiner  zweiten  Lage  denkt, 
durch  36',  3?'.  5'  bezeichnet  werden. 

Hierzu  fügen  wir  nun  aber  noch  die  allgemeine  Bemerkung, 
dass,  wenn  im  Folgenden  irgend  ein  Theil  des  Schiffskörpers  als 
homogen  betrachtet  wird,  oder  wir  uns  liir  d«ise1ben  eigentlich 
den  äquivalenten,  d.  h.  ihm  dem  Volumen  nach  gleichen  VVasser- 
körper  gesetzt  denken,  den  diesem  Theile  des  Schiffskörpers  ent- 
sprechenden, im  Vorhergehenden  eingefiihrten  Symbolen  oberhalb 
noch  das  Zeichen  oder  der  Index  w beigelügt  werden  soll,  n-as 
übrigens  natürlich  auf  die  sich  immer  gleich  bleibenden  Volumina 
keine  Anwendung  findet. 

Das  zum  Grunde  gelegte  rechtwinklige  Coordinatensystem  der 
xyz  wollen  wir  nun  in  der  Weise  speciausiren , dass  wir  die  Axe 
der  z als  horizontal  annehmen,  und  wollen  zugleich,  was  nach 
den  im  vorhergehenden  Paragraphen  angestellten  Betrachtungen 
verstattet  ist,  voraussetzeu , dass  die  Drehung  des  Schiffs  um 
diese  horizontale  Axe  der  z erfolgt  sei,  wobei  wir  übrigens  diese 
Axe  nicht  unbedingt  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  gehen 
lassen,  .sondern  dieselbe  vielmehr  als  eine  ganz  beliebige  horizon- 
tale Axe  aufiassen;  die  Axe  der  x kann  d^ann  auch  als  horizon- 
tal, also  die  Axe  der  y als  vertikal  angenommen  werden , und  alle 
der  Axe  der  y parallelen  Kräfte  werden  wir  im  Folgenden  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachten , jenachdeni  sie  nach  der  Seite 
der  positiven  oder  nach  der  Seite  der  negativen  y hin  wirken. 
Endlich  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Drehung  des  Schiffs  um 
die  horizontale  Axe  der  z nach  derselben  Richtung  bin  ertoigt  sei, 
nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  wenn  man  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  x an  durch  den  rechten  Winkel  (xv) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y gelangen  will, 
und  dass  bei  dieser  Drehung  jede  von  der  Axe  der  z ausgehende 
Ebene  den  nach  der  in  R.ede  stehenden  Richtung  hin  von  0**  bis 
wachsenden  Winkel  o>  beschrieben  habe. 

Bezeichnet  nun  y/  einen  andern  gewissen  von  0’’  bis  360^ 
wachsenden  Winkel,  dessen  Bedeutung  aus  den  folgenden  Glei- 


*)  Den  Winkel  o>  iioeh  weiter  wachsen  zu  lassen,  ist  bei  dieser 
Theorie  unnöthig. 
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cham^n  soeleicb  ganz  von  selbst  erhellen  wird,  weshalb  wir  eine 
besondere  Erläutorung  darüber  zu  geben  der  Kürze  wegen  unter- 
lassen; so  kann  ' 

t 

X=cos-i)V^X*  + y»,  F=«in«;»V  :■■■' 

.{ 

und 

• ■ . . 

X,  = cos(if»-|-ai)V^Ä*^f~F*,  K,=  sin(i|^-l-{a)  V-3P+  F*? 

I * < 

also 

=cos'^coso)V Ä*  |-  F* — sin^  siiua  A*  + F*, 
Fi=sin^coswV^ A*-|-  F*  F cosi/;siua>  V A*+  !F*;  ' ‘ 
folglich  ' ’ 

Aj  = Acosu — Fsinoa , 

F|=:AsiDi»-f  Fcoseo, 

Z,  = Z 


gesetzt  werden. 

Weil  das  Schiff  in  seiner  ersten  Lage  als  auf  dem  Wasser 
ruhig  schwimmend  vorausgesetzt  wird , so  ist  offenbar  mit  Rück- 
sicht auf  die  oben  eingeführte  Bezeichnuiigsart  nach  den  aus  dem 
Vorhergehenden  bekannten  Gesetzen: 

tP  W 

X=n',  Z=.F;  ■ 

,•  s 

also  nach  den  obigen  Gleichungen:  * 


Al  =Fcosw  — Fsiou, 


* F,  =;c'8in(a-|- Fcosm, 

W 

Zi  = F. 

. • ■ i r 

ln  seiner  zweiten  Lage  wird  das  Schiff  bekanntlich  von  den 

t0  IO  IP 

beiden  in  den  Punkten  (A.  YiZA  und  (CiJ^iJi)  nach  entgegen- 
gesetzten Seiten  hin  wirkenden,  4er  Axe  der  y parallelen  einan- 
der gleichen  Kräften  G und  G sollicitirt.  Nehmen  w ir  von  jetzt  an  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  y nach  oben,  den  negativen  Theil 
dieser  Axe  nach  unten  hin,  so  ist  die  in  dem  Punkte  (A’iFiZi) 

• 10  tO  W 

wirkende  Kraft  — G , die  in  dem  Punkte  (jTifiJi)  wirkende  Kraft 
dagegen  ist  G.  Betrachten  wir  nun  die  Momente  dieser  beiden 
Kräfte  in  Bezug  auf  die  durch  die  horizontale  Drehungsaxe  ge- 
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hende  vertikale  Ebene  der  «z,  oder,  wie  wir  der  Kfirze  wegen  im 
Folgenden  immer  sa^n  wollen , die  Momente  der  beiden  in  Rede 
stehenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  angenommene  horizontale  Dre- 
hungsaxe,  als  positiv  oder  als  negativ,  jenachdem  sie  in  demsel- 
ben Sinne,  in  welchem  die  Drehung  des  Schiffs  erfolgt  ist,  oder 
io  entgegengesetztem  Sinne  wirken;  so  ist  das  Moment  der  Kraft 

W 

— G offenbar  — GX^,  und  das  Moment  dpr  Kraft  + G ikt  -f  CXi- 
Bezeichnen  wir  also  die  Summe  dieser  beiden  Momente  durch  S, 
so  ist 


S=G{Xi~X,). 

Bezeichnet  man  aber  die  Stabilität  des  Schi6Cs  in  Bezug  atuf  die 
angenommene  horizontale  Drehungsaxe,  indem  man  dieselbe  als 
positiv  oder  als  ne^tiv  betrachtet,  jenachdem  das  Schiff  von 
selbst  wieder  in  die  Lage  des  ruhigen  Schwimmens  auf  dem  Was- 
ser zurdckkehrt  oder  siä  weiter  von  dieser  Lage  entfernt,  durch 
0,  so  ist  offenbar  0 = — S,  also 


0 = G(^,-x"), 


und  folglich  nach  dem  Obigen,  da 

W 

JTitzrx'eosco—  Isiiu» 

war: 

w w 

0 = Gif'cosa  — Fsinu — jCi)  • 

Weil  der  Körper  insofern  man  sich  denselben  als  der 
zweiten  Lage  des  Schiffs  angebürend  denkt , aus  den  beiden  Thei- 
len  und  besteht,  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte^ 

WWW 

t)'A'=X>x+  V'x', 

WWW 

V'3?'  = X>y  + FV, 

V'5'=X>>+  FV; 

und  weil  der  Körper  aus  den  beiden  Theilen  TO  und  F^  be- 
steht, so  ist  eben  so  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte: 

Iff  Mt  Mt 

= Fia?! , 

-f  Viyi , 

W W ' V 


Aus  diesen  beiden  Systemen  von  Gleichungen  ergiebt  sich: 
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X>X=t>'X'-  FV=V,;r1-  , 

vy=v'x'-  yy=x>J,  - vj, . 


W Ml  W W W 

vt  =V'zr  - F’z'=  Vth  - >^1*1 ; 


oder 


V'X'-X>J,  = P^-  FiXj . 
r'5'-v,r,  = Fy-F,y". 

V 10  W 10  * 

V'5'-X>,J,  = FV-  F,z,. 


*•  . ^ 

Bezeichnet  aber  g>  einen  gewissen  von  0°  bis  360**  wachsen- 
den Winkel,  dessen  Bedeutung  aus  den  folgenden  Gleichungen 
sogleich  ganz  von  selbst  erhellen  wird , ohne  dass  darfiber  noch 
eine  besondere  Erläuterung  nöthig  ist,  so  ist  offenbar 

•0  wa  r VI  10  10  „ wa  r tp  » 

F=  co8<pY  F*  + F'*.  f'=singiY 


und 


W ^ A / *0  IP  *0  • A i ^ ^ 

X'=cos(<p-|-a))Y  F*  + y'*,  S'=**'“(<P+  ®)  Y ’ 


also 


3E'  = cosqpcoso>^' F®  + F*~  BinqosincoY  F*  + F** » 

w A / ® 4 

=6inqt>co8Q>Y  F'®  + F*®  + cos^osinwY  F®  + F'® » 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

10  10  10 

3£'=Fco8« — f'sin«, 

tP  10  10 

= Fsinoo  y'coso , 

W W 

3'  = F. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 


•Vi 


10  10 


TP'(Fcoso>  — F'sino)) — X>iXi  = V'x' — FjTi  , 
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also 


fulglich 


V'Ör'8inm+  f'costo)— Vifi  = Fy  — Fiji , 

w v>  w w 

Vj'-Vj>,  = FV-F,r,; 

ViJTi  =T0'(Xco8(o — y'sinoj) — F'x'  + > 

ViFi  = V'Öc's*n«+f'co8a>)  — Fy  + F,y, , 

WWW» 

»,>,=W_Fy+F,!,i 


3= C F_  ^ J,.j . 

Vj  Vl  Vl  Vl 


Weil  nun  aber,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 
X>'=Vi  und  F'=  Fl 

ist,  80  ist 


oder 


0 = — C i ( Y—y') sino)  — ) 1 

0=— Gl(F— )^')8in®  — ^ a:i)|- 


Die  ganze  Figur  ini  Raume  wollen  wir  uns  jetzt  auf  die  Ebene 
der  xy  projieirt  denken , und  von  nun  an  auch  nur  diese  Projection 
auf  der  Ebene  der  xy,  welebe  letztere  bekanntlich  auf  der  ange- 
nommenen Drehungsaxe  senkrecht  steht,  ins  Auge  fassen.  Legen 

W V 

wir  nun  durch  den  Punkt  ()Ciy,)  eine  vertikale  und  durch  den 
Punkt  (Al  Fl)  eine  auf  der  durch  die  Gleichung 

y =xtangoi 

charakterisirten  geraden  Linie  senkrecht  stehende  gerade  Linie, 
so  ist  die  Gleichung  der  ersten  dieser  beiden  geraden  Linien 

r 

W 

ar=jri, 

und  die  Gleichung  der  zweiten  Linie  hat  die  Form  . 

y—  ¥i  = A(x-Äi), 

wo,  weil  diese  Linie  auf  der  durch  die  Gleichung 
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3f=:a;tango)  ' 

ciiarakterisirten  geraden  Linie  senkrecht  stehen  boU> 

* *'  5 I 

1 -f--<^tang(9=0,  A—  — cotu;  ... 

folgKch  die  Gleichung  der  zweiten  der  beiden  in  Rede  stehenden 
geraden  Linien 

y—  Ki  = — (x — ^,)cotca 
ist. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Dnrcbschnittspankts  der 
beiden  durch  die  Gleichungen 

W 

x=jCi  und  .y — Fi  = — (x — Jijcota) 

charakterisirten  geraden  Linien  durch  x,  y selbst,  so  müssen  wir 
X,  y aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  mittelst  gewöhn- 
licher algebraischer  Elimination  bestimmen,  was  sogleich 

ID  W 

y=  Fi  — (jr,— .X,)cotB 

giebt;  und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

V ' » w • ■ w y 

(ic'cosw— f'sino)  — x'+  ^ x,  , 

d.  i.  - . 

19  W V 19  t9 

X,=)c'cosco — y'sinw — ^ (x' — Xj) , 
und 

19  < ■ 

Aj  = g'cosco  — F sin» , 

to 

F,  =jr'sino)  -H  Fcosm 

ist;  so  ist 

10  10  y*  w w 

x=g'cosB— y'sinw — ^(x'— X,) , 

10  " 10  y*  v>  w 

y =g'sina>-|-f'cosoa  ^,(x' — Xi)coto>. 

Nehmen  wir  nun  die  von  dem  Anfang  der  xy  ausgehende 
gerade  Linie,  welche  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x 
nach  der  Seite  des  positiven  Theils  der  Axe  der  y hin  den  Win- 
kel » einschliesst,' als  den  positiven  Theil  der  Axe  der(x)  eines 
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neuen  rechtwinkligen  Coordinatensyetems  der  (a:)(y)  an,  in  wel- 
chem der  positive  Theil  der  Axe  der  (y)  so  angenommen  wird, 
dass  man  sich , um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der^  (x) 
durch  den  rechten  Winkei  ((x)(y))  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  (y)  zu  gelangen,  nach  derselben  Kichtung 
hin  bewegen  muss,  nach  welcher  niau  sich  bewegen  muss,  um 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x durch  den  rechten  Win- 
kel (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y zu  ge- 
langen, und  bezeichnen  die  Coordinaten  desselben  Punktes,  des- 
sen Coordinaten  in  dem  Systeme  der  xy  vorher  durch  x,  « be- 
zeichnet worden  sind,  in  dem  Systeme  der  (x)(^y)  durch  (x), 

Ör),  einen  gewissen  von  0*^  bis  360"  wachsenden  Winkel,  dessen 
edeutnng  sogleich  aus  den  folgenden  Gleichungen  ganz  von 
selbst  erhellen  wird,  aber  durch  %\  so  ist  offenbar 

(x)  = C08%V^ x*^y*,  (y)  = sinxVx*+y* 

und 


x = cos(m-pz)Vx®+^,  y = sin(o)  + 3[jV^x*-Py*; 

also 

x=co8o)cos2V  x^+y*' — sinoosin^V  x*-fy*, 
y = sin»  cos;;  V x*-|-y*  + co80)siD3[V~x*-^y*J 

d.  i. 

X—  (x)cos»— (y)sino), 
y =(x)sina>  (y)  cosi»; 

und  folglich,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

(x)=  xcoso>-|-ysin«, 

(jf)~  — xsinoi-|-yco8w. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 


' tO  10  W Mt 

(x)  = jf'coso)* — y'siniDCosco  — ^ ( x' — Xi)cos(B 

w w w » 

-Pjc'sin»*  -f  y'sinucosu  ^ (x' — ^Xi)cos«>, 


w ir  y*  Mt  w 

(y)=  — )c'sin»cos®-f  p'sino)*  -f  — ^Xi)sinc» 

w w y w w 

-|-)i:'8ina)co8i»-l-y'co8»*_-t-  ^ (x' — Xi)coso>cot(o ; 
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d.  i. 


W yi 

(»)=r'+y- 


w w 

x' — Xx 
sin» 


» 


Folglich  Ut 


K-(»)  = 


w yi 


w w 
X'  — Xi 

sind» 


und  daher 


W » W 

I y—(tf)\sino=(V—y')siBo»  — ^ (x^—Xi) ; 


also  nach  dem  Obigen 

0=—  6rl  F — (^)|8iDO. 

Denken  wir  uns  das  Schiff  in  seine  erste  Lage  zuriickgefährt, 
and  bezeichnen  die,  jenachdem  der  durch  die  Coordinaten  x,  y, 
oder  {x) , {y)  bestimmte  Punkt  in  dieser  Lage  des  Schiffs  über 
oder  unter  der  Projection  seines  Schwerpunkts  auf  der  Ebene  der 
xy  oder  (x)(y)  liegt,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete 
Entfernung  des  durch  die  Coordinaten  x,  y oder  (x),  (y)  bestimm- 
ten Punktes  von  der  Projection  des  Schwerpunkts  des  ganzen 
Schiffs  auf  der  Ebene  der  xy  oder  Cz)(y)  durch  u;  so  ist  nach 
der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  offenbar  in  völli- 
ger Allgemeinheit 

also 


«=(y)—  y>  — K=  F— (y); 
folglich  nach  dem  Obigen 


0=  6'usinco . 

Bezeichnen  wir  die,  Jenachdem  die  Pridection  des  Schwer- 
punkts des  eingetauebten  Tbeiis  V des  Schiffs  bei  seiner  ersten 
Lage,  d.  h.  bekanntlich  iniiiier  die  Projection  des  Schwerpunk's 
des  von  dem  Schiffe  bei  seiner  ersten  Lage  verdrängten  oder  aus 
der  Stelle  vertriebenen  Wasserkörpers , auf  der  Ebene  der  xy 
über  oder  unter  der  Projection  des  Schwerpunkts  des  ganzen 
Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  auf  der  Ebene  der  xy  liegt,  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  der  Projection  des 
Schwerpunkts  des  eingetauchten  Theils  V'  des  Schiffs  bei  seiner 
i ersten  Lage  a>if  der  Ebene  der  xy  von  der  Projection  des  Schwer- 
I Punkts  des  ganzen  Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  auf  der  Ebene 
der  xy  durch  v;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der 
I Coordinaten  allgemein 

Theil  XV.  8 
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r=r+v. 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

(y)=r+w 


ist : 


(y)-f=u-v. 


Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 


also 


w V' 


a:' — JTi 

sino) 


CV)-F' 


F'  x' — X, 

U— e ==7  • — : ; 

V sinca 


. F'  a:'— «1 

n=  p + ac  • — ; : 

' V'  sino) 


und  folglich,  wenn  man  dies  in  den  obigen  Ausdruck  der  Stabi- 
lität einführt: 


w » 

F'  iz' — a:, 

0=  G(p  + )sinw 

' ' TP'  sin»  ' 


oder 


W $P 

0=  G|csinm  + (a:'— a^i)! . 

Bezeichnet  man  endlich  die  mit  dem  gehörigen  Zeichen  ge- 
nommene horizontale  Entfernung  der  Projection  des  Schw'er^nkts 
des  als  ans  Wasser  bestehend  gedachten  aufoetauchten  Theils 
auf  der  Ebene  der  xy  von  der  Projection  des  Schwerpunkts  des 
als  aus  Wasser  bestellend  gedachten  untergetauchten  Theils  auf 
der  Ebene  der  a:y.  durch  v ; so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Ver- 
wandlung der  Coordinaten  allgemein 

W W Uf  w 

a:'=a:i-|-e,  x' — a:i  = »; 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

F' 

0=G(^,»-1-  »sin»). 
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j^zeichnen  wir  das  Gewicht  einer  Volumeneinbeit  Wasser 
mit  o,  so  ist,  da  das  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  dem  Gewichte 
des  verdrängten  Wassers  gleich  ist, 

G=öV', 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden : 

0=üV'tisinm 

od« 

0 = ö ( F'v  + X>'ü8in») . 

Noch  einen  anderen  bemerlcenswerthen , und  in  manchen  Fäl- 
len eine  vortheilhafte  Anwendung  gestattenden  Ausdruck  fiir  die 
Stabilität  kann  man  auf  folgende  Art  entwickeln. 

Nach  dein  Obigen  ist 

•P  tf>  W V 

X>'3£' = Pa:'  - F,a-, , 


und  iolglich,  weil  bekanntlich 

V'=Vt.  P=F, 

ist: 

w w w w 

r'(X'-Xi)=P(a:'-a:,) 

oder 


fT  tr  w w 

Vi(X'-IC,)=  F,(a:'-a-,). 

Weil  nun  nach  dem  V'orhergehenden 

J7/  ip  10 

0=G1  »sinoj -f 

ist,  so  ist  auch 

0=rG(3£' — Xi  +rsinoi) . 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  auch 

3£' = (3£')cos«  — (3?')  sin» , 

V to  V 

Xi  = (Xi)  cos»—  (fl)  sin  w, 

tr  t»  w w 

wo  die  Coordinaten  (X'),  (3?')  und  (Xi),  ffi)  den  durch  die  Coor- 

3* 
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dinaten  X',  3?'  und  fi , Yi  iin  Systeme  der  xy  bestimmten  Punk- 
ten im  Systeme  der  (x)(tf)  angehören  sollen;  also  ist 

X'  _ ;?,  = [ (XO-  0?, ) ] cos  •»  - [ (3?')  - (y, )]  sin  •» . 
und  folglich 


0 = G I esinoa  + [(X')  — (Xi )]  cose»  — [Q?0— (fi)]  1 > 

oder 


0=(äV'|esino>  [(X'l  — (Xi)]coso>— [(3?')  — (yi)]»'*““!  • 

Weil  bekanntlich 


V = 


W IP 

X‘ Xi 


ist,  so  ist  auch 


Tft'  » «f 

V=y,  (X'-Xl), 


also 

Pr=X>'l  [(X0-(X,)]  cosco  - [(3?')-(y,)]  sin« ). 

Wir  werden  späterhin  von  diesen  Ausdrücken  Anwendung  zu 
machen  Gelegenheit  finden. 


§.7. 

Weil  wir  die  Drehungsaxe,  d.  h.  die  Axe  der  z,  als  horizon- 
tal angenommen  haben,  so  ist  klar,  dass  der  aufgetauchte  und 
der  untergetauchte  Theil  in  einer  der  Axe  der  z parallelen  gera- 
den Linie  mit  einander  zusamnienstossen  müssen.  Diese  gerade 
Linie  wollen  wir  jetzt  als  die  Axe  der  { eines  dem  Systeme  der 
xyz  parallelen  Coordinatensystcms  der  aiinehmen,  indem  wir 
zugleich  den  Anfang  dieses  neuen  Conrdinatensystems  in  den 
Endpunkt  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie,  so  weit  dieselbe 
dem  aufgetauchten  und  dem  untergetauchten  Theile  gemeinschaftlich  j 
angehOrt,  verlegen,  von  welchem  aus  dieselbe  nach  der  Seite  der  po- 
sitiven z oder  £ hin  liegt;  auch  wollen  wir  die  ihrer  Länge  nach 
bestimmte  gerade  Linie,  in  welcher  der  aufgetauchte  und  der 
untergetuuente  Theil  mit  einander  zusammenstossen , durch  a be- 
zeichnen. Von  dem  auf  die  vorher  angegebene  Weise  bestimm- 
ten Anfangspunkte  der  an  theile  man  nun  die  Linie  a in  n 
einander  gleiche  Theile  ein,  deren  jeder  durch  i bezeichnet  wer- 
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den  mag,  und  nehme  an,  dass  in  Bezug  auf  die  Curve,  in  wel 
eher  die  horizontale  Wasserfläche  von  der  Oberfläche  des  Schiffs 
bei  seiner  ersten  Lage  geschnitten  wird,  den  Werthen 

0,  t,  2r,  3t,  4i,....Ki; 


wo  ni=a  ist,  von  £'  als  Abscissen  für  den  auf^etauchten  und  für 
den  untergetauchten  Theil,  welche  zwei  Theile  wir  hier  immer 
als  homogen  oder  als  aus  Wasser  bestehend  betrachten,  respec- 
tive  die  Werthe 


k l k I'.  Iv 


und 


0 12  3 4 n 

> ll  » **•*  ^1 

TOD  I als  Ordinaten  entsprechen.  Setzen  wir  nuu  voraus,  dass 
(s unendlich  klein  sei,  und  bezeichnen  den  diesen  Winkel  mes- 
senden Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit  als  Halbmesser  be- 
schriebenen Kreise  durch  (ca),  so  eruiebt  sieb,  da  wir  die  auf  der 
Axe  der  ^ senkrecht  stehenden  Schnitt»  des  aufgetauchten  und 
des  untergetauchten  Theils  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je 
kleiner  der  Winkel  ca  ist,  als  Kreissectoren  betrachten  können, 
nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Lehre  vom  Kreise  und  aus  der 
Lehre  vom  Schwerpunkte,  dass,  wenn  wir  die  | der  Schwer- 

Ei  des  aufgetauchten  Theils  V'  und  des  unte^etauchten 
respective  durch  und  ||  bezeichnen,  die  Grössen 

F'r  und  Fil, 

die  Gränzen  sind,  denen  respective  die  Grössen 

" 1 

j dg'sing«.  j 

■ 3(«) 


1 i dS'singO)  j 

+ ■ 3(0,)  ".“«2  “ 

1 s 4|  sin  2 « j 

+ 3(0,)  “®2“ 


U.  8.  W. 


n-l  I 

j 4|'  singo,  ^ 


und 
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,2  .1 


,2‘ti  («)•  3(„) 

C08^  Q) 

J .1 

1 1 dJiSin^w 

1 

CO82 

sl  • * 

1 ^ ^ ® 

1 * 

+ 3(0.) 

cos  2 „ 

u.  s.  w. 


n—  l j 

1 8102  » 1 

+ 2*  3H 2 


d.  i.  rcspective  die  GrSssen 

1*1*® 

und 


3‘v»-  -rs-+|'*+|'®+...+  i'*)sino> 


I t'(li*+li‘+li*-nli*+  - +V  )8in«» 

sich  nähern,  wenn  n in’s  Unendliche  wächst,  oder,  was  dasselbe 
ist,  wenn  i in’s  Unendliche  abnimmt  oder  sich  der  Null  nähert. 

Setzen  wir  aber  allgemein  für  den  aufgetanchten  Theil 

S=F(Q. 

und  für  den  uotergetanchten  Theil 
so  ist 


i'=F(0),  i‘  = F(i).  |'=F(20,..."F=F((n-l)0; 

li=/(0),  i,=AO.  I,=/-(20.."«I  = A(«-1)‘‘); 

und 

Fr  und  Fil, 

sind  also  die  Gränzen,  denen  respective 

I ft  (F(0))»+(F(i))®+  (F(2i))»+ ...  + (F((«-l).-))>  I sin  o> 
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und 

I »’l(AO))*+(AO)*  +(/’(‘iO)»  +•••  + (/•((»-1)0)*I  sin«. 

oder,  was  offenbar  ganz  dasselbe  ist,  respective 

ji|(fXO))»+(F(t))»  + (fX‘iO)»+-  +(F(ni))*l  Siam 


und 


' I il  (m)*  + (AO)®  + (A20)*  + + (AnO)»  Isino) 

«ich  nSbern,  wenn  i sich  der  Nali  nähert.  Weil  nun  nt=a  ist, 
80  sind  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  bestimmten  Inte- 
gralen die  Gränzen,  denen  die  Grössen 

✓ 

if|(F(0))®+  (F(t))»+(F(20)»+...  -KF(ni))»|.8iD« 

ood 


I i I (/■(O))»  -I-  (A(i))»  -h  (/I2i))»  + ...  -I-  (/(n0)3 1 sin» 

skh  nähern,  wenn  i sieb  der  Null  nähert,  respective  die  mit  der 
hier  natürlich  als  constant  zu  betrachtenden  Grosse  g-sinoo  multi- 
plicirten  bestimmten  Integrale 

y‘“(F(0)>sf  und  f\mm\ 

o o 

und  es  ist  also 

F'r=j8ino) 

Fifi  = jsin« y*“(A0)»Sf;  ' 

0 

folglich,  weil  bekanntlich  F'=  Fi  ist: 

F'(|'  -|,)  = j sin  « (F(0)3  -(/-«»aiaj 
oder 
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o 

Wegen  der  Parallellität  der  beiden  Coordinatensysteme  der 
xyi  uncT  ist 


ir  w 

S'  —Si=x'—Xi, 


also 


oder,  weil 


W » 


10  10 
a;'— xi=t* 


gesetzt  worden  ist; 

0 

oder 

F'p  =isin  (fXS))»  - (/(£))*!  Sf. 
Folglich  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 


und 


5=  Gusinw=  G|»  +'^-2 g~ 


(/(O*)]03 


Isinu 


oder 

0 


= öV«sino)=  ö IV'»  + j J*“[{F(Si)*—  (/(Ö)*]öi:l  sin«. 


Weil  ca  als  unendlich  klein  angenommen  worden  ist,  so  kann 
«an  auch 


0 = C«(w) 


= G\v  2^7 )(w) 
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oder 


0=ÖX>'U(»)= ö { V'C  + i -(/(0)*KK«), 

o 

oder,  weno  m in  Secnnden  aasgedrfickt  angenommen  wird,  folglich 

(iio)=aArcI* 


ist: 


0=  GawArcl*  = G(  p + 


“3XV 


1 w Are  1* 


. oder 


0= St>'«(»Arcr=  5 tr'c + j y*‘[(f\0)*  - (/(f)J*]3fl « Arcl" 

O 

setzen.  Bekanntlich  ist 


“206264,8 ■ 

Wenn  die  Linie,  in  welcher  die  horizontale  Wasserfläche  von 
der  Oberfläche  des  Schiffs  in  seiner  ersten  Lage  geschnitten  wird, 
von  einer  geraden  Linie,  gewissermassen  als  Axe,  in  zwei  ein- 
ander völlig  gleiche  and  ähnliche  Theile  getheilt,  und  die  Dre- 
hungsaxe  oder  die  Axe  der  z dieser  Linie  parallel  angenommen 
wird,  so  kann,  wie  leicht  erhellet,  immer  unter  Voraussetzung 
eines  unendlich  kleinen  oo,  nur  dann,  wie  es  erforderlich  ist, 
F'=F,  sein,  wenn  der  aufgetauchte  und  untergetauchte  Theil  in 
der  in  Rede  stehenden  gerben  Linie  oder  Axe  mit  einander  zu- 
sammenstossen,  d.  h.  wenn  mit  dieser  Linie  die  Axe  der  ^ zu- 
sammeniällt,  und  folglich  allgemein 


ist.  Also  ist  unter  der  gemachten  Voraussetzung  nach  dem 
Obigen 


M = C + 


3V' 
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oder 


und 


oder 


“=®+ 

— « «Z_2 


12X>' 


0 = CrUfiin  01=  G { o -|- 


2y^“(F(0)>af 


3X>' 


Isioca 


= G|  c • 


2 

t/o 1 • 


3TÖ' 


sino) 


I «/_? I 


0=G«smo)=G(c  ■— Isinoi 


— G{v- 


12V' 


}sino>. 


Auch  ist 


0=uV'«siD«=ötV'p+g^^  WÖ)*3S|si' 

0 

=öiv'p-|y‘“(Aömisii 


smo) 


oder 


8ino> 


sino) 


0=  üV'«sino)=M|V'r4-^^y^  (2F(ö)*3flsi 

Ö 
o 

Endlich  ist,  wenn  oi  in  Secunden  ausgodrückt  ist: 
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2 

0=  6’tMoArcl*  = G[v  + ■ ) wArcl" 

2 /‘V(0)»Sf 

= G\v UArcl" 

oder 


0=6ruci>Arcr 


r (2F( 


(2F(O)»0? 


1 ooArcl" 


ttod 


oder 


/’“(2/(0)»8f 

= Gi  p ' ’ 


0=5V'ao}Arcl"=ö|Y>'p+3-^^  (F(J))*öf I w Arcl" 

0 

= öl  V'p  -| y*“(AO)»0J:  I «Arcl" 

u 

0=  öX>'uo)Arcl"=t5tt)'p  + ^jr“(2F(f))>St|»Arcl" 

=5n0'p-  ^y'‘‘(2A0)*8fl®Arcr. 


§.  8. 


Wenn  alle  auf  der  Drefaungsaxe  senkrecht  stehenden  Schnitte 
des  Schiffs  einander  gleiche  und  ähnliche  ebene  Figuren  sind, 
und  diese  Fieren  auch  rücksichtlich  ihrer  materiellen  Beschaffen- 
heit sämmtlicn  vollständig  mit  einander  ubereinstiramen,  so  kann 
man,  wie  aus  den  in  §.  6.  entwickelten  allgemeinen  Formeln  und 
ans  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  sogleich  erhellet,  alle  in  die- 
sen Formeln  vorkommenden  Grossen , natürlich  mit  Ausnahme  der 
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immer  das  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  bezeichnenden  GrSsse  G, 
auf  nur  einen  dieser  einander  gleichen  und  ähnlichen  und  auch 
rScksichtlich  ihrer  materiellen  Beschaffenheit  vollständig  mit  ein- 
ander übereinstimmenden  Schnitte,  als  eine  ebene  Figur  betrach- 
tet, den  wir  unserer  ferneren  Betrachtung  zum  Grunde  legen  wol- 
len, beziehen.  Daher  ist  nach  §.  6.  unter  dieser  Voraussetzung 


_ , F'  F'  V 

**  ® ' TP'’  ainco  ®’^TP'‘  sinio 

und 

0=GusincD 

P tD  W P 

= G{c8ioa>-Fy(a:' — arj)|=G(^t>  -f  osinco), 
so  wie  auch 


0 = G I csin»  + KXO — Ori)]coso)— [0?9  — (yjjsin  co  1 . 

Genügt  nun  zugleich  der  Schiffskörper  der  am  Ende  des  vor- 
hergehenden Paragraphen  zum  Grunde  gelegten  Bedingung,  wird 
ferner  wie  dort  die  Drehungsaxe  der  geraden  Linie,  welche  die 
Durchschnittslinie  der  Oberfläche  des  Schiffs  in  seiner  ersten  Lage 
mit  der  horizontalen  Wasserfläche  in  zwei  völlig  gleiche  und  ähn- 
liche Theile  theilt,  parallel  angenommen,  und  bezeichnet,  dies 
vorausgesetzt,  p die  Länge  der  geraden  Linie,  in  welcher  von 
dem  unserer  Betrachtung  zum  Grunde  gelegten  Schnitte  des  Schiffs 
in  dessen  erster  Lage  die  horizontale  Wasserfläche  geschnitten 
wird;  so  ist,  weil  immer  angenommen  worden  ist,  dass  die  Dre- 
hung des  Schiffs  um  die  Drehungsaxe  in  demselben  Sinne  erfolgt 
sei,  in  welchem  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x durch  den  rechten  Winkel  (a-y)  hindurch 
zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y,  welcher  bekanntlich  nach 
oben  hin  gerichtet  angenommen  worden  ist,  zu  gelangen,  also  die 

Sositiven  ersten  'Goordinaten , wenn  man  sie  sich  vom  Mittelpunkte 
er  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  ausgehend  denkt,  nach  der 
Seite  des  aufgetauchten  Theils  bin  genommen  werden  müssen, 
für  ein  unendlich  kleines  q>  offenbar  nach  der  Lehre  vom  Schwer- 
punkte: * 

• » 2^810  2«  ^ j 

x'-*i=»=-^^co8  2 «-I 3^  cosg  ml. 


d.  i. 


w » 

j/ — Xl  = v= 


2g8ma> 

3(o>) 


Nun  ist  aber 
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also 

F'(ar' — Xi)—  F'o=^p*sin«, 
folglich  nach  dem  Obigen: 


also 


oder 


ji=r  I-  , 


S = 6'u8ina=  G (v 


+ 


e* 

12V' 


)sinu. 


0=Gtt(w)=  G(o  + j|^)(o)). 
oder,  wenn  cd  in  Secunden  ausgedriickt  ist: 

0=  GaoDArcl"  = G(v  + caArcl" . 

Der  in  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Schnitts  in  seiner 
ersten  Lage  gehenden  Vertikale  oder,  was  dasselbe  ist,  der  in 
der  durch  die  Schwerpunkte  des  Schnitts  und  seines  eiugetauch- 
ten  Theils  in  der  ersten  Lage  des  Schnitts  gehenden  geraden 
Linie  liegende  Punkt,  dessen  nach  dem  Obigen  gehörig  als  posi- 
tiv oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  von  dem  Schwerpunkte 
des  Schnitts  die  von  co,  welches  aber  jetzt  immer  als  unendlich 
klein  betrachtet  worden  ist,  so  dass  das  Schiff  nur  eine  unend- 
lich kleine  Drehung  erlitten  hat,  ganz  unabhängige  völlig  be- 
stimmte Grösse 


«— P + 

ist,  ist  zuerst  von  Bouguer  in  dem  Traite  du  navire.  Paris. 
1746.  4.  p.  257.  das  Metacentrum  des  Schnitts  genannt  wor- 
den, und  da  nun  nach  dem  Obigen 

0 = GusincD, 

nach  §.  6.  aber  u positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  das  Meta- 
centrum des  Schnitts  über  oder  unter  dessen  Schwerpunkte  liegt, 
80  ist  klar,  dass  unter  allen  vorher  gemachten  Voraussetzungen 
die  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  die  angenommene  Dre- 
hungsaxe  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  dass  dasselbe  bei  unend- 
lich kleinen  Drehungen  von  selbst  wieder  in  die  ursprüngliche 
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Lage  des  ruhigen  Schwimmens  zurfickkehrt,  oder  die  angefangene  | 
Drehung  nach  deren  Richtung  hin  weiter  fortsetzt,  jenachdem  das 
Metacentrum  eines  der  einander  gleichen  und  ähnlichen  Schnitte 
des  Schiffs,  welche  auf  der  Drehungsaxe  senkrecht  stehen,  über 
oder  unter  dessen  Schwerpunkte  liegt,  wobei  man  sich  das  Schiff 
in  der  Lage  des  ruhigen  Schwimmens  auf  dem  Wasser  zu  den- 
ken hat. 

Von  den  in  den  Torhergebendeii  Paragraphen  entwickelten 
allgemeinen  Formeln  wollen  wir  non  einige  Anwendungen  auf  spe* 
cielle  Fälle  machen. 


§.  9- 


Aufgabe.  Ein  gerades  dreiseitiges  Tüllig  gleich- 
förmig dichtes  Prisma,  dessen  Grundflächen  gleich- 
schenklige Dreiecke  sind,  schwimme  so  auf  dem  Was- 
ser, dassinTaf.  I.  Fig.l.  dieG  rund  fläch  e^fRG,  in  welcher 
AC=BC\si,  sich  in  vertikaler  Lage  befindet  und  die 
Grundlinie  AB  des  gleichschenkligen  Dreiecks  ABC 
horizontal,  die  Spitze  C aber  nach  unten  gekehrt  ist; 
man  soll  die  Stabilität  dieses  Prismas  für  auf  seinen 
Grundflächen  senkrechte  horizontale  Axen  und  unend- 
lich kleine  Drehungen  bestimmen. 


Auflösung.  Sei  A'B'C,  wo  A‘B'  horizontal  Ist,  der  einge- 
tauchte Theil  des  Dreiecks  ABC,  und  werde,  wenn. CZ>  die  auf 
AB  senkrecht  stehende  Höbe  des  gleichschenkligen  Dreiecks 
ABC  ist,  AB-=za,  CD=b  und  A'B'—x,  CD'=y  gesetzt. 
Bezeichnet  dann  u das  spedfische  Gewicht  der  Materie  des  Pris- 
mas, so  ist  aus  bekannten  Gründen 


also 


AABC:AA‘B'C=l.ii., 

^abi^xy=ab:xy=\-.i»,. 


Nun  ist  aber 


also 


a\b  = x'.y , 


b a 

y=-x,  x=^y; 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

ab:-x*—a^:x*=zl:a, 

o 
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d.  i. 


a6:^y*=6*:y*  = l:^; 

I 


alto 


ar=oVj*>  y=bVv^’ 

Mit  Rücksicht  auf  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  von 
V ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze  vom  Schwerpunkte 


r = - 1 1 CD- 1 COO  =- 1 (6  - y) . 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

2 

p= — 2 6(1— Vft), 


and  folglich,  weil 

p=a:=aV|tt,  V' = jary  = |- (Wi6 

ist,  wo  wir  die  Bedeutung  von  q und  10'  aus  dem  vorhergehen- 
den Paragraphen  als  bekannt  voraussetzen,  nach  diesem  Para- 
graphen 


«= 


öVft  2 a*V(t— 46*(l— Vk) 

66  — 3»0  — Vft)-  ßj 


oder  auch 


u 


(o*-|-46*)  V(* — 46* 

66 


Weil  nun  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
0=  6ru®  Arcl" 

ist,  wo  immer  ca  in  Secunden  ausgedrückt  angenommen  wird, 
so  ist 

oder,  wenn  man  «=2«,  b — ß setzt: 

6(S 
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Wenn  das  Dreieck  gleichseitig  ist,  so  ist  |3*=4a*  — a* 
= 3«*,  and  folglich,  wie  man  leicht  findet: 

g=2«6?-^^-  wArcl". 


Wenn  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  ABC  der  Winkel 
ACB  ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  ß—a,  und  folglich,  wie  man 
leicht  findet; 

0 = |-a  Cr(2v'^t— l)o)Arcl* . 

Für  das  gleichschenklige  Dreieck  im  Allgemeinen  ist  nur 
dann  0>O,  wenn 


d.  i. 

«‘•er 

folglich , wenn  wir  jede  der  beiden  gleichen  Seiten  des  Dreiecks 
durch  y bezeichnen. 


oder 


ß * 

7<Vf* 


•» 


ist. 


Für  das  gleichseitige  Dreieck  ist  nur  dann  0>O,  wenn 

3 9 

4Vg— 3>0, 


ist 

Für  das  rechtwinklige  gleichschenklige  Dreieck  ist  nur  dann 
0>O,  wenn 

2Vfi— 1>0,  ft>f 


ist. 


Anmerkung.  Der  Auflösung  dieser  Aufgabe  füge  ich  nun 
noch  die  folgenden  Bemerkungen  über  den  Ausdruck  der  Stabili- 
tät bei  unendlich  kleinen  Drehungen  im  Allgemeinen  hinzu.  Näm- 
lich Bouguer,  Euler,  Chapiiian  und  andere  Schriftsteller 
über  diesen  Gegenstand  betrachten  überhaupt  nur  die  Stabilität 
unter  Voraussetzung  unendlich  kleiner  Drehungen,  und  bei  allen 
diesen  Schriftstellern  erscheint  der  Ausdruck  der  Stabilität  als 
von  dem  Drehungswinkei  co  ganz  unabhängig,  so  dass  z.  ß.  bei 
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Euler  in  der  Scientia  navalis.  T.  1.  p.  09.  im  vorli^endeii 
Falle  der  Ausdruck  der  Stabilität  nicht  wie  oben 


2G 


{a»+ß^)V^-ß^ 

3/J 


«Arcl" 


oder  eigentlich 


sondern 


26’ 


eino), 


26 


. («•■*  -F  ß'^)  V/t  - 


■Sß 


ist  Wenn  sich  nun  nach  meiner  Meinnng  dies  auch  durchaus 
nicht  b'illigeB  lässt«  da  insbesondere  die  sämmtiicfaen  obigen  Aus- 
drücke für  die  Stabilität  bei  unendlich  kleinen  Drehungen  nur 
Näberungsaasdrücke  sind,  welche  desto  genauere  Resultate  lie- 
fern, je  Kleiner  der  Drehuiigswinkel  m ist,  und  also  schon  des- 
halb diese  Ausdrücke  nicht  von  m unabhängig  seän  können,  so  ist 
doch  auf  der  anderen  Seite  2u  bemerken,  dass  die  von  den  ge- 
nannten und  anderen  Schriftstellern  befolgte  Methode  darin  ihre 
Rechtfertigung  findet,  dass  es  sich  hierbei  eigentlich  nur  um  die 
Vergleichung  verschiedener  Stabilitäten  handelt,  und  wenn  man 
dann,  unr  eben  solche  Vei^leicbnngen  mit  Leichtigkeit  anstellen 
zu  können,  immer  denselben  unendlich  kleinen  ürebungswinkel 
zum  Grunde  legt,  und,  wie  jene  Schriftsteller  sämmtlieh  thun, 
Oberhaupt  nur  Stabilitäten  für  nuendlich  kleine  Drehungswinkel 
betrachtet,  so  ist  es  allerdings  verstattet,  den  Factor  »Arcl"  aus 
den  Ausdrücken  der  Stabilität  wegzulassen.  Der  erste  Schrift- 
steller aber,  welcher  die  Stabilität  der  Schiffe  aus  einem  allge- 
meineren und  allein  wirklich  sacbgemässen  Gesichtspunkte  für 
endliche  bestimmte  Drehungs winket,  betrachtet  hat,  scheint,  was 
hier  als  besonders  verdienstlich  faervorgehoben  werden  muss,  At- 
wood  zu  sein,  in  einer  in  den  Phil  osophical  Transactions 
for  the  year  1798.  Part.  I.  p.  201.  unter  dem  Titel:  A Dis- 
qoisition  on  the  Stabjlity  of  Ships.  ByGeorge  Atwood 
erschienenen  Abhandlung,  die,  wie  icn  ans  einem  der  neuesten 
englischen  Werke  über  die  Schiffsbaukunst:  Treatise  on  the 
Theory  and  Practice  of  Naval  Architecture:  beeing  the 
Article  „ S b ip-Bu  ildi ng“  in  the  Eocyclopaedia  Britan- 
iiica.  By  Augustin  F.  B.  Creuze,  Membre  of  the  late 
School  uf  Naval  Architecture,  President  of  the  Ports- 
mouth Philosophical  Society.  Edinburgh.  1841. 
an  verschiedenen  Stellen  desselben  ersehe,  namentlich  auch  in 
England  mit  Recht  sehr  geschätzt  wird , so  wie  auch  eine  frühere 
Abhandlung  desselben  Verfassers,  die  in  den  Philosophical 
Transactions  for  the  year  l796.  Part  1.  p.  46.  unter  dem 
Titel:  The  Construction  and  Analysis  of  geometrical 
Propositions,  determining  thePositions  assiimed  by 

Tbeil  äV.  4 


Digilized  by  Google 


50 


honiogonea  I B »dies  which  float  freely,  and  at  reat,  on 
a Fluid’s  Surface;  also  deterroiaing  the  Stability  of 
Ships,  and  of  otlier  floating  Bodies.  By  George  At- 
wood  erschienen  ist.  Wenn  man  die  Sache  aus  einem  solchen 
allgemeineren  Gesichtspunkte  für  Drehungswinkel  von  bestimmter 
endlicher  Grösse  betrachtet,  sollte  man  nach  meiner  Ansicht  auch 
aus  den  dem-Falle  eines  unendlich  kleinen  Drehungswinkels  ent- 
sprechenden Ausdrücken  der  Stabilität  den  Factor  caArcl"  nicht 
weglassen , weshalb  wir  denselben  auch  in  dieser  Abhandlung  stets 
beinehalten  werden. 


§.  10. 

Auf  gab  e.  Ein  gerades  dreiseitiges  völlig  gleich- 
förmig dichtes  Prisma,  dessen  Grundflächen  gleich- 
schenklige Dreiecke  sind,  schwimme  so  auf  dem 
Wasser,  dass  in  Taf.l.Fig.  2.  die  Grundfläche.i4iEtC,  in  wel- 
cher AC-=BC  \at,  sich  in  vertikaler  Lage  befindet  und 
die  Grundlinie  AB  des  gleichschenkligen  Dreiecks  ho- 
rizontal, die  Spitze  C aber  nach  oben  gekehrt  ist;  man 
8 oll  die  Stabilität  di esesPrismas  für  auf  sein enGrund- 
flächen  senkrechte  horizontale  Axen  und  unendlich 
kleine  Drehungen- bestimmen. 

Auflösung.  Sei  ABA'B" , wo  A'B'  horizontal  und  also  mit 
AB  parallel  ist,  der  eingetauchte  Tbeil  des  Dreiecks  ABC,  und 
werde,  wenn  CD  die  auf  AB  senkrecht  stehende  Höhe  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  ABC  ist,  AB  = a,  CD  — b und  < 
A'B'—x,  CD'  = y gesetzt.  Bezeichnet  dann  p.  das  specifische 
Gewicht  der  Materie  des  Prismas,  so  ist  aus  bekannten  Gründen 

AABCx  Trap/4Ä/4'Ä'  = 1 : p , 

also 


^abi  ^ (a-|-x)  (,b—y)=ab : (a+x)  (b—y)  = 1 : p . 

« 

Nun  ist  aber  ganz  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 


(,y<  ' 


also 


ab : (a-|-a:)  (6  — -x)  = n® : o*  — .r*=  1 ; p , 
ab:(a+^y)  (b  -y)  = 6* : 6*  - y®  = 1 : p ; 
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d.  i 

x*={l—n)ä*,  y*=(l—ii)b*; 
aläo  . 

x—ay/  1 — fl,  t/xzbyT  1 — fi. 

Mit  Rücksicht  auf  die  aus  den  früheren  Paragraphen  bekannte 
Bedeutung  von  v ist  aber  nach  bekannten  Säüen  vom  Schwer- 
punkte des  Dreiecks  und  des  Trapeziums 


«+2-»  ,1  ^ 1 1 


d.  i.,  wie  man  leicht  findet : 


1 


1-^  l-p 


oder 


. = 3SI(l  + 2Vl-rtj^iJ-ll  ■ 


2 1-,.  2.a-rt(l-VT=^) 

^ — 3*rrvT^~~3* r 


und  folglich,  weil 


}=x—aW  1 — ft, 


V'=?(«+j:)(6-y)=|«6(l+Vn^)(l-Vi-p); 


d.  i. 


\iU 


p=  aV~  1 — (*. 


X»' 


(l->i)a»VW  2 (l-(i)(l-VKr-ft) 

6fib  3 n 


also,  wie  man  hieraus  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 


« =^[  («» -K  4Ä*)\^l-^-46*l. 

Folglich  ist 

©=  GUa*-f46*)VT=^-46*l  wArcl". 

4* 
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Setzt  man  a = 2a,  6 = ß,  so  ist 

® G t («*  + ß^)VT^—ß^  1 “Arcl"  . 

Wenn  das  Dreieck  ABC  gleichseitig  ist,  so  ist  ^=3o*,  and 
folglich,  wie  man  leicht  flndet: 

0 = G(4VT=:]I-3)  <0  Arcl- . 

Wenn  in  dem  gleichschenkli|;en  Dreiecke  ABC  der  Winkel 
ACB  ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  ß = cc,  'also 

g=^“^3~^^G(2Vr^— l)coArcl". 

Fflr  das  gleichschenklige  Dreieck  im  Allgemeinen  ist  nur  dann 
0>O,  wenn 


(a*  + |3®)VT:^— 13*>0, 
d.  i.,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 


^ o®(«*  + 2/S®) 
(o»  + (3*)* 


1+2 

oder  (t<  — 


©* 


u + (|)V 


ist.  Bezeichnet  man  die  beiden  einander  gleichen  Seiten  des 
Dreiecks  durch  y,  so  lässt  sich,  weil  y*  = «®  + ^ ist,  diese  Be 
dingung  leicht  auf  den  Ausdruck 


,(y*-^)(y“  + |3*) 

»*  < ;;4 


oder 


bringen. 

Für  das  gleichseitige  Dreieck  ist  nur  dann  0>O,  wenn 

4>^r^-3>0, 

1 

7 

d.  i.  wenn  f*  Jg 

Für  das  rechtwinklige  gleichschschenklige  Dreieck  ist  nur  dann 
0 > 0,  wenn 

2Vr^-l>0, 


d.  i 


3 

, wenn 


ist. 
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§.  11. 

■l 

Soll  du  in  den  beiden  rorhergehendeo  Paragraphen  betrach- 
tete Prisma  sowohl  in  der  in  $.  9.,  als  auch  in  der  in  §.  10.  an- 
genoiDmeoen  Lage  schwimmen  können,  ohne  umzuschlagen,  d.  h. 
soll  dieses  Prisma  in  beiden  Fällen  mit  einer  gewissen  positiven 
Stabilität  auf  dem  Wasser  schwimmen  können,  so  muss 


Y* 


sein,  wu  oflenbar  nur  dann  der  Fall  sein  kann,  wenn 


also 


oder  y>/3v2 

/ v2 

ist;  und  weil  nun 

coahj  CB  = ~ 

2 Y 

ist,  so  muss 


also 


sein. 


cob^ACB  < 

^ V2 

j^JCB>  3-2Ö.46',  ACB  > 65<>.32' 


S.  12. 


Aufgabe.  Ein  rechtwinkliges  völlig  gleichförmig 
dichtes  Parallelepiped on  schwimme  so  auf  dem  Was- 
ser, dass  in  Taf.I.Fig.3.  seine  Grundfläche  ABCD  B\c}i  in 
vertikaler  La^  befindet,  und  deren  einander  paral- 
lele Seiten  AB  und  CD  horizontal  sind;  man  soll  die 
Stabilität  dieses  Parallelepipedons  für  auf  derGrund- 


Digitized  by  Google 


54 


flSche  ABCD  senkrechte  horizontale  Axen  und  uqend- 
lich  kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung.  Sei  ABA'B“,  wo  A'B'  horizontal  und  also  mit 
AB  und  CD  parallel  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Rechtecks 
ABCD,  und  werde  AB=CD-=a,  AC=BD=^b  und  AA‘=BlB=x 
gesetzt;  so  ist  aus  bekannten  Gründen,  wenn  wieder  p das  spe- 
cihsche  Gewicht  der  Materie  des  Parallelepipedons  bezeichnet, 

ABCDiABA'B'=\.n-, 

also 

ab:ax=-lr.a:  = J in,  , 

folglich  x = fib.  Aber  offenbar 


und  Q = a,  V = aj:s:fiab;  also' 


«= 


1 a*-6p(l-^)6» 

12^- 2 ■ 


und  folglich 


I2(ib 


GwArcl" . 


Es  ist  nur  dann  0>O,  wenn 

a®— 6p(l— p)6*^0,  d.  i.  ^ ^ 6f*(l — f*) 


ist. 

Soll  das  Parallelepipedon  sowohl  wenn  die  Seite  a,  als  auch 
wenn  die  Seite  b horizontal  ist,  mit  einer  gewissen  Stabilität 
schwimmen  können,  so  müssen  die  beiden  Bernngungen 


?>vvn-p).  ->^^6^(1-^) 

zugleich  erfüllt  sein,  d.  h.  es  muss 

sein,  welches  nur  dann  möglich  ist,  wenn 

1 


V6;a(l-^p)  < 


V'öpa-p)’ 
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d.  i.  vreon 

6^  (1-^X1, 

oder,  was  Dasselbe  ist,  wenn 

(<*- j)*>ß 

ist  Für  1*=^  ist  <üss  offenbar  nicht  müglicfa.  Jenachdem  ft, 
welches  natürlich  immer  kleiner  als  die  Einheit  sein  muss,  zwi- 
schen 2 ond  1 oder  zwischen  0 und  ^ liegt,  ist  die  Bedingung 


erfiillt,  wenn 


d.  i. 


d.  i. 


d.  i. 


d.  l 


ist 


Dae« 


~ ‘2  > <2^  3 ‘®****'  2“^*  ^ 2V  3 ’ 
»*>^(1+^5)  oder 


V3-l-l 


V3-1 


|*>^(3+V3)  oder  jt<^(3— V3) 


|<5(3+v3)<1.  0<^(3-V3)<| 


, V 


Ut,  erhellet  auf  der  Stelle. 

Für  a = bf  d.  h.  im  Falle  eines  Quadrats»  ist 
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e = aGw  Ard", 

l'2fi 

lind  es  ist  nur  0>O,  wenn 

6ja(1  — fiXl 

ist,  d.  b.  nach  dem  Vorhergehenden  für 

ft>  ^(3+V3)  oder  ft<g^(3— v3), 

jenachdem  (i  «wischen  ^ und  1 oder  zwischen  0 und  ^ hegt. 
Für  f*  = .j  ist 

6|a(l— = 


und  folglich 


6f*  (1  — ft)>  1, 


§.  13. 

Aufgabe.  Ein  über  einem  Quadrate  als  Grund- 
fläche  errichtetes  rechtwinkliges,  völlig  glepchfürmig 
dichtes  Parallelepipedon  schwimme  so  auf  dem  Was- 
ser, dass  in  Taf.I.Flg.4.  die  quadratförmige  Grundfläche 
AUCD  und  zugleich  auch  die  Diagonale  AB  sich  in  ver- 
tikaler Lage  befinden;  man  soll  die  Stabilität  dieses 
rechtwinkligen  Parallelepipedoiis  für  auf  der  Grund- 
fläche ABCD  senkrechte  norizontale  Axen  und  unend- 
lich kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung.  Das  specifische  Gewicht  der  Materie  des  Pa- 
rallelepipedons  sei  p,  una  die  Seite  des  Quadrats  ABCD  werde 
durch  a bezeichnet. 

1 ' 

Wenn  “•» 

horizontal  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Quadrats  ABCD. 
Dann  ist 


ABCD  . BEF— i .(i. 

und  folglich,  wenn  wir  EF=x,  BC  = y setzen: 
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Offenbar  int  aber  x — ly,  also 

a*:  jj:*=  1 :(*, 

folglich 

a-=2aV/t,  y=oVft. 

Nach  bekannten  Sätzen  ist 

2 1 „ /2  l 

» = 3 if— 2 « V2=o  ( 3 v'ft — 2 v2) , 


und  weil  nun 


p=x=i2aVft, 

i«t,  so  ist 

'2  2 1 4 1 

H=  -g-  aVft  + a(j  V(t  —2  V2)  = a(  jVf*  - j ^'‘i) ; 


folglich 

t 

0=aG(^  Vf*— ^V2)«Arcl"=  aG(^Vf* — V^)oiArcl*. 

• I ■ 

1 ' 

Wenn  f*=~2  ßCD  in  Taf.  I.  Fig.  4.  6.,  wo  CD 

horizontal  ist,  der  eincetauchte  Theil  des  Quadrat«  ABCD.  ln 
diesem  Falle  ist  nach  dem  vorhergehenden  Ausdrucke  der  Stabi- 
lität, wenn  man  in  demselben  f*=~2  setzt: 

e-aC.^^Y'  »Arcl". 

Wenn  ft^-^  ^t,  so  sei  BCDEF  in  Taf.  I.  F^.  4.  o.,  we 

EF  horizontal  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Quadrats  ABCD. 
Dann  ist 

ABCD.BCDEF^X.y,, 

und  folglich,  wenn  wir  EF=x,  AG=y  setzen: 

. ^ 1 

. o>:  d*  — - yayss  t:f*, 

also,  weil  x—2y  ist: 
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a*:  a*  — ja:*=l  :(i, 
o* : a®  — y*  = 1 : ^ 


oder 

a*: x*—l:  1 — ft, 
a*:y*=l:l-^; 

folglich 

x = '2a  V 1 — (*,  y = aV  1 — f*- 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  des  eingetauch- 
ten Theils  BCDEF  von  dem  Punkte  ß durch  z,  so  bat  man  nach 
der  Lehre  vom  Schwerpunkte  die  Gleichung 

^aV2.ABCD=z.BCDEF+(aV2-  ^y).AEF, 

d.  i. 

-iaV2  = (a*  — ^xy)z  + xy{aV2  — ^y), 

und  folglich,  wenn  man  (ur  x und  y ihre  Werthe  aus  dem  Vor- 
hergehenden einführt: 

-|a  V2= p*  + (1— p)  ( V2  — -|-V  1— p)  a , 

woraus  sich 


V2-2(l-p)  ( V2-- g 1=^0 


2p 


ergiebt.  Also  ist 


V2-2(l-p)(V2- 

: 


-a  — yaV2, 


d.  i. , wie  man  leicht  findet: 


V 


1-p/t 

P V2 


V2- 


a; 


und  weil  nun 
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g=a;='2ay^ i—ft,  V'=a*— = 


ist,  so  ist 


Folglich  ist 

® = ~~  öG(|v  ]— ^ — iv2)  ot  Arcl" 

oder 

® (g-Vl— /li— ^ |)  oArcl" ! 

Fflr  ergiebt  sich  auch  hieraus 

.'iJl  I-  I i J 

Q=aG.  0)  Arcl". 

Für  ft=^  ist  jedenfalls  0>O. 

Für  fi<2  '8t  0>O,  wenn 


Für  ist  0>O,  wenn 


#*)n  ’ 


( I •>*. 


23 

32 
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§.  14. 

' Aufgabe.  Ein  über  dem  Parabelsegment  ACB  io 
Taf.  I.  Fig.  5.,  wo  CD  die  Aze  der  Parabel  ist  und  AB 
auf  CD  sen krecht  steht,  als  Grundfläche  beschri ebener, 
völlig  gleicbfOrmig  dichter  gerader  prismatischer  Kör- 
per schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  paraboli- 
sche Grundfläche  ACB  sich  in  vertikaler  Lage  befin- 
det und  AB  horizontal  ist;  man  soll  die  Stabilität  die- 
ses prismatischen  Körpers  für  auf  der  Grundfläche 
senkrecht  stehende  horizontale  Axen  und  unendlich 
kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung.  Das  specifische  Gewicht  der  Materie  des  in 
Rede  stehenden  prismatischen  Körpers  sei  ft,  und  CD  und  AB 
mögen  respective  durch  a und  b,  der  Parameter  der  parabolischen 
Grundfläche  soll  durch  p bezeichnet  werden.  Ist  nun  A‘CB\  wo 
A‘B'  horizontal  ist,  der  eingetaucbte  Theil  der  parabolischen 
Grundfläche,  so  ist 

ACB:ACB'=\.yi, 

also,  wenn  CD  und  A'D  respective  durch  x und  y bezeichnet 
werden,  nach  einem  bekannten  Satze  von  der  Quadratur  der 
Parabel 

2 2 

-ß  ab:  -ßXy—ab:xy=l:(t. 

Nun  ist  aber  ferner  bekanntlich 

6=2V^,  y=2V^^; 

also 

aVa:xi/x^l:/t, 

oder 

a*:ar*=lifi?,  . . • 

folglich 

» t ' • 

x=aV(^,  y=2V ap  .Vf*. 

i • 

Nach  einem  bekannten  Satze  von  dem  Schwerpunkte  der  Para- 
bel ist 


c=  - -|a(l 

nod  weil  nun  . 
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n.  »/ * «^1  2 ^ 

^=y=2  V ap.Vf*,  V=^a:y  = 3 


also 


g*  _ SftopVäp  1 

W - I6ftaV^~2^’ 

ist,  so  ist 

g«(l—  f**)» 

folglich 

0=1  .j/> — ^fl(l — (t*)l  GiaArcl". 
Soll  0 > 0 sein , so  muss 


d.  i. , wie  man  leicht  findet : 


•ein. 


S.  15. 

Aufnabe.  Ein  gerades  rierseitiges  Prisma  vonvullig 
gleichförmiger  Dichtigkeit,  dessen  eine  Grundfläche 
in  Taf.  1.  Fig.  6.  des  Trapezium  ABCD  ist,  in  weichem 
letzteren  die  Seiten  BD  einander  gleich  und  gegen 
die  parallelen  Seiten  AB,  CD  unter  gleichen  Winkeln 
geneigt  sind,  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die 
Grundfläche  ABCD  sich  in  vertikaler  Lage  befindet 
und  ihre  parallelen  Seiten  AB,  CD  horizontal  sind; 
man  soll  die  Stabilität  dieses  Prismas  für  auf  seinen 
Grundflächen  senkrechte  horizontale  Axen  und  unend- 
lich kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung.  I^ei  ABA’B“,  wo  A'B‘  horizontal  und  also  den 
Linien  AB,  CD  parallel  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Trape- 
zinms  ABCD,  und  werde  AB—a,  CD—b , ABf-=x  gesetzt, 
die  Höhe  des  Trapeziums  ABCD  aber  durch  h,  die  Höhe  des 

a*"  eziums  ABA'B'  durch  y bezeichnet.  Lt  dann  das  speci- 
e Gewicht  der  Materie  des  Prismas,  so  ist  aus  bekannten 
Gründen  , 
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also' 


ABCD.ABA‘B-\\^, 


^ (a  + 6)Ä  : ^ (o+x);y=  (a+6)A ; (a+x)y=  1 : ji. 


Nnn  ist  aber,  wie  leicht  erhellet,  allgemein 
a—b:a  — x=h‘.y, 

also 

a—x  , 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

a*  — — x‘^=l:ft, 

also 

X a®  — i*(a^ — A®)>  — V~o^ — ftfo* — A*)|‘ 

Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist,  wie  man  leicht  findet: 
l /«  + '2x  «+26  A 

'=  3^+i  3'-^T6V’ 


und  weil  nun 


ist,  so  ist 


also,  weil 


Q—x,  V =-^(a-\rx)y 
1 /'g+2j  04-26^^  , x^ 

” 3\ a-far  ^ «+6  / 6(«  + a:)y' 


d — X 

y=z^^^h,  (a+a:)y=ft(a  + 6)Ä 


ist; 


oder 


JL h a—x  a4-26;  x^ 

a+x  a — b i ^ 6y,(a-\-b)h 


» A 

u = jAj 


A , . n , a—x  , - , , a — 6 . . X* 

3(a  — 6)  1 a+x~  «+ A * + 6f»(a+A)A ' 
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Führt  man  nun  in  diesen  Ausdruck  den  aus  dem  Obigen  bekann 
ten  Werth  von  x ein,  so  erhält  man; 


a — V — fi  {a^—b*) 
o+V" fl®  — fi(a* — 6*) 


-(«+26) 


« — 


a+ 


(fl®  - ft(a® — 6») ) V «®-  fl  (g®^^ 
öft(fl+6)6 


und  für  die  Stabilität  6 hat  man  den  bekannten  Ausdruck; 


0=  GwosArcl", 

ffobei  unendlich  kleine  Drehungen  vorausgesetzt  w'erden. 
Die  Möglichkeit  der  Aufgabe  erfordert,  dass 


fl® — fl  (fl®  — ■ 6®)  ^ 0 , d.  i ft(o®  — 6®)  ^ «® 


«ei.  Dies  ist  för  a^6  immer  der  Fall,  für  a>6  aber  nur  dann, 
venn 

'^<ä®^®  ^ < («— 6){fl+6) 

ist. 

Die  Stabilität  ist  nur  dann  positiv,  wenn  u positiv  ist,  wofür 
nir  der  Kürze  wegen  die  Bedingung  nicht  weiter  entwickeln 
wollen. 

Setzt  man  in  dem  obigen  Ausdrucke  von  u die  Seite  «=0, 
so  wird,  wie  man  leicht  findet, 


oder 


ilso 


6®\/(s  2A„  ^ , 

“ = -ÜÄ--  3 


M — 


(6®  -f  4Ä®)  \/p  — 4A® 
6Ä  ’ 


i 


t 
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was  ^anz  mit  denv  in  §.  9.  gefundenen  Ausdrucke  der  StaMlitit 
iibereinstüumt. 


Setzt  man  in  dem  obigen  allgemeinen  Ausdrucke  von  u die 
Seite  6=0,  so  erhält  man: 


g^(t  — ft)  V 1— (t 
6(^6 


tt^(i  — n)V t— ft  _ 2 1 — 


a*(l  —ft)  V I— ft  26(1— V 1 —fl) 
0|k6  3^ 

! (aH4A*)  V^T^— dA»! , 


also 

0=  Gj(fl*H-4A*)Vl^-4Ä*l  coArcl", 


was  ganz  mit  dem  in  $.  10.  gefundenen  Ausdrucke  der  Stabilität 
übereinstiiunit. 


S.  16. 


Bei  den  vorhergehenden  Aufgaben  nahmen  wir  immer  das 
Schiff  als  einen  homogenen  oder  völlig  gieichlormig  dichten  Kör- 
per an,  die  auf  den  zum  Grunde  gelegten  horizontmen  Drehungs- 
axen  senkrecht  stehenden  Schnitte  des  Schiffs  wurden  als  unter 
einander  völlig  gleiche  und  ähnliche  Figuren  angenommen,  und  es 
wurden  nur  unendlich  kleine  Drehungen  des  Schiffs  betrachtet. 
Jetzt  wollen  wir  nun  einige  Aufgaben  autlösen,  bei  denen  wir  den 
Drehungswinkel  nicht  unendlich  klein , sondern  von  einer  endlichen 
bestimmten  Grösse,  und  das  Schiff  nicht  als  homogen  oder  als 
einen  völlig  gleichförmig  dichten  Körper  annehnien,  aber  vorans- 
setzen  werden,  dass  die  auf  den  zum  Grunde  gelegten  horizonta- 
len Drehungsaxen  senkrecht  stehenden  Schnitte  desselben  sämmt- 
lich  gleiche  und  ähnliche  Figuren  sind,  und  auch  rücksichtlich 
ihrer  materiellen  Beschaffenheit  vollkommen  mit  einander  über- 
einstimmen.  Unter  diesen  Voraussetzungen  wollen  wir  uns  nun 
zuerst  mit  der  folgenden  Aufgabe  beschäftigen. 
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§.  17. 


Aufgabe.  Einer  der  auf  den  zum  Grunde  gelegten 
horizontalen  Drehungsaxeii  senkrecht  stehenden, 
sämmtlich  einander  gleichen  und  ähnlichen,  und  auch 
rücksichtlich  ihrer  materiellen  Beschaffenh,eit  völlig 
mit  einander  ü her  einstim  men  den  Schni  tte’des  Schi  ffs  sei 
inTaf.il.  Fig.  7.  die  drei  eckige  ebeneFigurjDC£,  und  das 
Schiff  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  Ebene 
ÜCE  und  in  derselben  die  den  Winkel  DCE  halbirende 
Linie  vertikal  ist;  man  soll  die  Stabilität  dieses  Sch  iffs 
in  Bezug  auf  die  zum  Grunde  gelegten  horizontalen 
Orehungsaxen  für  den  beliebigen  Drehungswinkel  oa 
bestimmen. 

Auflösung.  Wenn  wir  annehmen,  dass  ACB  der  einge- 
taucbte  Theil  des  Schnitts  DCE  bei  der  ersten  Lage  des  Schiffs, 
und  also  AB  die  horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene  des 
Schnitts  DCE  mit  der  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchem 
das  Schiff  schwimmt,  so  kommt  es  zunächst  auf  die  Bestimmung 
des  aufgetauchten  und  des  untergetauchten  Theils  an.  Nehmen  wir  nun 
ferner  an,  A&saA'CB'  der  eingetauchte  Theil  des  Schnitts  DCE  bei 
der  zweiten  Lage  des  Schiffs  ist,  und  dass  AOA'  und  BOB'  respec- 
tive  deraufgetauebte  und  der  untergetauchte  Theil  des  Schnitts />C£ 
sind,  so  müssen  wir,  weil  der  aufgetauchte  und  der  untergetauchte 
Theil  bekanntlich  immer  einander  gleich  sind , die  Gleicnheit  die- 
ser beiden  Theile  aber  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  au- 
^uscheinlich  durch  die  Gleichheit  der  beiden  Dreiecke  AOA', 
HOB'  bedingt  wird,  offenbar  die  Lage  der  Linie  A'B'  so  be- 
stimmen, dass  dieselbe  in  ihrem  Durchschnittspunkte  O mit  der 
als  gegeben  zu  betrachtenden  Linie  AB  gegen  diese  4etztere 
Linie  unter  dem  gegebenen  Winkel  AOA'  — BOBf  — ot  geneigt 
ist,  und  die  beiden  Dreiecke  AOA',  BOB'  einander  gleich  sind. 
Auf  diese  Weise  wollen  wir  nun  die  Linie  A'B'  zu  bestimmen 
suchen. 

Zu  dem  Ende  werde  der  als  gegeben  zu  betrachtende  Win- 
kel DCE  durch  0 bezeichnet ; dann  ist  jeder  der  Winkel  CAB, 
CBA,  die  offenbar  einander  gleich  sind , weil  unter  den  gemach- 
ten Voraussetzungen  das  Dreieck  ACB  jedenfalls  ein  |;leichschenk- 

liges  Dreieck  und  AB  seine  Grundlinie  ist,  =90® — ^0.  Wegen 

der  Gleichheit  der  beiden  Dreiecke  AOA',  BOB'  ist  aber 

AO.A'O—BO.B'O, 

und  nach  einem  bekannten  trigonometrischen  Satze  ist 

AO:A'0=  sin  (180®  - oj- 90®  -L  0) : sin  (90®—  ^0), 

ÄO!£'O=Sin(180®— »-90«— ^0):  sin (9O®-F^0) ; 

Theil  XV.  5 
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d.  i. 


AO:A'0  = coa(a—  |©):cos^  ©, 

BO  :B'Oz=coa(m -{■  g ©) : cos  2 ®- 

Setzen  wir  nun  ferner  die  als  bekannt  zu  betrachtende  Linie 
AB=q,  so  haben  wir  zwischen  den  vier  unbekannten  Grossen 
AO,  BO,  A'O,  BO  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

AO  + BO  — q, 

AO.A'O-BO.B'O, 

AO  . cos^©=^'0.cos  (o) — 

BO.  cos ^ ®=:5'0. cos(o)  ©); 

und  es  wird  nun  darauf  ankommen,  aus  diesen  vier  Gleichungen 
die  vier  in  Rede  stehenden  unbekannten  Grössen  zu  bestimmen. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichnngen  folgt : 

cos(co — ^ ©)  cosfca-f-  4 ®) 

AO=AO ^ — ,BO=iBO..  ^ 


cos  2» 

also  ist  wegen  der  beiden  ersten  Gleichungen: 


cos^© 


A'O,  cos(<a — ^©)  + B'O.cob {ca  -f-  j8)  = p cos  ^ 8 , 


A'0*.cos(o—  ^ ©)  — B'O^.  cos(u  -f  ^ ©)  = 0. 


Man  setze 


so  ist 


A'0.cos(co— ^8)  ~ B'  O.  cos  (ca  + ,j®)  = t, 


A'O*. cos(o)— ^©)® — jß'0*.cos(ö)  ©)*=  pT  cos^8, 
und  wenn  man  nun  die  beiden  Gleichungen 


A'0*cos(«  — ^ 8^®— Ä'0*.cos(tö  + ^©)®=  prcos^©, 
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A'O*.  eo»(m — — Ä'0*.cos  (e9-t-^6)=0 
mit  einander  rerbindet,  ao  erfaSlt  man: 
il'O* . cos  (w  1 6)  Icos  (® — g 0)  — CO«  (®  + j 8))  = pr  cos  I ö, 

ß"  0*.  cos  (®  + j 8)  {cos  (®  — ^ 8)  — cos  (m+  g 8)1 = cos  ^ 0 ; 


d.  i.,  wie  man  leicht  findet: 


1 


A'0^= 


p cot  2 8 


_ j 

2sin®cos(® — ^ 8) 


pcot^"  8 

Ä'0*= j-  t. 

2sin®cos  (w  + 28) 

' Nehmen  wir  nun  an , dass  ® nicht  90**  und,  wie  sich  schon  von 
selbst  versteht,  8 nicht  ISO**  übersteigt,  so  kann  offenbar  der 

absolute  Werth  von  w — — 2 

ist  also  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer  positiv.  Weil 

tiDD  auch  p,  sin®,  cot^- 8 positiv  sind,  so  ist 

t 

Q cot  2 8 


2sin  w cos  (w  — 2 8) 
positiv,  und  wegen  der  Gleichung 


A'0»= 


QCOt^^ 


2sin®cos(® — 2®) 

muss  folglich  nothwendig  t eine  positive  Griisse  sein.  Also  muss 
ufenbar  wegen  der  Gleichung 


pcot  j8 

Ä'0«= 1 — t 

2sin®  cos(®  + 2 8) 


5* 
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notb»-endigcos(a>-|-2  positiv  sein,  wenn  überhaupt  die  Aufgabe 

mSglich  sein  soll,  d.  h.  welches  uuter  den  gemachten 

Voraussetzungen  jedenfalls  180**  nicht  übersteigt,  darf  90°  nicht 
übersteigen,  wenn  die  Aufgabe  überhaupt  möglich  sein  soll. 

Weil  nun  nach  dem  Bisherigen 


pcot^ö 


pcot^^© 


J » t 

2sino)cos((0 — 2®)  2sino>cos(o)+2Ö) 

und  T,  sowie  ihrer  Natur  nach  auch  A'O  und  B'O  positiv  sind, 
so  erhalten  wir  aus  dem  Obigen  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


ß'0  = 


V 


pcotg® 


2sin  o>  cos  ( m — g 6) 


, Vt, 


pcotgO 


■ Vt 


2sin  ojcos  (w  + 2 ®) 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


V 


pcot|® 


setzen : 


2sinco  cos(o> — 2 ®) 
pcot^© 


2sino)cos(Q>  + ^ ®) 


^'0=^Vt,  B'0=Ay'T. 


Führt  man  diese  Ausdrücke  in  die  aus  'dem  Obigen  bekannte 
Gleichung 

A'O.  cos  (w  — 2 ö)  + -ß'O.C08(M+i^ö)  = pCOS2® 


ein,  so  erhält  mau 
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|^ros(w  — ^0)  -f  iVcos(<o  + ^0)1  ^^=^€05^0, 


aUo 

Vr= 

oder,  wenn  man 


1 


(cos^  0 


jtfcös(a>— 2®)  +iVcos  (co  + ^0) 


j|f'=i»/co8(o>— 2®)  = 


^'=Acob((»  + ^ 0)  = 


A j Qcoa{a — 

%/  ‘isioco 

Vpcos((o+g^0)cot| 
Ssinio 


0 


setzt: 


1 


Af'  + A ■ 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

^,Q_eWcos^0  eAcosg0 


also 


df'+A 


— BOz 


itf'  + A ’ 


Jlf  + A 1„ 


ln  Bezug  auf  O als  Anfang  und  OA'  als  den  positiven  Tbeii 
der  Axe  der  Abscissen  sind  die  Abscissen  der  Schwerpunkte  der 
Dreiecke  AOA'  und  BOB'  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 
des  Dreiecks  respective: 

^{AOxos  (0  -i-  A'O)  und  — g-(J?0.cosoo+Ä'0); 


lolglich  ist 


d.  i. 


oder 


x>=j  (A0.coso)+/4'0)+  ^{BO .coBO)-\- B'O) , 


t»  = |(A  O + ÄO)  cos  « + (id'O  + B*  0)1 


t> = 2 (idB . cos  0)  4-  A'B'), 
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also  nach  dem  Obigen  i 

I , M+N 

0=3  Q (cos  tü  + ■jqr^n^,  cos  2»)- 

Weil  nach  dem  Obigen 

cos(o  — io)  cos(a>  + H'ö) 

AO^A'O.  ^ K<^‘-  R'«  ^ 


B0=B'0.  

1 ’ 1 
cos  2®  OOS  2® 


püfcos.^® 


qNcos  2 ® 


A'O—  ’ Ä'O- 


ist,  so  ist 


pdfcos(ci) — 2®) 


M'+N'  ’ 


piVco8(ia+  ■^®) 

W+N- 


und  «veil  nun 


ist,  so  ist 


V = ^-^O.  A'O.  sin  ca 


e*^C0S^  0COS  (w — ^®) 

2{M'  + iv-)* 

Endlich  ist,  als  der  FIKcheninhalt  eines  gleichschenklipn 
Dreiecks,  dessen  Grundlinie  q,  und  dessen  Winkel  an  der|Spitze 
® ist,  offenbar 

X)' =1  tang  (900-^®) w 
Es  ist  nun  i 


M+N- 


VpcotJ®"  ^4^  pcot|® 

2sin  (o  cos  (w — | ®)  yl  2sin  a cos  (ca  + .j®) 


?=  jy^sec(ca— ^®)+  ^sec(ca+|« 


Vpcot,j® 

2sio(»  ’ 


]U'+jS'z=} 


pcos(a)  — 

2sin  ( 
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Der  Zähler  dieses  Bnicbs  ist 
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cos  ( w — ^ 0)  — ' cos  (<a  + ij  0) 
cos  (ca  — -^0)  cos  ( ca  + ^0) 
2sin  0 sin  0 

cos  (ro  — ^0)  cos  (w  + 1 0) 


und  der  Nenner  ist 


cos  (m — ^ ®)  “ (®  + J 0)  = ‘^sin  0 sin ^ 0 ; 


also  ist 


i»/+iV 

w+w 


1 


cos  (0  — ^0)  cos  (0  + ^0) 


sec(0  — ^0)  sec  (0+^0); 


folglich  nach  dem  Obigen: 

t»=  jp|cos0+cos|-0  ^ sec(0—  ^0)sec(0-|-|0)) 


I CO8^0 + COS0^COS(0  — |-0)cos  (0 +^0) 

= 39. 


^ cos(0— I 


0)cos(oa-|-2®) 


Ferner  ist 


il!f= 


cos 


1 4 / e'=‘>4® 


folglich  nach  dem  Obigen: 

M 


itf'+iv'— 4 r 1 — I T“  4 / i ■“ 

Y cos  (0 — ^0)  IY  COs(0  — ^0)+  \ cos  (04-2®)’  * 


also 


ÜPcos  (0—  ^0) 

WTnt  “ 


cos(0— ^0)  + ^ cos(0  +-^0)  I 
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1 


2jcos®cos-^ö+^^  cos  («— ^0)cos(w+^®)) 


daher  nach  dem  Obigen 


p*cos-2  ® sin® 


4|cos®cos-^  0-f-  cos(® ^0)  cos  (a  + ■^0)1 


Also  ist 


bS 

<,1 


rt 

o 

9 


o 

c 

49 

/— N 

o 

-f 

»*1H 

<t 


t9\  ^ 

C£> 

2. 

5* 

8 


o 

(B 

IC)  N-* 

0 

« 

O 

92 

8 

+ 

5>! 

0 
92 

/<— s. 

8 

1 

1*1  ►*! 

3 

« 

O 

(B 

8 

+ 

fc©l  ^ 
<Z) 


s 

92 

+ 

ft 

O 


ft 

0 

tt 

8 

1 

t*i  ^ 

3 

n 

o 

« 

"i" 
+ 
»e|  H 

<Z) 
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Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 


cos  2®  + cos  0) 


yf  cos{c>- 1 


2 0)  cos  (<B  + 2®) 


cos  2®  cos  «+ 


*r  1 

Y cos(ft)—  2 


0)co8(o>+  2 


1^0— «cos  o)^”cos  (« — |0)cos(o)+  0), 


so  wird  der  Zähler. 


cos^®* — coso)*cos  (ca  — j0)cos{(a  +2®) 


=cos  2®* — co8D)®(cosoa*  cos  ^ ®*— sinoB*sin2®*) 


= (1  — cos  w^)  cos  ^ ®®  + siooo®  cos  08* sin  ^ ®* 


= sin(o*(cos(a®+  cos  2®*)> 


und  der  Nenner  wird: 


cos  M cos  ^®*  + cos  ^®  ^ cos  (ai  — |-®)cos(ffl+  ®) 


— cos  oa®cos 


*cos|®^  cos(oa— |^®)cos(®+-^0)  — cosmcos(w— ^®)cos(m+2e] 
= cos  m cos  l-®*— co8w*cos  ^ ®*  + sinca®  cos®  sin  ^®* 
-fsinw’cos-^®^^ cos  (w  — ^®)  cos(w-|-  -^®) 

= sin®*  tcosw  + cos  cos  (®—  ^ ®) cos  («  + -I-®)  • 


Also  ist  nach  dem  Ohigeo 
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Multiplicirt  man  aber  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 

1 

cos  CO  + cos  cos  (ca  — ^0)  cos  (to  + ^ö) 
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cos 


CO — cos  cos  (<ö — ■^®)  cos  ((»+  -^ö). 


so  wird  der  Nenner 


coSM®—  cos  ^0*  cos  (oj  — 0)cos((o  + Y®) 
= cos  ca® — cosft)®  cos  -|-sin  (o®sin  ^ 0®cos  ^ 0® 

= cosiB*(l — 'COS2®*)+sin«®sin  ^0®cos 
= sin  ^0®(cosw*  + cos^0®). 


also  offenbar 


P»z= 


p®cos^0sinca  cos»— cos^0^~cos(ra— ^0)  cos  (o)+  ^0) 


12 


sin- 


cos(» g0)cos(»  + ^0) 


4®»v^c 

p®sinro  I cos» 

12tang-^0*  cos-^0^~cos  (m — -^0)cos  (w  + 0) 


aber  es  ist  auch 


cos  (« — :^|0)cos(»  + ^ 0) 


= coSüi®cos  ■^0* — sin»*  sin -^0® 

=:  cos  »®cos  ^ 0®  (1  — tang  M*  tang  ^ 0®) , 


also 


F'o=- 


p*sin» 


sec  2 0® 


12tang2 


|0®(\Tl- 


-1  . 


tangoa®  tangg  0® 


Daher  ist 
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f"  1 1 I 

9 sin  to  cot  2 ® { I 


cos  ca 


cos 


cos  (ca—  ^ö)cos(ca+  q ®) 


* 


= jpsin  wcot^0 


sec^  0® 


1 — tangoa*  tang  ^ 0* 


und  folglich,  weil  bekanntlich 


r 

&=G  {y,t>  + esinw^ 


ist: 


0=cl'+s»“4»f  -r^ 

( \^cos.20y  c 


COSD) 


1, 


cos(co — ®)  cos(o>+-2 

1 


^ sec  -g  0*  J 

Lco4©(  ■ r— ) Sin«. 

**  ^ vy  l-tang«»tang^0»  y) 


=6’  jn+'ßecotiy 


Weil  nach  dem  Obigen 


1 ^ 4V'  e® 

cot^0=-a  . tang -2  0=4^ 


ist , so  ist 


und 


sec- 


Iß*-.  . 

-ö®  — t + 16X>'2  “ tfitj' 


16V' 


1 — tang  (3®tang  ^ 0® 


= 1- 


16V'® — e^tango)^ . 


jg^tangD)*—  jg^,2 


also 


sec^0® 


16V'* +e« 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 
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r^3p\V"  16V'* — p^tangB* 


f 

— 4V'^|ainoi.  j 


Wenn  der  Winkel  » unendlich  klein  ist,  und  tang  m*  als  eine  j 
unendlich  kleine  Grösse  der  zweiten  Ordnung  als  verschwindend  j 
betrachtet  wird,  so  ist,  wie  man  leicht  findet:  • 


0=  G ®*"“  ’ i 

< 

was  ganz  mit  8.  fibereinstimmt. 

Wie  die  Grösse  c,  deren  Bedeutung  aus  dem  Obigen  bekannt  . 
ist,  in  jedem  einzelnen  Falle  mittelst  der  bekannten  Sätze  vom 
Schwerpunkte  bestimmt  werden  muss,  bedarf  hier  keiner  weiteren 
Erläuterung.  < 


§.  18. 

Der  folgenden  Aufgabe  wollen  wir  einige  allgemeine  Betrach- 
tungen äber  die  Parabel  vorausschicken. 

In  Taf.  II.  Fig.  8.  sei  MSPf  eine  Parabel,  deren  Scheitel  Sund 
deren  Axe  S/J  ist.  Die  beiden  beliebigen  Punkte  A und  A'  die- 
ser  Parabel  seien  durch  die  Sehne  AA'  mit  einander  verbunden, 
und  von  A und  A'  seien  auf  die  Axe  SH  die  Perpendikel  AB  \ 

und  A'B'  gefallt.  Ulan  setze  I 

SB-x,  AB=y,  SB'-x’,  A‘B'  = y'-,  | 

die  Linie  SC=z,  und  das  parabolische  FlächenstSck  ASA'=F.  j 

Bezeichnet  man  wie  gewöhnlich  den  Parameter  der  Parabel  I 
durch  p,  so  ist  I 

y^=px,  y'^=px‘. 

Ferner  ist  ■' 

BC.BC=y.y\  BCFB'C-BB=x‘-x-,  ] 


B'C=x'-.r. 


also 


79 


Folglich  ist  wie  leicht  erhellen  wird,  nach  bekannten  Sätz^ 
von  der  Parabel  and  vom  Dreieck: 


ir  ^ j 2 / V j ^ 9 


1 ar'— a: 


2 . 2 , , 

= 3^»+ — 

2 2 

+ ga;y- 


1 (a-'-a:)(y'®— y») 

»'+» 

|-(a:'— a:)  (»'-y) 


= g(ary+a;y)  +g(ay'  + x'y) 

= \y  Qx  + ar  ) +|  y + * 

2pF=pa:^jy+y'^+pa'^^y'  + y) 

=y  (jy + y)  + y'*(p'  +y  ) 
— j-^y* + y'®) + yy'  (y  + y') 
=3(y  +y')  (y*-yy'+y'®+  3yy') 


= 3(y  +y')(y*+2yy'+y'*)  = 3(y+y')® 


oder 

= (y  +y')’>  y +y'=  V 6j»  f. 

Bezeichnet  man  jetzt  den  Winkel  ACB  oder  A'CB'  durch 
9,  so  ist 


X — X 


y = /?  C.  tang  e = ^7^-^  y tang 
y'—B'C.  tang©=~:yy'tange  ; 
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also 


folglich 


tang©  = ^^7i^ , cotö=^rr^; 
» x‘—x’  y'+y 


1 «'*_«*  1 

cot  0=i . 2-^  = - (y-y) ; 

p y +y  p ^ ^ 

und  wir  haben  daher  jetzt  die  beiden  Gleichungen: 


y'+y=V^ 6/>F,  y'— y=pcotö; 


aus  denen 


y=|(V^ ^pF  —pcot9),  y'=  ^(V^bpF+pcotÖ) 


und  folglich 


( V &pt' — pcot  0)*  , ( V 6;)  F + pcot©)® 

X — 1- J-* , X — 7*5» 

4p  4p 


sich  ergiebt. 

Also  ist  auch 


PP 


und 


ßC=  y cot0=  q(V  t^F — p cot6)cot0, 
B'C=y'  cot0=  j(V^ 6pF+pcot0)|cot  0; 


so  wie 


h 


AC=ycoaec&—^^ tjpF — pcot0)  cosec0, 

j > 

A'C=y‘coaec&=-^{yf  6pF-|-pcot0)  cosec0. 
Endlich  ist 

== SB  + BC= ;.+ 5;=^,=  4*;±iE'ä 

y +y  y+y 
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_ pxy‘ \yx‘y  ^■fy' y'^ij  _ yy‘ 
p(y'-^y)  p(y+y)  p ’ 
d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

(V  — ^pcot0((V~6/>F+pcotö) 

Z — 2 » 

Ap 

also,  wie  man  leicht  findet: 

3 8 

V^36F® — pVP'Cot®® 

X — j 

AVp 

Auf  diese  Weise  sind  jetzt  die  Linien  x,  y,  x',  y\  z,  AC, 
A'C,  BC,  B'C,  BB‘  bloss  durch  die  Grössen  p,  F,  ©ausgedrückt. 

Wir  wollen  nun  die  t'oordinaten  des  Schwerpunkts  des  pa- 
rabolischen Flächenstiicks  ASA'  be.stiinmen,  indem  wir  diese 

Coordinaten  durch  j:,  y bezeichnen,  und  y als  positiv  oder  als 
negativ  betrachten,  jenachdem  der  Schwerpunkt  des  parabolischen 
Fbächenstücks  ASA'  auf  der  linken  oder  auf  der  rechten  Seite  der 
Axe  der  Parabel  liegt.  Zu  dem  Ende  haben  wir  nach  der  Lehre 
vom  Schwerpunkte  ilie  folgenden  Gleichungen: 

r 32  .3,2,, 

Fr  = ^x.jxy+g-^'-^ir'y 

■ + 5-  C2jr  + 2).  i2(*-.a:).v-  J(2a;'-^2).  ^-(x'^z)y', 

3 2 3,2,, 

-3^  y 

+ j 2t-  (*'-%'• 


•Nach  dein  Vorliergelienden  ist: 

•2o:+  - = 2a:  _y(2.y  -\ry')  ^ 

. * P P P ’ 

, I _c.^,.yy'_  + yy'  _ y'^ly'  -f  y) 

P P P 


and 


p p p ’ 

x<-z^x' ; 

pp  p ' 

Theil  XV.  (J 
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und  weil  nun 


/4 


ist,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

p-_%®  I 2?/'*  , y^iy‘—y)C^y-^y‘)  y'^iy‘-y)i''^y' -\-y) 

^~5;9»+5pa^  6p*  6p® 

y*  y'*  , y\v'-y)  , y'Ky'—y). 

^-4p“4^+  6^~+  6p  ’ 


oder 


oder 


oder 


5p®  ^ 

6p® 

y*—y'* . (y  — 

y)(y®+y'*) . 

— 4p  ' 

6p 

. %*  + y"‘)  ( 

>/  -y')  (y**-  y'®)  i2(.vHy*)  +yy'i 

“ 6p® 

6p® 

. y*—y'*  (y— y')(y®+y'®). 

4p 

t 

6p 

. %y^ + y'*)  (y+yO(y— y')*l2(p* + y'*) + py'i 

p„  .-.y*-y'*  Cv— yO^y^+y'”) 

'4p  6p  ' 


Nun  ist  aber 


y ® + y '* = (y + yOCjA-y  ®y' + y®  y'*— yy'® + y '■*) 


und 


(y— y')*S2  (y® +»'*)  + yy'l 
= 2y‘-»^»^'+2y®3^'®-3yy'3  + 
also  ist,  fvie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 


_ (y  + y')  (2y*  + %Y-f  2p®p'®+3ffy'»  + 2y'«) 

30p® 


oder,  weil 
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V + W + 2y*y'*  + + V* 

= (y  + y )**  t2(^*  + y^)—yy'\ 

ist: 

„ _ (y+y')»|2(y»+y*)-yy'l 

30^*  ^ 

(y+yO*  2(y»+y'*)-yy' 
6p  ■ 5p 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

p_(y+yO* 

0 

ist: 


,_2(y»+y^)-yy- 

5p  ■ 

Ferner  ist 

y*—y'*=  (y*— y'®)  (y* + y**) . 
y® +y'®= (y + y')  (y*— yy'  + y'®) ; 


also  nach  dem  Obigen: 

Cv^-^'^)(yHy'^)  (y^-^'^)(y^^y^+y^) 

' ■ 4p  6p 

(yg_y<g)  (yg  -{-  2yy'  + y'^) _(y  + y— y* 

12p  — 6p  ■ 2 


d.  i. 


Zur  Bestimmung  der  beiden  Coordinaten  y des  Schwer- 
punkts des  parabolischen  Fi&chenstücks  ASA'  haben  wir  daher 
die  Formeln: 


._2(y*t3r^iy  . y-y' 

5p  ’ y-^^- 
Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

4(v®  + jy'*)=2\^  36p*/'’»-F2p*cote* 

4yy ' = V3^Fä  - p*cote* ; 


6» 
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also 


oder 


8(y®  + ' = 3 V" I 5p*cot6* 

3^36«^’®  + 5»®cot0® 
2(y»  + y>^)-yy' = — • 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen 

y — ^'=— pcotö; 


also 


3^  36«®/'®  + 5»a  cotö®  1 

X= > y=-2Pcot© 


oder 


^_3V36r®  + 5pVp.cot®®  cot©. 

20vp  1 

Nach  dem  Obigen  ist  auch 

pVP‘  cot©^  Sf 36F’® — 4iVp. 


also 


8V^36F*--20zVP  _2a  r 36F® 
<iavp  " 

Endlich  ist  auch 

V 36F’*  =p  Yp . cot©*  + 4z  v'p , 


folglich 


^^8/>Vp.cot©"+12zVp  ^2 


20Vp 

Also  hat  man  zur  Bestimmung  von  jr,  y auch  die  folgenden 
Ausdrücke: 

2ir36F®  1 

’^  = 5\  y=-2P^ot0; 
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oder 

2 3 1 

)T=g/>cot0-^+g^z,  7=— 2^>cot0; 

oder  auch 

3 4 l 

jc=gt— g )Tcot0,  y = — 2l>cot0. 


§.  19. 

• 

Aufgabe.  Einer  der  auf  den  zum  Grunde  gelegten 
horizontalen  Urehungsaxen  senkrecht  stehenden, 
siämmtlich  unter  einander  gleichen  und  ähnlichen,  und 
* auch  rücksichtlich  ihrer  materiellen  Beschaffenheit 
völlig  mit  einander  übereinstimmenden  Schnitte  des 
Schiffs  sei  in  Taf.  II.  Fig.  9.  diepuraholische  ebeneFigur 
MSN  mit  dem  Parameter  p,  deren  Axe  SH\»t,  und  das 
Schiff  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  Ebene 
MSN  und  die  Axe  SH  vertikal  sind;  man  soll  die  Sta- 
bilität des  S chiffs  in  Bezug  auf  die  zum  Grunde  geleg- 
ten horizontalen  Drehungsa  xeii  für  den  beliebigen 
Drehungswinkel  co  bestimmen 

Auflösung.  Oer  eingetauchte  Theil  des  Schnitts  MSN  bei 
der  ersten  Lage  des  Schiffs  sei  ASB,  so  dass  also  AB~o  die 
horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene  des  Schnitts  MSN  mit 
der  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchem  das  Schiff  schwimmt. 
Ist  nun  grösserer  Deutlichkeit  wegen  A'SB'  io  Taf.  11.  Fig.  10.  der 
eingetau^te  Theil  des  Schnitts  MSN  bei  der  zweiten  Lage  des 
Schiffs,  also  A'B  die  horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene 
des  Schnitts  MSN  mit  der  Oberfläche  des  Wassers,  so  erhellet 
leicht,  dass  im  vorhergehenden  Paragraphen  0zz:9()® — ra  zu  se- 
tzen ist,  so  wie  auch  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  man  in  demsel- 
ben Paragraphen  zu  setzen  hat. 

Nimmt  man  nun,  was  jedenfalls  verstattet  ist,  S als  Anfang 
der  Coordinaten  an,  so  erhellet  leicht  aus  der  Lehre  vom  Schwer- 
punkte der  Parabel,  dass 


(3£')=0,  (3?')=r- 


GO’ 


.V 


n p 20/> 
ist.  Ferner  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen : 

»1  1 

()C,)  = — 2^  cot(900^— o>)  =— 2ptangw, 

r 3^  -f  5p*cot  (900— 0))* 

(fi)= .20;, 
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oder,  weil 


3V  36/»*T£)'*  + 5 />*taog  ca*. 

20p 


; ÖO.  » _£!  ys>^-jL 

= 3'  p ' 2^~6p’^  “3^ 


Ist: 


V 


1 , ,®  ^ 3p®  + 5p®tango)* 

(Xi)=— 2Ptangw,(fi)=v^^^ . 

Also  ist,  wie  man  leicht  findet : 

(3^0— (1Ti)=2P  tango»,  (3?')— (yi)=  — \p  tang  ca»; 

folglich 

[(3e0— (Xi)]  cosca— [(3?')— (Fi)]sinca 
= (2  + tangcn’^)  sinca = jp  (1  + sec  ca'*)  siiica. 

Weil  nun  nach  §.  8.  bekanDtlioh 

0=  G{csinca  + [(3£0 — cosca— [(3?')^(fi)]  sincai 
ist,  so  ist 


oder  auch,  weil 


0=G|p  + jp(l  + secca®)|sln  0», 


(1  + secca'*)sin(a 


sin  CO, 


= ^^^(coscB  + cosoa  seccB®)=  tang  ca  (cos  ca -f-  secca) 


ist: 


' 1 

0=  G|osinca  + ^ptangco(co8ca-|-aecca)|. 

Ua  nach  dem  Obigen 


_ P 
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ist,  SO  ist  auch 

p3 

0=  G Ir  sin w + 24^'  ianga  (cosco  + secoa)) 

oder 

Cr  1 

@=^  jrlP'  siuw-f  ^ ^^taiigo(cos((>-f 

Wie  r in  jedem  einzelnen  Falle  zu  bestimmen  ist,  wird  kei- 
uer  weiteren  Erläuterung  bedürfen. 


§.  20 


Aufgabe.  Einer  der  auf  den  zum  Grunde  gelegten 
horizontalen  Drehungsaxen  senkrecht  stehenden, 
sSmratlich  einander  gleichen  und  ähnlichen,  und  auch 
rficksichtl ich  ihrer  materiellen  Beschaffenheit  völlig 
mit  einander  überstiinmeuden  Schnitte  des  Schiffs  sei 
inTaf.II.  Fig.  11.  diekreisförmigeebeneFigur  MSN,  und 
das  Schi  ff  sch  wi  in  me  so  auf  d eni  Was  s er , das  d ie  Eh  ene 
MSN  und  der  Durchmesser  SU  des  Kreises,  von  wel- 
chem der  Schnitt  MSN  ein  Theil  ist,  sich  in  vertika- 
ler Lage  befinden;  man  soll  die  Stabilität  des  Schiffs 
inBezug  auf  die  zum  Grunde  gelegten  horizontalen 
Drehungsaxen  und  den  beli  e b igen  Dreh  u ngs win  kel  m 
bestimm  en. 

Auflösung.  Der  eingetaucbte  Theil  des  Schnitts  MSN  bei 
der  ersten  Lage  des  Schius  sei  ASB,  so  dass  also  AB  = o die 
horizontale  Durchsclinittslinie  der  Ebene  des  Schnitts  MSN  mit 
der  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchem  das  Schiff  schwimmt. 
Ist  nun  grösserer  Dentlichkeit  wegen  A'SB'  in  Taf.  li.  Fig.  l’i. 
der  eingetauchte  Theil  des  Schnitls  3tSNhe\  der  zweiten  Lage  des 
Schiffs,  also  A' B‘  die  horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene 
des  Schnitts  mit  der  Oberfläche  des  Wassers  bei  der  zweiten 
Lage  des  Schiffs,  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offen- 
bar, wenn  wir,  was  jedenfalls  verstattet  ist,  den  Mittelpunkt  des 
Kreises,  von  welchem  der  Schnitt  MSN  ein  Theil  ist,  als  Anfang 
der  Coordihaten  aniiehmen : 

tP  u> 

(3£')=0,  = 


nnd 


W tP  qA 

1*1  “ Fl  — ■ 

Weil  nun  aber  bekanntlich  nach  §.  ti.  allgemein 
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w w w 

(Xi)=AC”S“  + Fi  s'"“. 

tP  10  10 

(fi)  = — Xisin  o)  + f|Cos(B 

ist,  si>  ist 

W p3  w ^3 

0^i)=  — I^sinw,  (yi)  = - j^co8(a; 

folglich 


[(X')— 0^i)J  cos  o>  - [(3?')  - ()ti)]  sino) 


. P**  1 

= 1 Sin  cocosw+j^^  (1— costö)  (*111  w 


Q 


Nach  §.  8.  ist  äber 


0 = 6’|p  sin«  + [OeO— {y,)]coso)—  [(3?')— (y,)]  sin  w|, 

also 

0 = G ^0  + 

Diese  Formel,  welche  mit  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
allgemeinen  Näherungsformel  für  unendlich  kleine  Drehungswin' 
kel  Völlig  identisch  ist,  gilt  also  im  vorliegenden  Falle  unter  den 
«einachten  Voraussetzungen  in  völliger  Strenge  für  jeden  endlichen 
bestimmten  ürehungswinkel. 

Wenn  r der  Halbmesser  des  Kreises  ist,  welchem  der  Schnitt 
MSN  angehürt,  so  lässt  sich  V aus  r und  g bestinimen,  wan 
hier,  als  aus  der  Geometrie  hinreichend  bekannt,  nicht  weiter  er- 
läutert zu  werden  braucht. 


§ 21. 


Bei  wirklichen  (lir  praktische  Zwecke  bestimmten  Stabilitäts- 
bestimmungen von  Schiffen  wird  man  sich,  um  nicht  in  zu  weit- 
läufige Untersuchungen  und  Kechniingen  verwickelt  zu  werden,  da- 
mit begnügen  müssen,  die  Stabilität  nur  unter  Annahme  unendlich 
kleiner  Drehungswinkel  und  zugleich  unter  der  Voraussetzung  zu 
bestimmen,  dass  die  Curve,  in  welcher  die  horizontale  Oberfläche 
des  Wassers  von  der  Oberfläche  des  auf  demselben  ruhig  schwim- 
menden Schiffs  geschnitten  wird,  die  sogenannte  Wasserlinie, 
von  einer  gewissen  geraden  Linie  in  zwei  einander  völlig  gleiche 
und  ähnliche  Theile  gcthcilt  wird. 
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Banptsächlich  unterscheidet  und  betrachtet  man  nur  ztvei 
Arten  von  Drehungen  des  Schiffs  um  horizontale  Axen,  die  wir 
hier  bekanntlich  allein > in’s  Auge  fassen.  Das  Köllen  oder  Schlin- 
gern, auch  wohl  Schwanken*),  des  Schiffs  ist  die  Bewegung 
desselben  nach  der  Richtung  der  Breite  von  einer  Seite  zur  an- 
dern; das  Stampfen**)  dagegen  ist  seine  Bewegung  nach  der 
Richtung  der  Länge  vom  Achterschiff  zum  Vordersciiiff  oder  um- 
gekehrt. In  Bezug  auf  das  Schlingern  oder  Rollen  ist  die  Vor- 
aussetzung, dass  die  Wasserlinie  von  einer  gewissen  geraden 
Linie  in  zwei  einander  völlig  gleiche  und  ähnliche  Theile  getheilt 
werde,  immer  in  völliger  Strenge  erfüllt,  und  dieser  geraden  Linie, 
welche  wir  die  Längenaxe  der  Wasserlinie  nennen  wollen, 
können  die  horizontalen  Drebun^axen  de.><  Schiffs  bekanntlich 
parallel  angenommen  werden,  ln  Bezug  auf  das  Stampfen  ist  da- 
gegen die  Voraussetzung,  dass  die  VVasserliiiie  durch  eine  ge- 
wisse gerade  Linie,  welche  wir  die  Breitenaxe  der  Wasserlinie 
nennen  wollen,  und  der  wieder  die  horizontalen  Drehungsaxen  des 
Schiffs  parallel  angenommen  werden  sollen,  in  zwei  einander  völ- 
lig gleiche  und  ähnliche  Theile  getheilt  wird,  nur  als  näherungs- 
weise erfüllt  anzusehen.  Uebrigens  werden  wir  aber  späterhin 
sehen , dass  die  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  das  Stampfen 
im  Allgemeinen  grösser  ist  als  die  Stabilität  in  Bezug  auf  das 
Schlingern  oder  Rollen,  so  dass  also,  wenn  nur  in  Bezug  auf  das 
Schlingern  oder  Rollen  das  Schiff  hinreichende  Stabilität  besitzt, 
(lies  um  so  mehr  rücksichtlich  des  Stampfens  der  Fall  sein  wird, 
und  man  sich  daher  meistens  damit  wird  begnügen  können,  die 
Stabilität  nur  rücksichtlich  des  Schlingerns  oder  Rollens,  wo  die 
in  Rede  stehende  Voraussetzung  in  völliger  Strenge  erfüllt  ist, 
zu  bestimmen.  ' 

Dies  vorausgesetzt,  sind  nun  aber  bei  Stabilitätsbestimraungen 
eigentlich  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  man  nämlich 
bloss  aus  vorliegenden  Plänen  oder  Rissen  die  Stabilität  des 
erst  zu  bauenden  Schiffs  ermitteln  soll,  oder  hei  dieser  Ermitte- 
lung das  schon  fertige  Schiff  mit  völliger  Ausrüstung  und  Ladung 
auf  dem  Wasser  schwimmend  annimmt.  Jedoch  kommen , wie 
man  leicht  übersieht,  beide  Fälle  auf  einen  zurück.  Auf  jedem 
Plane  oder  Risse  eines  zu  bauenden  Schiffs  soll  nämlich  we- 
nigstens die  Ladewasserlinie,  d.  h.  diejenige  Wasserlinie, 
bis  zu  welcher  das  völlig  ausgerüstete  und  beladene  Schiff  sich 
in’s  Wasser  einsenkt,  angegeben  sein,  und  bei  jeder  Prüfung 
eines  Risses  wird  die  Richtigkeit  dieser  Linie  sorgfältig  geprfilt 
werden  müssen.  Wie  diese  Prüfung  anzustellen  ist,  kann  für 
Keinen,  der  die  Grundlehren  der  Hydrostatik  kennt,  im  Geringsten 
zweifelhaft  sein,  und  gehört  gar  nicht  hierher,  wo  wir  bloss  von 
der  Stabilität  der  Schiffe  zu  handeln  beabsichtigen.  Ist  aber  auf 
dem  Ri.sse  die  Ladewasserlinie  richtig  befunden  worden,  so  kann 
man  dann  offenbar  die  Bestimmung  der  Stabilität  des  Schiffs  nach 
dem  vorliegenden  Risse  ganz  eben  so  vornehmen , als  wenn  man 
da«  völlig  ausgerüstete  und  beladene  Schiff  auf  dem  Wasser 
schwimmend  vor  sich  hätte,  weshalb  wir  auch  von  nun  an  im 


*)  FranzösUch;  roulis. 

^*)  Französisch:  tangage. 
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« 


Folgenden  diesen  letzteren  Fall  allein  stets  im  Auge  behalten 
wollen. 

Unter  allen  vorhergehenden  Voraussetzungen  bedient  man  sich 
zur  Bestimmung  der  iStabilität  des  Schiffs  am  besten  der  aus  §.7. 
bekannten  Formel: 

0=ötV'«+^y*“c2F(J))»a?l  10  Arcl", 

O 

wo  (0  in  Secunden  ausgedrückt  ist,  und  V(^,  welches  nach  $.  7. 
eigentlich  als  dem  anfgetauchten  Tbeile  angehörend  betrachtet 
werden  muss,  unter  den  wegen  des  Coordinatensystems  immer 
festgehaltenen  Voraussetzungen,  natürlich  als  positiv  anzusehen 
ist.  Setzen  wir  grösserer  Einfachheit  wegen 

5(Ö  = 2F(Ö, 

so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Stabilität  die  Formel : 

0 = ö [X)‘c  + o Arcl". 

Ü 

Diese  Formel  wollen  wir  nun  im  Folgenden  genau  zergliedern, 
und  untersuchen,  welche  Grössen  bei  dem  Gebrauche  derselben 
zur  Bestimmung  der  Stabilität  einzeln  zur  Berechnung  kommen 
müssen. 

1.  Nach  der  schon  vorher  gemachten  Bemerkung  muss  der 
sehr  kleine  Drehungswinkel  co  in  Secunden  ausgedrückt  sein. 
Ferner  ist 


Arcl"  = .-5yg^jy,  logArcl"=0,68ä5749  — 6. 

II.  Das  Symbol  ö bezeichnet  bekanntlich  das  Gewicht  einer 
Volumeneinheit  Seewasser.  Der  preussische  Cubikfuss  destillirten 
Wassers  wiegt  bei  einer  Temperatur  von  15*’  der  SOtheiligen 
Scale  6t)  preussische  Pfund.  Das  speciüsche  Gewicht  des  See- 
wassers ist  nicht  überall  gleich  und  variirt'  von  1,02  bis  1,04. 
Eine  sehr  ausführliche  Uebersicht  der  specifiscben  Gewichte  des 
Seewassers  nach  den  verschiedenen  Meeren  und  Breiten  findet 
man  im  Artikel  „Meer“  im  Gehler’scben  physikalischen 
Wörterbnehe.  N.  A.  ThI.  VI.  Abth.  3.  S.  lo28.  Für  den 
atlantischen  Ocean  kann  man  nach  Horner’s  Bestimmungen  des 
specifischen .Gewichts  des  Seewassers  für  dasselbe  im  Mittel 
1,02875  annehmen;  für  die  Südsee  ist  dagegen  das  specifische 
Gewicht  des  Seewassers  im  Mittel  1,02692,  woraus  sich  leicht 
nach  dem  Obigen  das  Gewicht  eines  preussischen  Cubiktusses 
Seewasser  in  diesen  Meeren  berechnen  lässt.  Brommy  (Die 
Marine.  Berlin.  1848.  8.  S.  9.)  sagt:  „Gewöhnlich  nimmt 
inan  70  Pfund  Gewicht  für  den  Cubikfuss  Seewasser  an“,  wobei 
aber  nicht  angegeben  ist.  was  für  Fusse  und  Pfunde  gemeint 
sind.  Nach  der  Encyclopedie  methodique.  Marine.  T. 
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II.  p.  746.  soll  ein  franzüsischer  Cubikiuss  Seewasser  ungeföhr 
72  livres  wiegen,  nach  Du  Hamei  de  iVlonceau  (Anfangs- 
gründe  der  Schi  ffsbaukunst.  Berlin.  1791  4.  Vorrede 
S.  LXVIII.)  dagegen  74.  Meiner  obigen  Angabe  nach  preussi- 
schen  Fussen  und  Pfunden  und  des  specifischen  Gewichts  des 
Seewassers  wird  man  sich  in  der  Praxis  am  besten  zur  Bestim- 
mung des  Werthes  von  ü bedienen. 

III.  Hauptsächlich  kommt  es  nun  auf  die  Berechnung  des 
Werths  des  bestimmten  Integrals 

0 

in  dem  Ausdrucke  der  Stabilität  an. 

Die  horizontale  oder  wasserpasse  Axe  der  Wasserlinie  ist 
die  Axe  der  l,  eine  auf  derselben  senkrecht  stehende  horizontale 
gerade  Linie  ist  die  Axe  der  und  eine  auf  diesen  beiden  Axen 
senkrecht  stehende  vertikale  gerade  Linie  die  Axe  der  n.  Den 
Anfangspunkt  der  verlegen  wir  in  einen  der  beiden  Endpunkte 
der  Axe  der  Wasserlinie,  und  a ist  die  jederzeit  zu  messende 
und  als  positiv  zu  betrachtende  Länge  der  Axe  der  Wasserlinie. 
Die  positiven  ri  werden  nach  oben  hin  angenommen. 

Ist  die  Wasserlinie  eine  nach  einem  bestimmten,  durch  eine 
Gleichung  auszudriickenden  Gesetze  gekrümmte  Curve,  so  lässt 
sich  natürlich  das  Integral 

o 

nach  den  bekannten  Regeln  der  Integralrechnung  entwickeln, 
welchen  Fall  wir  zunächst  durch  einige  dichte  Beispiele  erläutern 
wollen. 

1.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  des  Rechtecks  AB  CD 
in  Taf.  II.  Fig.  13.  Die  Längenaxe  sei  a,  die.Breitenaxe  dagegen  b. 

Für  die  Stabilität  in  Bezug  auf  die  Längenaxe  ist 

5(ö  = 6. 


also 

(5  (o)»0f =6»ös^Ä(e))»0e = 

und  folglich 

o 

Bezeichnen  wir  nun  den  Flächeninhalt  des  Rechtecks  ABCD 
durch  J,  so  ist  J = ab,  und  folglich  für  die  Längenaxe: 
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Fär  die  Bereitenaxe  ist  eben  so: 


/ 


Insofern  a > 6 ist , ist  das  letztere  Integral  grilsser  als  das 
erstere. 

2.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  des  Rhombus  ABCD  in 
Taf.  II.  Fig.  14.  Die  Längenaxe  sei  a,  die  Breitenaxe  dagegen  b. 

Für  die  Langenaxe  ist,  wenn  man  zuvorderst  bloss  eine  der 
beiden  Hälften  betrachtet,  in  welche  der  Rhombus  ABCD  durch 
die  Breitenaxe  getbeilt  wird: 


also 


und  folglich 


86*  P 26» 


woraus 

y‘‘“(5(?))*S?=^a6». 

u 


Bezeichnen  wir  nun  den  Flächeninhalt  des  Rhombus  ABCD  durch 
J,  so  ist  bekanntlich  J = ^ab,  also 


o 

und  folglich  für  die  Längenaxe: 

O 

Für  die  Breitenaxe  ist  eben  so: 
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Insofern  a>6  ist,  ist  da«  letztere  Integral  grösser  als  das 
erstere.  ' 

3.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  der  aus  den  beiden  glei- 
chen parabolischen  Segmenten  ABC  und  ADC  in  Taf.  II.  Fig.  IS., 
deren  Scheitel  B und  D sind,  zusammengesetzten  Figur  AtiCD. 

Der  Parameter  der  betreffenden  Parabel  sei  p,  die  Längen- 
axe  und  die  Breitenaxe  seien  respective  a und  b. 

Für  die  Längenaxe  ist,  wenn  wir  zuvörderst  bloss  eine  der 
beiden  Hälften  betrachten,  in  welche  die  Figur  ABCD  durch  die 
Breitenaxe  getheilt  wird,  nach  der  Lehre  von  der  Parabel; 

=|pl6-5(?)l, 

oder,  wenn  wir  ^a  — setzen: 

2i*=/>  16-5  (?)}=/>  {6-500  — 1^1; 

also 

.5(0  = 5 (^a-.)=6-^z* 

Folglich  ist 


oder 


d.  i. 


woraus 


(5(O)’0£=-(6-^a*)»Sz 

(5(O)»a?=(^i*-6)’0i, 


(5(0)»ss=(p**- 


0 
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1 fl»A*  . 3o»Ä  V? 

“2"®  4p  112p» 


folgt.  Weil  nun  aber 


1 


ja^=^pb.  p=^,  - ^ 


,a 


ist,  so  ist 
'>10 


f 


(5(C))>eS=^«6*-|«6»  + j^a6»-*^a6»=|aft». 


Bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  der  Figur  ABCD  durch  J,  so 
2 11  2 
ist  bekanntlich  J=4.^- 2 2^~ 3 


/ 


'i»  12 

(5(C))*es=^6v, 


und  folglich  fflr  die  Längenaxe: 


r 


24 


Für  die  Breitenaxe  ist,  wenn  wir  wieder  zuvSrderst  bloss  eine 
der  beiden  Hälften  betrachten,  in  welche  die  Figur  ABCD  durch 
die  Längenaxe  getheilt  wird,  nach  der  Lehre  von  der  Parabel: 


5(S)  = 2pV; 


folglich 


(5(f))*ss =8p«e«y(5(?))*ö  f ; 

also,  wie  man  leicht  findet: 

v>"6. 

u 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 

a®  2 

P~%'  J—^ab 


ist,  so  ist 

u 
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und  folglich  fiir  die  Breitenaxe: 

o 

Insofern 

|a»>  a*>^6*  a>b^  j 

ist,  ist  das  letztere  Integral  grösser  als  das  erstere. 

4.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  der  Ellipse  AliCD  in 
Taf.  II.  Fig.  16.  Die  Längenaxe  und  die  Breitenaxe  seien  respec- 
tive  2a  und  26. 

Für  die  Längenaxe  ist,  wenn  wir  zuvörderst  bloss  eine  der 
beiden  Hälften  betrachten,  in  welche  die  Ellipse  durch  die 

Breitenaxe  getheilt  wird: 

oder,  wenn  wir  a — setzen: 


26  

S(S)  = S(a-^)=-V^^. 

also 

86* 

und  folglich 

/o  86®  /*0  86*  /*« 

(5(C))*öC=-;^y  (a>-z*)I0z=  (a®-*a)J0*. 

o a o 

Nach  einer  bekannten  Reductionsforrael  ist 


d.  i. 


5«*— 2z* 

— s~ 


'V  o*  — :®  + äa 


0z 


5a*— 2z® 


= § *Va*-z*+  ga«Arctang 
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also 


folglich 

y’“(Ä(?))®SC=|aÄ>«, 

. ® 

oder,  weil  der  Fl&cheninhalt  E der  ganzen  Ellipse  durch  die  For- 
mel E—abn  dargestellt  wird, 


Daher  ist  für  die  Längenaxe; 


“(5(?))*8?=36»  E = j(2A)*  E. 


Ganz  eben  so  ist  für  die  Breitenaxe : 


y^*(Ä(?))*9?=3aa  £=?(2a)*£. 

O 

Insofern  2a^2b  ist,  ist  das  letztere  Integral  grösser  als  das 
erstere. 

Wir  wollen  uns  mit  den  vorhergehenden  Beispielen  begnügen, 
weil  diese  schon  für  unsern  Zweck  hinreichen.  VVeil  man  näm- 
lich die  Wasserlinie  eines  Schiffs  in  den  meisten  Fällen  mit  dem 
Umfange  einer  der  vorher  betrachteten  Figuren  wenigstens  annähernd 
als  zimammenfallend  zu  betrachten  sich  berechtigt  halten  darf, 
so  geht  mittelst  des  Vorhergehenden  aus  einer  einigermassen 
sorglältigen  Betrachtung  der  Formel 

0= 5 IV'  p +^y'“(Ä(Ö)='ö?l  M Are  1" 

<) 

auf  der  Stelle  die  Richtigkeit  der  schon  oben  ausgesprochenen 
Behauptung  hervor,  dass  im  Allgemeinen  die  Stabilität  der  Schiffe 
in  Bezug  auf  die  Breitenaxe,  oder  die  Stabilität  bei’m  Stampfen, 
grösser  ist  als  die  Stabilität  der  Schiffe  in  Bezug  auf  die  Längen- 
axe, oder  die  Stabilität  bei’m  Rollen  oder  Schlingern,  alle  son- 
stigenUmstände  natürlich  in  beiden  Fällen  als  gleich  vorausgesetzt,  und 
dass  es  daher  nur  darauf  ankommt,  den  Skiffen  eine,  um  sie  vor 
Unfällen  möglichst  sicher  zu  stellen,  hinreichende  Stabilität  in 
Bezug  auf  die  Längenaxe  zu  verschaffen,  weil  dann  die  Stabilität 
in  Bezug  auf  die  Breitenaxe  schon  von  selbst  eine  hinlängliche 
Grösse  haben  wird. 
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Wenn  die  Wasserlinie  nach  keinem  bestimmten  durch  eine 
Gleicbnn^  ausdrdckbareu  Gesetze  gekrflmmt  ist,  welches  der  in 
der  Praxis  eigentlich  nur  allein  vorkommende  Fall  ist,  so  lässt 
sich  der  Werth  des  bestimmten  Integrals  . 


nur  näherungsweise  bestimmen.  Zu  dem  Ende  theile  man  die 
Axe  a der!  Wasserlinie  in  eine  grössere  oder  geringere  Anzahl 
TOD  Theileo,  und  messe  sowohl  die  Abstände  der  einzelnen  Theil- 
punkte  von  dem  Anfangspunkte  der  Axe  der  Wasserlinie,  als 
auch  die  den  einzelnen  Theilpunkten  entsprechenden  W'erthe  von 
^(l).  Dann  kann  man  nach  einer  der  in  der  Abhandlung  ]Nr.  XX. 
im  Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  T hl-  XIV.  ent- 
wickelten Methoden  zur  näherungsvreisen  Ermittelung  der  VVerthe 
bestimmter  Integrale  den  Werth  des  Integrals 


berechnen,  und  wird  denselben  im  Allgemeinen  desto  genauer  er- 
halten, je  grösser  die  Anzahl  der  in  der  Axe  der  Wasserlinie  an- 
genommenen Theilpunkte  ist.  lieber  diese  Methoden  hier  uns 
weiter  zu  verbreiten,  ist  völlig  üliertlüssig,  weil  in  der  angeliibrten 
Abhandlung  schon  alles  ^öthige  über  dieselben  gesagt  worden  ist; 
und  wir  bemerken  daher  nur  noch,  dass  man  sich  nach  unserer 
Meinung  bei  wirklichen  Anrvendungen  am  vortheilhaftesten  der 
Cot^sischen  Formeln  bedienen,  und  also  die  Axe  der  Wasser- 
linie in  eine  grössere  oder  geringere  Anzahl  gleicher  Theile 
eintheilen  wird;  je  grösser  die  Anzahl  dieser  gleichen  Theile  ist, 
desto  genauer  erhält  nvan  im  Allgemeinen  das  gesuchte  Resultat, 
und  wdl  man  dann  mit  den  Cotesiscben  Näherungsformeln  noch 
die  aus  der  angeführten  Abhandlung  gleichfalls  bekannten  Stirling’- 
scben  Correctionsfonueln  verbinden,  so  wird  dies  zur  Erhöhung 
der  Genauigkeit  der  gewonnenen  Resultate  noch  wesentlich  bei- 
tragen. Da-^s  man  aber  auch  die  Gauss’ischen,  aus  der  angeführ- 
ten Abhandlung  gleichfalls  ihren  Grundziigen  nach  bekannten 
Näberungsformeln  in  Anwendung  bringen  könnte;  versteht  sich 
von  selbst;  jedoch  würde  dies  nicht  so  einfach  sein,  wie  die  An- 
wendung der  vorher  genannten  Formeln.  Die  allgemein  bekannte 
«ogenannte  Simpson’sche  N'aberungsformel  (a.  a.  O.  8.  2ttl.)  ist 
früner  meistens  bei  dergleichen  Rechnungen  in  der  Schiffsbau- 
lunst  in  Anwendung  gebracht,  und  namentlich  von  Chapman 
(Traitd  de  la  construction  des  vaisseaux.  Paris.  1839. 
4.  p.  1.  etc.)  dazu  empfohlen  worden;  jedoch  scheint  n\ir  dies 
weder  so  einfach,  noch  so  genau  zu  sein,  als  die  directe  Anwen- 
dung der  Cotesichen  Näheruugsfonneln,  wenn  man  namentlich  mit 
denselben  noch  die  wichtigen  Stirling’schen  Correctionsformeln 
verbindet. 

1 Thcil  XIV.  T 
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IV.  Ferner  kumnit  es  jetzt  auf  die  Bestimmung  des  Volu- 
mens TO'  an,  und  wir  wollen  daher  im  Allgemeinen  zeigen,  wie 
sich  das  Volumen  eines  beliebigen  Körpers  am  besten  annähernd 
bestimmen  lässt,  wovon  dann  unmittelbar  die  Anwendung  auf  die 
Bestimmung  des  Volumens  TO'  gemacht  werden  kann,  ohne  dass 
wir  darüber  noch  besondere  Erläuterungen  den  allgemeinen  Ent- 
wickelungen hiiizuzutügen  brauchen  werden.  , 

Durch  den  gegebenen  Körner,  dessen  Volumen  wir*)  über- 
haupt durch  V bezeichnen  wollen,  lege  man  eine  gerade  Linie 
hindurch,  die  wir  die  a:-Axe  nennen  wollen.  Die  Länge  des  auf 
dieser  Axe  von  der  Oberfläche  des  Körpers  V abgeschnittenen 
Thcils  werde  durch  a bezeichnet,  und  iti  den  einen  der  beiden 
Endpunkte  dieses  Tlieils  lege  man  den  Anfang  der  a: , indem 
man  zugleich  die  auf  a selbst  liegenden  a;  als  positiv  betrachtet 
Wird  dann  der  Flächeninhalt  des  im  Allgemeinen  dem  Endpunkte 
der  iVbscisse  a:  entsj)rechenden , auf  der  x-Axc  senkrecht  ste- 
henden Schnitts  des  Körpers  F durch  bezeichnet,  so  ist.  was 
hier  keiner  weiteren  Erläuterung  bedürfen  wird: 


0 


Theilt  man  also  a in  eine  grössere  oder  geringere  Anzahl  von  Thei- 
len,  und  bestimmt  sowohl  die  Entfernungen  der  einzelnen  Theil- 
punkte  von  dem  Anfangspunkte  der  a,  als  auch  die  diesen  Theil- 
pimkten  entsprechenden  Werthe  von  Fx,  d.  h.  die  Flächenräume 
der  denselben  entsprechenden,  auf  der  a-.\xe  senkrecht  stehen- 
den Schnitte  des  Körpers  F,  so  kann  man  mittelst  der  bekann- 
ten Näherungsformeln  zur  Ermittelung  der  Werthe  bestimmter 
Integrale  das  Volumen 

F= J'^Fxda 

O 

näherungsweise  berechnen,  im  Allgemeinen  mit  desto  grösserer 
Oenanigkeit,  je  grösser  die  Anzahl  der  auf  der  Linie  a angenom- 
menen Theilpuiikte  ist. 

Um  nun  aber  überhaupt  den  Flächeninhalt  Fx  eines  beliebi- 
gen der  in  Rede  stehenden  Schnitte  des  Körpers  F zu  bestim-. 
men,  lege  man  durch  diesen  Schnitt  eine  beliebige  gerade  Linie 
hindurch,  welche  wir  die  «-Axe  nennen  wollen,  bezeichne  den 
auf  dieser  Axe  von  dem  Umfange  des  Schnitts  Fx  abgeschnitte- 
nen Theil  durch  6,  lege  den  Anfang  der  y in  den  einen  der  bei- 
den Endpunkte  dieses  Theils,  und  betrachte  die  auf  6 selbst  lie- 
genden y als  positiv.  Bezeichnen  wir  dann  die  Länge  der  im 
Allgemeinen  dem  Endpunkte  der  Abscisse  y entsprechenden,  auf 


*)  Ohne  alle  Beziehung'  auf  die  früher  gebrauchten  Bezeichnungen. 
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der  v*Aze  i^krecht  stehenden  Sehne  oder  Chorde  des  Schnitts 
Fa  durch  fy,  so  ist,  was  hier  keiner  weiteren  Erläuterung  be- 
dürfen wird: 

O 

und  wenn  man  nun  wieder  die  Linie  b in  eine  grössere  oder  ge- 
ringere Anzahl  von  Theilen  theilt,  und  sowohl  die  Emt- 
fernungeii  der  einzelnen  Theilpunkte  von  dem  Anfansspunkte  der 
y,  als  auch  die  diesen  Theilpunkten  entsprechenden  Werthe 
ron  fy,  d.  h.  die  Längen  der  denselben  entbrechenden , auf  der 
y‘Axe  senkrecht  stehenden  Sehnen  oder  Chorden  von  Fa  be- 
stimmt, so  kann  man  mittelst  der  bekannten  Näherungsforraeln 
zur  Ermittelung  der  Werthe  bestimmter  Integrale  den  Flächen 
raum 


Fa — fydy 

u 

berechnen^  im  Allgemeinen  mit  desto  grösserer  Genauigkeit;  ^e 
grösser  die  Anzahl  der  auf  der  Linie  6 angenommenen  Theil- 
punkte  ist. 

Hieraus  sieht  man  also,  wie  man  sich  im  Allgemeinen  bei 
der  näherungsweisen  Bestimmung  des  Volumens  V zu  verhalten 
bat,  was  nun  auch  unmittelbar  auf  die  Bestimmung  des  Volumens 
V“  angewandt  werden  kann. 

V.  Endlich  kommt  es  nun  noch  auf  die  Bestimmung  der 
Grösse 


V> 

v=r-  r 

w 

an,  wo  y'  und  Y sich  auf  das  System  der  oder  ein  anderes 
beliebiges  demselben  paralleles  Coordioatensystem  beziehen  kön- 

U> 

nen.  Weil  diese  Grösse  aus  den  zwei  Theilen  y'  und  F besteht, 
so  haben  wir  uns  mit  der  Bestimmung  eines  jeden  dieser  beiden 
Theile  besonders  zu  beschäftigen. 

tP 

Was  zuerst  die  Grösse  F betrifft,  so  wird  dieselbe  durch  die 
Bestimmung  des  Schwerpunkts  des  homogenen  Körpers  V'  erhal- 
ten, und  wir  wollen  daher  im  Allgemeinen  zeigen,  wie  der 
Schwerpunkt  eines  beliebigen  homogenen  Körpers  am  besten  durch 
Näherung  bestimmt  werden  kann,  was  dann  unmittelbar  auf  die 
Bestimmung  des  Schwerpunkts  von  und  demnach  der  Grösse 
» 

y‘  angewandt  werden  kann,  und  hier  nach  den  gegebenen  allge- 
meinen Entwickelungen  einer  besonderen  Erläuterung  nicht  wei- 
ter bedürfen  wird. 
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Durch  den  gegebenen  Körper,  deeaen  Volumen  wir  im  All- 
gemeinen durch  y bezeichnen  wollen,  lege  man  drei  auf  einan- 
der senkrecht  stehende  Axen  der  ar,  z,  und  bezeichne  die 
ersten  Coordinaten  der  beiden  Durchscbnittspunkte  der  Axe  der 
a;  mit  der  Oberfläche  des  gegebenen  Körpers  durch  a und  6,  in- 
dem zugleich  angenommen  Vird,  dass  a kleiner  als  6 sei.  Die 
Coordinaten  des  gesuchten  Schwerpunkts  des  gegebenen  homoge- 
nen Kurj>ers  in  dem  angenommenen  Systeme  seien  Ä,  V,  Z, 
wobei  eine  Beziehung  dieser  Bezeichnungen  zu  den  früher  ge- 
brauchten Bezeichnungen  nicht  Statt  findet,  indem  die  vorliegende 
Untersuchung  ganz  allein  steht,  und  von  uns  möglichst  allge- 
mein gehalten  werden  wird.  Den  Flächeninhalt  des  im  Allge- 
meinen dem  Endpunkte  der  Coordinate  a;  entsprechenden,  aaf 
der  Axe  der  a:  .senkrecht  stehenden  Schnitts  des  Körpers  F,  in- 
dem derselbe  als  Function  von  x betrachtet  wird,  bezeichne  man 
durch  Fr,  und  denke  sich  das  Intervall  b—a  in  n einander  gleiche 
Theile  getheilt,  deren  jeden  wir  durch  i bezeichnen  wollen,  so 
(lass  also 

b—a 

n 


ist. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

TP  — if a -}■  iFo+i-hlF -|- ...  -f-  iF a )^(n— ili 

und 


-F  ^OFb  + i(a  i)Fo4f+i(o  -f  ^ *•  + — 

2n  — 1 . 

+ <"(*■+  2 ■*") 

so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte,  indem  man  im  Folgen- 
den bei  allen  Gränzen  voraussetzt,  dass  n sich  dem  Unendlichen 
oder,  was  Dasselbe  ist,  i sich  der  Null  nähere,  offenbar: 


V j Lim3£ 

A.  = Liim  • 

TP  LiraTP 


Augenscheinlich  ist  aber 


F=Lim1p 

— Lim  . l j F s F s+i-f  Fo  f 2i-|-  ...-|-  Fa4-(n— |)f  | 

— Lim.  i{  Fo  -|-  Fa■^-^  -F  Fo  [ j,-  -}-  ...-FFo+nil  — Lim.iFj , 

folglich,  weil  nach  einem  bekannten  Satze 


— Lim.t  |Fa-F  ^ a\  i i'  a-\  *ii  ...“F 
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und  offenbar 


Lini.iF»=.0 


ist; 


Ferner  iat 


ae= 


«taF«  + (a+r)F,+i  + (a+2t)Fa+af  + ....  + (a+(n-l)i)Fa+(„_,),l 

"F  **{F 11  + Fa-\-i  + F»^  2i+  ...  + Fa4-(n— j)it 

= t|  oFa  + (a+t^Fn+i  + («+2i)Fo+ji+...+  (a  + ni)Fa^  ml 

—ibFi 


1 


+ 2 *"'*tF«  + Fo4.,-  + +....  + 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

* Lim  3E  ■= 

Lim.i  I oF , + (« + i)F *4.,-  + (a+2e)Fo42i  + ....+  (o + m')Fo  4. , 
— Lim  ,ibFi-\-^  Lim.i  F, 

folglich  nach  einem  bekannten  Satze,  und  weil  offenbar 

Lim.i6F»  = 0,  Lim.iF=0 
ist: 


Lim3£= ^ xFxdx. 

a 

Also  ist  nach  dem  Obigen 

yxFxdx 
_ « 


'X 


Fxdx 


oder 


/ 

Xrz'^— 


xFxdx 
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Bezeichnen  wir  jetzt  den  gehörig  als  positiv  oder  als  negatW 
betrachteten  Abstand  des  Schwerpunkts  des  Schnitts  Fx  von  der 
Ebene  der  xi  durch  /»,  und  setzen  der  Ktirze  wegen 


3? — ifaF a -f"  */ä-|-iEo-|-|-|-  o-J  a "I”  */ö+(n— i)i^ a-f  i"— !)•> 

SO  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 


K=:Lim 


3?  Lim3? 
r~Limr  ■ 


Nun  ist  aber 


3?  — * I faF 1 + /a-f  lE’o+f  + /ö+aifo+ai  + + fa\ni  t a-f  ni  i 

-ifiFt, 


also 


Lim3?= 

\j\md\faFa-\-fa-[-iFa^t  + /a+ai^ofzi  +A4n»^o+mj 

— VAm.ifbFh, 

folglich  nach  einem  bekannten  Satze,  und  weil  offenbar 

Lim . i/i/'"'*  = 0 

ist: 


a 


Fxdx. 


Folglich  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


oder 


Bezeichnet  nun  q>x  den  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  ix- 
trachteten  Abstand  des  Schwerpunkts  des  Schnitts  Fx  von  der 
Ebene  der  xy,  so  ist  auf  ganz  ännliche  Art  wie  vorher : 
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Also  haben  wir  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Coordinaten 
X,  V,  Z des  Schwerpunkts  des  homogenen  Körpers  F die  fol- 
'enden  Formeln; 


v_t/  ö 

ffxF^x 
V — J « 

r q>xFsdx 

y — t/  ® 

pi  ’ 

Ja 

> ^ — /»»  ’ 

/„ 

)der 

P xFJlx 

V «/  ® 

rfxF.dx 

f g)xFx3x 

Xj  <* 

-A  ^ y , 

F—  y 

Z_  ^ 

Setzen  nir 

y=fz,  i~<px\ 

• 

ro  also  y,  X die  als  Functionen  von  x 
Iritte  Coordinate  des  Schwerpunkts  des 
•0  ist: 

betrachtete  zweite  und 
Schnitts  Fx  bezeichnen. 

PxFSx 
V J * 

f'yFsdx 

1/  t/  ö 

HiF^x 

A — , 

* ~ pb  ’ 

/ F^a; 

l/  O 

^ — pb  > 

/„ 

>der 

PxFsdx 

V J a 

^ TT  9 

fyf'sBx 

ir t/  ® 

' — iz-  ’ 

pb 

^ l/  O 

" — V 

Wegen  der  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Grössen 
^=/»,  t = q>x 
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haben  wir  nun  iiuch  zu  zeigen,  wie  fiberhaupt  die  Coordinaten 
des  Schwerpunkts  einer  ebenen  Figur  bestimmt  werden  können. 


Zu  dem  Ende  lege  man  durch  die  gegebene  Figur,  deren  Flä- 
cheninhalt durch  F bezeichnet  werden  mag,  zwei  aut  einander 
senkrecht  stehende  Axen  der  rr  und  y hindurch,  so  dass  dieAxe 
der  a:  die  Figur  F in  zwei  Theile  theilt,  welche  wir,  jenacbdem 
in  ihnen  die  positiven  oder  die  negativen  v liegen,  respective den 
positiven  una  den  negativen  Theil  der  Figur  F nennen  wollen. 
Ueberhaupt  mag  der  Abscissex  in  dem  positiven  Theile  die  Ordinate 
Vx,  in  dem  negativen  Theile  die  gleicnfalls  als  positiv  betrachtete 
Ordinate  y'x  entsprechen.  Die  gesuchten  Coordinaten  des  Schwer- 
punkts der  Fip^ur  F seien  X,  Y,  und  die  Abscissen  der  beiden 
Durchschuittspunkte  des  Umfangs  der  Figur  F mit  der  Axe  der 
X seien  a und  b , so  dass  a kleiner  als  b ist.  Das  Intervall  6— o 
theile  man  wieder  in  n gleiche  Theile  ein,  und  setze 


b — a 

_ j 


wo  i eine  positive  Grosse  ist. 

Setzen  wir  nun  der  Kfirze  wegen 

5*=  *yo  + *yMi  + *3r»f*«+---+*y“+(»-i)<  ’■ 

+ VA  + + *ya+2«  + -I  + fy'o+(n-i)i 

und 


I 

I 

I 


= i(a  + ^ i)ya  + i (a  + %a+i  + *(«  + y «)  ya+ai  -f  • 


-f  t(a  + 2 — O.Va+(»-i; 


1 3 5 ■ 

+*(«  + ^*)yo+*(«+  ^oy«-M+»v«+^t)y<i+ai  +— 


2n—  1 ; 

+ * (o  H 2 ^ )•  > I 


so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 


„ LimX 

A = Lim^=j^-. 


Es  ist  aber  ' 


1 
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F=  Lim5 

“ Lim. i (yo +yo+(  f- 3^0-1-21  + •••  +yoKn-i)i) 

+ l'*™  • Hy'a  + .y'o|-i  +y^o  ta«  + — f y*a+(n— I)i) 
= Lira./(yo+yofi  + yo+üi  + --+yafni) 

+ Lim  , i {y'a  + y'a+i  + y'o+2«  + — + y'aUi) 

— Lira . iyb  — Lim . iy'j , 

aUo  nach  einem  bekannten  Satze  und  weil  offenbar 


ist; 


Lim.iy»=0,  Lim.r3r'i=0 

/»  ' /»»  pb 

y,0j;  + J y'xdx  = / (y,  h y'x)Ba:  • 


Ferner  ist 


X=i  1 ayo  + (a+i)yafi  + (a+20y«+*t  + ...  + (a+ni)y4^„,  | 

+ »I  oy'a  + (n+Oy'.+i  + (a+2i)y',f2.-  + ...  + (a+«%'a^  ni  I 

1 . . ‘ 

+ ^*.i|yo+yafi  + ya+ai  + ...  +yo+(»-l)il 

+ ■^  *.*12^ a +y'of«  +3^0+21  +...  +y*o+(n-l)i! 

, —ibyb—ihy'b, 
also 

Lim3£= 

Lim  t . I aya  + (a+i)y«+f  + (a+2i)y«^ ai+  •••  + («+»«»)yo+»r  1 
+ Lim.t|ay'B+  (a+i)y'o+t  + (a+2i)y  0+21  + — + (a+«i)y'o+nil 

1 

+ 2 Lim.j’F — Lim.r6(yi  + y'a) , 

d.  i.  nach  einem  bekannten  Satze,  und  weit  offenbar 
Lim  .iF=0,  Lim . r6(yt  + y'b)  = 0 
ist: 


Limj£ 


a <s  o 


x(yx-{-y'x)Bx  • 


ßaher  ist  nach  dem  Obigen 
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A = 


(yx+^'*)ö^ 


oder 


A=' 


Setzen  wir  ferner  der  Kü'rze  wegen 

3?  = |'*y®a+ \ *y*»+2i  + — + 2 *■3'*®+ 

— |iy'*o+i— T^*y'*oia( — 2*y'*a+(n-iW, 

SO  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpninkte  oflfenliar 
r=L««5  = LTii5  • 


Nun  ist  aber 


Lim3? 


= +^*o+« +y®»+2«+ •••  + I 


— i Lim . t jy'*a  + y'®of  i + y'®o+ai  + -.  +y®o+«  I 
+ ^ Lim . iyh  — 2 • *2t’**> 

d.  i.,  wie  sogleich  erhellet, 

Um^=\ J"' J (y*s-y^x)dx, 


folglich 


»'=J- 


1 

y^  (»x+y*)3« 


oder 
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/ 


r=z 


1 f a 


F 


Man  hat  also  jetzt  zar  Bestimmung  der  gesuchten  Coordina 
tea  X,  Y des  Schwerpunkts  der  ebenen  Figur  F die  folgenden 
Formeln : 


^ x(yx+if’T)dx 

1 ^ (!/^x—y'^x)Sx 

— pt  j 

^ — 2 • />& 

J ^ iyx^-y'x)^x 

x{Hx-{-y'x)^x 

1 f (y^x—y'^x)8x 

Bei  der  Einrichtung,  welche  wir  allen  vorhergehenden  For- 
nteln  hier  gegeben  haben,  kann  es  nicht  dem  geringsten  Zweifel 
unterliegen,  wie  man  dieselben  zur  Bestimmung  des  Schwerpunkts 
des  homogenen  Körpers  V'  mit  Hülfe  der  bekannten  Formeln  zur 
annähern<mn  Ermittelung  der  Werthe  bestimmter  Integrale,  und 

» 

also  auch  zur  Bestimmung  der  Grösse  y‘,  anzuwenden  hat.  Wei- 
tere Erläuterungen  hierüber  würden  an  diesem  Orte  unnütze  Weit- 
läiiligkeit  sein,  da  man,  wie  gesagt,  den  einzuschlagenden  Weg 
auf  der  Stelle  übersiebt. 

Endlich  ist  nun  noch  die  Bestimmung  der  in  dem  obigen  Aus 
druck  von  v vorkommenden  Grosse  V übrig.  Diese  Bestimmung 
erfordert  die  Ermittelung  des  Schwerpunkts  des  ganzen  als  ein 
uugieichformig  dichter  Körper  betrachteten  Schiffs,  und  ist  eben 
deshalb  eigentlich  die  weitläufigste  Operation  bei  der  ganzen  Sta- 
bilitätsbestiramung  des  Schiffs.  Dessenungeachtet  können  wir  über 
diese  allerdings  weitläufige  Operation  hier  nichts  weiter  sagen, 
indem  alle  dabei  zu  befolgenden  Regeln  durch  die  aus  der  Statik 
bekannte  allgemeine  Theorie  des  Scdiwerpunkts  vollständig  an  die 
Hand  gegeben  werden.  Immer  wird  man  aber  das  ganze  Schiff 
in  verschiedene  Theile  zerlegen  müssen,  welche  mit  möglichster 
Annäherung  als  homogene  oder  gleichHirmig  dichte  Körper  be- 
trachtet werden  können,  wird  nach  dem  Vorhergehenden  die 
Schiverpunkte  dieser  einzelnen  homogenen  Theile  des  Schiffs  zu 
suchen,  und  daraus  nach  den  allgemein  bekannten  Formeln  aus 
der  Theorie  des  Schwerpunkts  aui  den  Schwerpunkt  des  ganzen 
Schiffs  zu  schliessen  haben.  Je  mehr  Genauigkeit  man  zu  erreichen 
beabsichtigt,  desto  weitläufiger  und  zeitraubender  wird  natürlich 
diese  0|>eration  werden,  mancherlei  Abkürzungen  werden  sich 
aber  bei  der  wirklichen  Ausfähriing  derselben  von  selbst  ergeben 
über  welche  sich  im  Voraus  etwas  Allgemeines  nicht  feststeilen 
lässt,  %veshalb  wir  uns  hier  mit  diesen  wenigen  Andeutungen  be- 
gnügen müssen. 
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Mit  der  Lehre  von  der  Stabilität  der  Schiffe  hängt  ein  ande-  I 
rer  für  die  Schiffsbaukunst  sehr  vi'ichtiger  Gegenstand  nahe  zu-  I 
sanimen,  den  wir  hier  für  jetzt  jedoch  nur  von  seiner  allgemeinen 
theoretischen  Seite  betrachten  wollen,  ohne  uns  auf  specielle  An- 
wendungen, die  wir  späteren  Untersuchungen  Vorbehalten,  hier 
schon  einzulassen;  wir  meinen  nämlich  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  das  aus  seiner  ruhigen  Gleichgewichtslage  auf  &m  Was- 
ser gebrachte  Schiff  in  jene  Lage  wieder  zurüäkehrt,  oder  die 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  es  rollt  oder  stampft.  In  dieser 
Beziehung  pflegt  man  das  Schiff  mit  einem  einfachen  Pendel  zu  ver- 
gleichen, welches  seine  Schwingungen  ganz  in  derselben  Zeit  vollen- 
det wie  das  rollende  oder  stampfende  Schiff  seine  oscillatorischen 
Bewegungen  auf  dem  Wasser.  Je  langsamer  diese  Bewegungen 
vor  sich  gehen,  d.  h.  je  grösser  die  auf  die  Vollendung  derselben 
verwandte  Zeit,  oder  je  länger  das  dem  Schiffe  isochrone  ein 
fache  Pendel  ist,  desto  vortbeilhafter  ist  es  natürlicb,  desto  we- 
niger werden  dem  Schiffe  seine  oscillatorischen  Bewegungen  auf  , 
dem  Wasser  Gefahr  bringen,  und  desto  mehr  wird  dasselbe  über- 
haupt seinem  Zwecke  entsprechen. 

Denken  wir  uns  jetzt  zuvörderst  ganz  im  Allgemeinen  ein  Sy- 
stem auf  ihre  Schwerpunkte  reducirter  Massen 


m,  Ml , «2,  f/13,  m*,....; 

welches  sich  um  die  feste  horizontale  Axe  der  z als  Drebungsaxe 
in  einer  oscillatorischen  Bewegung  befindet;  so  haben  wir  nach 
§.  3.  bekanntlich  die  Gleichung 


Em  (x  ^^~y^)=:Em (x Y—yX) . 


Bezeichnet  nun  ’ig  die  Intensität  der  auf  die  Masseneinheit  bezo- 
genen Schwere,  und  sind 

Pi.  Pa,  Pa,  P4,-- 


gewisse  an  den  materiellen  Punkten 


m,  m^,  nia,  WI3,  m*,  ....  j 

stets  nach  vertikalen  Richtungen  wirkende,  natürlich  mit  den  ge- 
hörigen Zeichen  genommene  Kräfte;  so  ist  offenbar,  wenn  man  1 
sich  nur  aus  §.  3.  an  die  Bedeutung  der  Symbole  f 


erinnert : 
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il 

0 

II 

”« 

1 

1 

Z'=0; 

1 

«V 

0 

II 

Z'i  = 0; 

A'a  = 0,  }’'a = Pa— 25071a , 

Z'a=0; 

A's  z=  0,  F's  = ps  — 257H3 , 

Z'a  = 0; 

U.  8.  w. 

also  nach  §.  3. 

X=—=0.  r^  — =z^  — 2g, 
m mm'^ 

Z=-  =0; 

»i  ’ 

A,  = ^'  = 0,  = ^ = 

* »Il  * »Ix  nii . ^ 

2.=|i=0; 

Aa=— * = 0,  Y^=^=S^-<lg 

Z,  = |j=0i 

nui 

= 0.  La  = — =^-'2g. 

3 »I3  ’ ® WI3  WI3 

II 

II 

0 

u.  s.  w. 

Kolglich  ist  offenbar 

2m(x  V—^X)-=  2j;(p~2gni)=  üpar — ^gEnix , 
also  nach  dem  Obigen 

Zm{x  —g^^)—  Spx—  'lgEmx . 

Bezeichnen  wir  aber  durch 

> ^2 j ^3» 

<lle  Eiitremungen  der  materiellen  Punkte 

m,  7«,  , 771a,  77*3,  7«4,  .... 

von  der  horizontalen  Drehung.saxe,  und  durch 

9> , (pi,  <p%,  (p3,  (fi 

die  am  Ende  der  Zeit  t von  den  Linien 

*■ , J"i , Ta,  T3,  r^,.... 

mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x eingeschlossenen  Win- 
liel,  indem  inan  alle  diese  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der 
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Axe  der  x an  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  nach  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  y hin  zählt;  so  ist  offenbar,  wenn 
wir  als  einen  Repräsentanten  der  übrigen  bloss  den  materiellen 
Punkt  m in’s  Auge  fassen,  in  völliger  Allgemeinheit: 

x=rcos(p,  y—r8\oq>i 

also 


und 


dx  . Sq>  8y  dg> 

g^  = -rsin,,g^,  g?=rcos9>gj 


B^x 

W=~ 


8*q>  /S(fY 

rsing>g^  — rcosy^-g^^  . 


8*jr 

0<a~ 


0®m 

pcosq)  rsinqp 


(if/ 


folglich,  wie  man  leicht  Gndet: 


0*y  B^x 


r® 


8®y 

W’ 


und  daher  nach  dem  Obigen 

Xffir®  = Sprcoscp  — 2g  Smrcosip . 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  des 
Systems  der  Massen 


wi,  »n,,  nij,  OTs, 

von  der  horizontalen  Drebungsaxe  durch  R,  und  durch  0 den  auf  i 
dieselbe  Weise  wie  vorher  genommenen  Winkel,  welchen  am  Ende  ' 
der  Zeit  t die  Linie  K mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x 
einschliesst;  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkt 


mx  + niiXi  + + »»3.1:3  + ..... 

m + r«i  + »»I  + m-i  + »»I3  + .... 

mrcosqp  + nijrjCOS(pi  L »«2r2COS(pa  ■h»«3r'3COS(p3  + .... 

~ TO  + OTj  + »»2  + »»3  + .... 

£mrco»w  „ . 

= — ~ ßcos®, 

und  folglich 

i 

£mrcos(p=  ßcos<P2m, 
also  nach  dem  Obigen 
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—£prcoaq>—  2gRcoa02m. 

Weil  aber  die  Winkel  g>  und  Q,  und  eben  so  die  Winkel  <pi  und 
d>,  <p2  und  <Z>,  9^3  und  <P,  u.  s.  w.  immer,  d.  b.  Itir  jedes  t,  um 
dieselbe  constante  Grösse  von  einander  verschieden  sind,  so  ist 

^<P3_S*0 

8/*  ~ 8<*  ’ ar»  ~ 8t*  ’ a<*  ~ sp’  bp~  bp * 

also| 


EmP  = EmP 


8^0 

BP 


und  (olglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


EmP.  = Eprcoaq) — coatPEm . 


Als  ein  System  wie  das  so  eben  betrachtete  lässt  sich  wenig 
steus  näherungsweise  ein  Schiff  auf  dem  Wasser  ansehen.  liei 
unendlich  kleinen  Drehungswinkeln  kann  man  nämlich  wenigstens 
näherungsweise  annehnieii , dass  die  das  Schiff  sollicitirende  Kraft 
4-6'  immer,  d.  h.  bei  allen  Lagen  des  Schiffs,  in  dem  Schwer- 

f)unkte  des  eingetauchten  Theils  bei  der  ruhigen  Gleichgewichts- 
age des  Schiffs  auf  dem  Wasser  wirke,  un^  kann  unter  dieser 
Voraussetzung  im  Vorhergehenden,  indem  m als  im  Schwerpunkte 
des  eingetauchten  Theils  bei  der  ruhigen  Gleichgewichtslage  des 
Schiffs  auf  dem  Wasser  befindlich  angenommen  wird, 

p = + 0 

und 


Pl  =Pt  =P3=Pi=...  = 0 

setzen,  wodurch  die  obige  Gleichung  in  die  Gleichung 

8»® 

EmP.  z=  Grcoacp — 2gRcoaO Em, 


oder , weil 


ist,  in  die  Gleichung 


G = 2gEm 


EmP 


8*<P 

• BP 


= G (rcosqci  — RcoaO) 


übergeht. 
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Die  horizontale  Drehungsexe  wollen  wir  nun  in  der  durch 
den  Schwerpunkt  des  ganzen  Schiffs  and  den  Schwerpunkt  des 
eingetauchten  Theils  des  Schiffs  bei  seiner  ruhigen  Gleichgewichts- 
lage auf  dem  Wasser  gehenden  V'ertikalebene  annehmen,  und 
wollen  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Stabilität  des  SchiSs 
positiv  sei,  die  Länge  eines  einfachen  Pendels,  welches  seine 
Schwingungen  ganz  auf  dieselbe  Weise  vollendet  wie  der  untere 
der  beiden  Theile,  in  welche  die  durch  den  Schwer^nkt  des 
ganzen  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetauchten  Theils  bei 
der  ruhigen  Gleichgewichtslage  des  Schiffs  auf  dem  Wasser  ge- 
hende Vertikale  durch  die  horizontale  Drebungsaxe  getheilt  wird, 
die  seinigen,  durch  L bezeichnen.  Dann  müssen  wir,  um  diese 
Pendellänge  zu  bestimmen , die  folgenden  Fälle  unterscheiden. 

Der  Fall,  dass  an  dem  Schiffe  die  Kraft  — G oberhalb,  die 
Kraft  -f  6r  unterhalb  der  Drebungsaxe  wirkt,  kann  nicht  Vorkom- 
men , weil  dann  offenbar  die  Stabilität  nicht,  wie  doch  vorher  an- 
genommen worden  ist,  positiv  sein  könnte. 

Wenn  die  Kraft  — G iinterbalh , die  Kraft  G oberhalb  der 
Drebungsaxe  wirkt,  so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesenen  all- 
gemeinen Gleichung 


£mr^.  = £prcos(p  — 'igll costpZm 

auf  der  Stelle  die  Gleichung 


S^O 

L-^  = -2ffcosO , 


und  da  nun  nach  dem  Obigen 
0*<I> 

= G (reoaep  — Rcoa  0) 

ist,  so  erhalt  man  durch  Division 

Emr^  G (rcosip  — Wcos  <P) 

L 2yw>i0 

Nun  ist  aber  in  diesem  Falle  offeiibar 


q>=z0  — n,  v.nacp  — — cos<P; 


also 


Zwr® G’(r  + U) 

L ~ 

Ferner  ist  aber 

tP 

Ä’,  = Wcos«S,  X'i  =rcosq)=  — rco.s® ; 
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also 

Al  — JTi  = (r  + Ä)cos<I>, 
und  folglich , weil  nach  §.  6-  bekanntlich 

ist: 


0=G(r  + /?)cos®  j 


• G(r+ß)=0sec®. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 

Awr>  0 

= 17-  sec®. 
L ‘■2g 

Offenbar  ist  aber  in  diesem  Falle 


! 

also 

folglich 


® = « + 2 Ji, 

cos®  = sina>,  sec®=cosec«aj 

£mr^  0 
— f — = ö“COsecM. 

L 2g 


Wenn  die  Kräfte  — G und  + G beide  unterhalb  der  Üre^ 
hnngsaxe  wirken , so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesenen  allge- 
meinen  Gleichung 


0*® 

Zmr^.  = 2prcaaq> — 2g R cos<DSm 


wieder  auf  der  Steile  die  Gleichung 
0*® 

= — 2^cos®i 

und  da  nun  nach  dem  Obigen 

02®  . 

Zmr^.  = G(rcos9—  «cos®) 


iat,  so  erhält  man  durch  Division 
Theil  XV.  8 
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Zmr'*  _ G(rco8(p  — ficos<I>) 

L '2gcoaO 

Nun  ist  aber  in  diesem  Kalle 

q>=Q,  cosq>-=cos^; 

also 

Emr^ G(r — R) 

~~lT  ~ ‘lg  I ■ 

Ferner  ist  aber 

tIT 

Xi  — RcosO,  Xi  — >‘cos(p=rco8(P; 

also 


W 

Xi  —JCi  = — (r — Ä)cosfl>, 
und  folglich , weil  nach  §.  6.  bekanntlich 


ist: 


also 


— G(r — R)cos0, 


— G(r—Ä) =0sec(2> . 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 

Emr^  0 _ 

— f — = sec®. 

L ‘lg 

Offenbar  ist  aber  auch  in  diesem  Falle 


®=C9  +5-JE, 


also 


folglich 


cos®  = sine>,  sec®=  cosecw; 


Smr^  0 

__  _ 

Wenn  Äe  Kräfte  ■ — G und  +G  beide  oberhalb  der  Dre- 
hungsaxe  wirken,  so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesenen  all- 
gemeinen Gleichung 
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0*<P 

• ümr^ . ^ = £prcosg>  — 2gKooa  ^Zm 

leich't  die  Gleichung 

_ 7t)  , _ 

^ 0<» =— -ifl'C0S(®  + 7l), 

d.  i.  die  Gleichung 

^0^=2^cosa>, 

uod  da  nun  nach  dem  Obigen 
ß2<D 

Zmr^.  = G(rcos<p  — Kcos0) 

ist,  so  erhält  man  durch  Division 

Emr^  G(rcQ8cp --Rcos0) 

L '2^cos(Z> 

Ndd  ist  aber  in  diesem  Falle 

y = <P,  cos9>  = co8<P; 

also 

Zmr*  G{r—R) 

L ~ 2 ff 

Ferner  ist  aber 


X,  — Rens  ® , Xi  =rcosq>  = rcos  <P ; 


also 


A'i  — = — (r-  Ä)co8(I> , 
und  folglich,  weil  nach  §.  6.  bekanntlich 

S=G(ATi-r“) 

ist; 


0 = — G (r — R)cosO, 
also 

G(r — R)= — 0sec<P. 
Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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£im^_ 

L - 


cj-secd*, 

^9 


Offenbar  ist  aber  in  diesem  Falle 


<P  = wl  nr ’*> 


also 


cos<P  = — sinca,  sec®  = — cosecw; 


folglich 


Emr^ 

L 


= vi"  cosec  cü . 


% 


Hiernach  haben  wir  also  die  völlig  allgemein  gültige  Gleichung 
aus  welcher 


Emr^  ct 

^ cosec  w. 


2fjEmr^ 

€»cosecw 

folgt.  Dass  diese  Gleichung  nur  mit  desto  grösserer  Genauigkeit 
richtig  ist,  je  kleiner  der  Winkel  ca  ist,  versteht  sich  nach  dem 
Obigen  von  selbst. 

Bezeichnet  man  die  Gewichte  der  Massen 


m,  TH,,  m^,  W3,  rtii,  .... 


respective  durch 


®,  , CB2 , ©3, 


60  ist  offenbar 


und  folglich 


‘igErmfl—  E(Sr^, 


L= 


E(3t^ 

0cosec(B 


Der  Zähler  JS(5r*  dieses  Bruchs  ist  bekanntlich  das  in  Bezug 
auf  die  zum  Grunde  gelegte  Drehungsaxe  genommene  Triigheits- 
moraent  des  Schiffs,  und  der  Nenner  0cosecco  ist  die  durch  sino 
dividirte  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  die.selbe  Drehnngs- 
axe.  Man  erhält  also  die  Länge  des  dem  Schiffe  isochronen  ein- 
fachen Pendels,  wenn  man  das  Trägheitsmoment  des  Schiffs  i“ 
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Bezug  auf  die  angenommene  Ürehungsaxe  durch  seine  mit  der 
Cosecante  des  Winkels  co  multiplicirte  Stabilität  in  Bezug  auf  die- 
selbe Drehungsaxe  dividirt.  Dass  das  Product  0cosecu  von  dem 
Urehungswinkel  co  bei  unendlich  kleinen  Urehungswinkein  ganz 
unabhängig  ist,  geht  aus  dem  aus  dem  Obigen  bekannten  Aus- 
drucke der  Stabilität  in  diesem  Falle  unmittelliar  hervor.  Dass 
man  bei  wirklichen  Anwendungen  der  obigen  Furniel  in  der  Praxis 
die  horizontale  ürehungsaxe  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs 
legen  muss,  bedarf  nach  den  in  §.  5.  angestellten  allgemeinen  Be- 
trachtungen kaum  noch  einer  besonderen  Bemerkung.  (lanz  aut 
dieselbe  Art  wie  vorher  ausgedrflckt,  tindel  sich  der  obige  Satz 
in  Euler’s  Scientia  navalis.  T.  I.  Petropoli.  174'J.  4®. 
Propositio  21.  Coroll.  1.  p.  06.,  wo  Euler  sagt:  „Longi- 
tudo  ergo  penduli  isochroni  aequatur  niomento  iner- 
tiae  figurae  respectuaxisgyrationisdiviso  per  Stabili- 
tät emfiguraer  es  pectu  eiusdemaxis,  proutquidem  sta- 
bilitatem  exprimere  constitiiimus.  Euler's  theoretische  Dar- 
stellung lässt  aber  Vieles  zu  wünschen  übrig,  und  man  muss  sich, 
mit  Rücksicht  auf  die  oben  in  5. 9.  Anmerkung,  gemachten  Bemer- 
kungen, an  Euler’s  Begriff  cler  Stabilität  und  die  Form,  unter 
welcher  er  und  die  meisten  älteren  Schriftsteller  dieselbe  darstel- 
len, erinnern,  wenn  mau  die  völlige  Uebereinstimmung  seines 
Satzes,  der  sich  auch  ohne  Beweis  in  seiner  Theorie  complete 
de  la  construction  et  de  la  manoeuvre  des  vaisseaux. 
Nouvelie  editiou.  Paris  1776.  S.  p.  63.  findet,  erkennen  will. 

Bezeichnen  wir  die  Schwingunsszeit  des  dem  Schiffe  isochro- 
nen einfachen  Pendels  von  der  Länge  L durch  (E,  so  ist  bekannt- 
lich nach  den  Lehren  der  Mechanik,  wenn  e die  Elongation  be- 
zeichnet: 


Ist  aber  wie  im  vorliegenden  Falle  s unendlich  klein,  so  kann 
man  näherungsweise' 


setzen;  und  liihrt  man  nun  fiir  L seinen  obigen  Ausdruck  ein, 
so  erhält  man  zur  Berechnung  von  C die  Formel 


£(Br^ 


2ff&  cosec» 


D^ilized  by  Googl 


118 


mittelst  welcher  man  sogleich  die  Oscillationszeit  des  Schiffes 
findet. 

Um  den  Werth  der  ira  Vorhergehenden  angestellteo  Unter 
suchungen  für  die  Praxis,  welchen  man,  ungeachtet  der  jedenfalls 
sehr  grossen  Wichtigkeit  und  des  grossen  Interesses  derselben, 
doch  auch  zu  überschätzen  sich  hüten  muss,  ohne  auf  weitläufige 
Erörterungen  mich  für  jetzt  einlassen  zu  können,  in  möglichst 
helles  Li^t  zu  setzen , will  ich  diese  Abhandlung  mit  den  folgen- 
den Worten  Euler’s  (Theorie  complete  de  la  construction 
et  de  la  nianoeuvre  des  vaisseaux.  p.  65.)  schliessen; 

„Lorsque  la  mer  se  trouve  dans  une  gründe  agitation,  an 
comprend  aisement  que  le.s  mouvemens  de  roulis  et  de  tangage 
cn  doivent  souffrir  des  altdrations  tres  considärables , ies  vagues 
dtant  seules  capables,  de  produire  un  balancement  dans  le  vais- 
seau,  quand  meme  il  n’auroit  pas  ^td  incline  par  quelcpie  autre 
force.  Or,  pour  determiner  Ies  mouvemens  qui  seront  imprimes 
alors  au  vaisseau,  la  thdorie  nous  abandonnc  entierement,  parce- 
que  nous  ignorons  encore  absoluinent  Ies  loix  selon  lesquelles  une 
eau  agitee  pousse  Ies  corps  qui  y nagent,  et  qii’ainsi  la  formule 
trouvee  ci-dessus  pour  la  stabilite,  ne  sauroit  plus  avoir  lieu;  U 
en  est  de  mdme  de  celle  pour  la  longueur  du  pendule  isochrone, 

3 ui  devient  entierement  fausse.  L’experlence  ne  nous  permet  pas 
e douter  que  Ies  forces  qu’une  mer  troublee  par  des  vagnes 
exerce  sur  le  vaisseau,  ne  soient  tout  ä-fait  differentes  de  celles 
qu’on  observe  dans  une  eau  calme.  On  a meme  remarque  qne 
iorsqu’un  vaisseau  est  portd  en  haut  par  Ies  vagues,  il  s’eleve 
par  un  raouvement  accelerd,  et  qu’il  retombe  p^  un  raouvenient 
retarde;  ce  qui  paroit  directement  oppose  aux  principes  requs  snt 
l’action  des  eaux.“ 


Anmerkung. 

Im  Obigen  ist  an  einigen  Stellen  (z.  B.  S.20.  und  S.  97.)  das  antge- 
zeichncte  Werk  von  Chapman:  ,,Traitd  de  la  construction  dei 
vaisseaux“  angeführt  und  die  auf  seinem  Titel  stehende  Jahrzahl  1839 
angegeben  worden.  Ich  bemerke  aber,  dass  dieses  Werk  weit  älter, 
und  der  schon  im  Jahre  1781  zu  Brest  erschienenen  französischen  lieber- 
Setzung  nnr  ein  neuer  Titel  vargedruckt  worden  ist.  Eine  neue  Ausgabe 
dieser  Uebersetzung  ist  die  oben  angeführte  vom  Jahre  1839  nicht. 
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WE, 

lieber  das  Integral 


/’ 


f\reff).e-<'9'dq) 


, Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vorstand  der  höheren Bürgerschnle  zu  Ettenheim. 


Wir  wollen  bei  diesem  Integral  voraussetzen,  dass  /■(ref) 
inoerhalb  der  Grenzen  0 und  2«  für  tp,  so  wie  innerhalb  bestimm- 
ter Gränzen  für  r kontinuirlich  sei;  dass  ferner  f{re9’^  an  den 
üränzen  g>  = 0,  (p  = 2n:  den  gleichen  Werth  annehme  und  endlich, 
dass 


Setzen  wir  nun 


so  ist  offenbar 


f(ref')  = rl)(r,(p)  -k  ix(r,<p) . 

/in 

/lre9>)er~”9‘  Sq>=K 


ör" 


/in 

/(")(re?*)0q5. 


vorausgesetzt,  dass  die  Differentialquotienten  f{re9i) /t«)(re9'*) 

innerhalb  der  gleichen  Gränz^n,  wie  oben,  nicht  unendlich  werden. 


Da 

so  ist  auch 
wobei 


f(re9^)=rl)(r,^)  -f-  ix(r,(p). 


fW{re^i) 


,.-N  ^ • f(ref^ 

’O  = ; 


ör» 


/i")  (ref‘')=^>i  (r,q))  -|-  ixi  (r,<p) , 

’l'i (r,<p)  = — ^ . cosn 0 -I-  sinne. 


d"t{j(r,<p)  . „ . 8’>7(r,cp) 

Xi(r.(p)= sin»  e -t—^^cosne; 


und  da  if(r,<p) , y(r,ip)  für  g>=0,  q>=2n;  die  gleichen  Werthe  er 
langen,  so  werden  auch  V^i(r,g>),  x,(r,go)  für  g)=0,  ^=2ji  diesel- 
ben Werthe  haben.  Nun  ist 
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:rc<f</T”+i)(rc»'). 


/in 

e<fi  /i;n+ « )(re9  '')d(p = /■'"'  (re«)  =0 ; 


il.  i. 


U.  i. 


/in 

ef  >■  /\“+ 1 ) (re9i)Sg>  = 0 , 

O 

innerhalb  der  bestimmtei 
1 )(refi)  = , 

/^2yi 

J dr  Br  ’ 

U 

ß«)(ref^B(p  = C. 


wenn  auch  ■>(reV0  innerhalb  der  bestimmten  Gränzen  endlich 
bleibt.  Aber 


also 


Liegt  der  Werth  r = 0 innerhalb  der  mehrfach  genasnteo 
Gränzen  von  r,  so  findet  man  leicht 


also 
d.  h. 

oder  endlich 


C=2«/T")(0), 
(re?*)Ö9> = 2n/(®)(0) , 


indem 


ör"-i  ’ 


y'in 


/\re9')  e— “?•  895  — 


2»./t»)(0)r" 
1.2.3....B  ' 


alle  Null  sind  für  r=0. 


Dieser  Werth  hat  also  Statt,  wenn  f(re9*)  folgende  Bedingun- 
gen erfüllt:  ' 

a)  dass  ßrefi) , f(re9'),..,./X”)(ref*)  alle  ehdiich  bleiben  inner- 
halb bestimmtei- Gränzen  von  r,  und  dass  0 zwischen  diesen  Grän- 
zen liegt; 

b)  dass  f(re9>f)  und  also  auch  seine  DiSerentialquotienten  pe- 
riodisch in  Bezug  auf  q>  seien,  und  der  Umfang  einer  Periode 
2n  sei.  (M.  s.  Journal  de  Math,  par  J.  Liouville.  Avril 
1846.). 
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II 


Beiträge  zur  höheren  Ijehre  ^on  den 
liOffarithmen. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilh.'Matzka, 

ordentl.  Prof,  der  Mathematik  an  der  k.  k.  Univertität  zu  Frag. 

(Vorgelesen  in  den  Versammlungen. der  8eetion  der  kunigl.  bShm. 
Gesellschaft  d.  Wissenschaften  zu  Prag  für  Philosophie  und  reine 
Mathematik  am  8.  März,  5.  und  17.  April  1850.) 


In  dem  Begriffe  und  der  auf  ihn  gegründeten  Lehre  von  den 
Logarithmen,  so  wie  auch  in  dem  Geschichtlichen  und  Literari- 
schen derselben,  dürfte  noch  manches  Interessante  und  Wissens- 
werthe  beizubringen  sein.  Davon  sollen  die  nachfolgenden  zwei 
Abschnitte  einen  Beleg  geben. 


Erster  Abschnitt.' 

Betrachtung  der  bisher  gegebenen  Begriffe  der 
Logarithmen,  und  Aufstellung  eines  neuen. 

Bisher  wurden  im  W^esentlichen  folgende  vier  Begriffe  von 
den  Logarithmen  aufgestellt; 

l.  der  von  dem  eigentlichen  Entdecker  der  Logarithmen, 
lohn  Neper,  ursprünglich  gegebene; 

'2.  der  von  Jobst  Byrg,  dem  gleichzeitigen  Entdecker  der 
Logarithmen , gebrauchte ; 

3.  der  von  Johann  Kepler  verwendete; 

Theil  XV.  » 
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4.  der  gegenn'ärtig  seit  Euler  in  den  Lehrgebäuden  der 
Algebra  übliche. 

Ihnen  füge  ich  noch  bei 

5.  einen  neuen,  von  mir  selbst  erdachten,  in  mancherlei 
Beziehung,  vornehmlich  für  den  Elementar-Unterricbt,  mit  gros- 
sem Vortheil  verwendbaren  Begriff. 


A. 

Neper’s  Erklärung  der  Logarithmen, 
durch  gleichzeitig  angemessen  stetig  veränderliche  Grössen. 

1. 

Neper*)  veröffentlichte  im  Jahre  1614  die  Lehre  der  von 
ihm  entdeckten  Logarithmen  in  folgender  lesenswürdigen,  jetzt 
aber  schon  sehr  seltenen  Schrift:**) 

MiriGci  Logarithmorum  Canonis  descriptio,  Ejusque  usus, 
in  utraque  Trigouonietria;  ut  etiam  in  omni  Logistica  »latbema- 
tica,  Amplissinii,  Facillimi  et  expeditissimi  explicatio.  Authore 
ac  Inventore,  Joanne  Nepero,  Barone  Merchistonii,  etc.  Scoto. 
Edinburgi.  Ex  ofGcina  Andreae  Hart  Bibliopolae,  1614.  4miii. 
Text  64,  logarithniische  Tafeln  90  Seiten.***) 

Auf  Seite  1 — 4 giebt  er  von  seinen  Logarithmen  die  nach- 
stehende, äusserst  scharfsinnige  phorouomische  Erklärung,  die 
ich  hier  wortgetreu  mittheile. 

Caputl.  De  definitionibus. 

1.  Definitio.  Linea  aequaliter  crescere  dicitur, 
quum  punctus,  eam  describens,  aequalibus  moraeiitis  per  aequalia 
intervalla  progreditur. 


*)  Eigentlich  John  Kapier  oder  K c p a i r,  Lord , Baron  von  Mer- 
chiatOD,  ein  Schotte,  geh.  15ä0,  geat.  I61S. 

**)  Ich  benützte  dua  in  der  itiblinthck  dea  k.  k.  Bombardier  Corpi 
zu  Wien  vorliandcne,  aua  dem  Kachlaas  weil.  Joa.  Ilantachl’a,  Prof, 
der  höh.  Math,  am  Wiener  k.  k.  polj  trch.  Institute,  eratandene  Exemplar. 

***)  Davon  erachien  im  Jahre  1619  «owohl  ein  bluaaer  Abdruck  in 
Lyon,  ula  auch  eine  von  Kcpcr'a  Sohn  Robert  bcaorgte  neue  Auagabe 
mit  einigen  nachgelaaacnen  \Verken,  darunter  als  liichcr  gehörig: 

Primo,  Miriöci  ipsiua  canonia  conatructio,  et  Logarithmorum 
ad  naturulea  ipaorum  nuracroa  habitiidinea; 

Sec  und  o,  Appendix  de  alia,  eaque  praeatantiore  Logarithmorum 
apecie  conatruenda. 

Im  Jahre  1620  endlich  wurden  auch  dieae  nachgelaaaenen  Werke'  lu 
Lyon  nacligcdruckt.  i 

Vondieaen  Nachläaaen  iat  mir  jedoch  nichta  in  die  Hände  gekom/tBea. 
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Sit  (Taf.  III.  Fig.  1.)  punctus  A,  a quo  ducenda  est  iinea 
Quxu  alterius  puocti,  qui  8it  B.  Fluat  ergo  primo  momento  B 
ab  A in  C,  secundo  momento  a C in  D,  tertio  momento  a 
D in  E,  atque  ita  deinceps  in  infinitum  describendo  lineam 

ACDEF intervallis  AC,  CD,  DE,  EF,....,  et  caeteris 

deinceps  aeqnalibus,  et  momentis  aequalibus  det>crip(is.  Dice- 
tnr  haec  Iinea,  per  definitionem  superius  traditam,  aequaliter 
crescere. 

Corollariuni.  ünde  hoc  incremento  quantitates  aequi- 
differentes  temporibus  aequidifferentibus  produci 
est  necesse. 

Ut  in  superiori  schemate  unico  momento  B s.h  A m C,  et 
tribus  momentis  ab  in  £ progressum  est ; sic  sex  momentis  ab 
A in  H,  et  octo  momentis  ab  A in  K.  Sunt  autem  illorum  nio- 
mentorum  nnius  et  trium,  et  horum  sex  et  octo  differentiae  aequa- 
les,  scilicet  duorum.  Sic  etiam  erunt  quantitatum  illarura  AC 
el  AE,  et  harum  AH  et  AK  differentiae  CE  et  HK  aequales, 
aequidifferentes  ergo,  ut  supra. 

2.  Definitio.  Linea  proportionaliter  in  breviorem 
decrescere  dicitur,  qnuni  punctus  eam  transcurrens,  aequali- 
bos  momentis,  segmenta  abscindit,  ejusdem  continuo  rationis 
ad  lineas  a qiiibus  abscinduntur. 

Exempli  gr.  Sit  (Taf.  III.  Fig.  2.)  iinea  sinus  totius,  aa, 
proportionaliter  minuenda.  Sit  punctus,  trarisciirsu  siio  eam  mi- 
nuens,  sit  denique  ratio  segmentorum  singulorum  ad  lineas,  a 
quibus  abscinduntur,  ut  QR  ad  QS.  Qua  ergo  ratione  .secatur 
QS  in  R,  eadem  ratione  (per  10.  0 Eucl.)  secetur  ow  in  y.  Atque 
sic  ß,  transcurrens  ab  a in  y,  primo  momento  ab  ao>  absciiidat  ay, 
relicta  Iinea  seu  sinu  yto.  Anhac  autem  yooprocedens  ß secundo 
momento  abscindat  simile  segmentum  quäle  est  QR  ad  QS,  quod 
sit  yS,  relicto  sinu  Sto.  A quo  proinde  tertio  momento  abscin- 
dat ß siinili  ratione  segmentum  Se,  relicto  sinu  tm,...-,  et  ita  dein- 
ceps in  infinitum.  üico  itaque,  hic  sinus  totius  lineam  aa pro- 

portionaliter decrescere  in  sinum  tja,  aut  in  aliuni  quemvis  ulti- 
mum, in  quo  sistit  ßr  et  sic  iu  aliis. 

Cor  oll.  Unde  hoc  aequalibus  momentis  decremento,  ejus- 
dem etiam  rationis  proportionales  lineas  relinqui,  est 
necesse. 

Quae  enim  superius  est  -continua  proportio  sinuum  minuen- 
dorum 

(t(o,  yio,  öca,  em,  ^to,  ija},  .... 
atque  sagmentorura  ab  eis  abscissorum 

ay,  yd,  de,  ef,  t]i,  .... 

eadem  erit  necessario  etiam  sinuum  relictorum  proportio,  scilicet 

s' 
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Y<o,  da,  la,  f®,  rja,  ia,  .... 


ut  ex  19.  prop.  5.,  et  tl.  prop.  7.  Euclidis  patet. 


Es  verhält  sich  iiemlich 

SQi  RQ:  SR~aa:ym:aY 
= y®:d®:yd 
' z=öa:  sa:de 
=:  ea:  ^a:ti 
u.  8.  f. 

4.  Defin.  Synchron!  tnotus  sunt,  qui  simul  et  eodem 
tempore  tiunt. 

Ut  in  superioribus  (Taf.  III.  Fig.  1.  und2.)  esto,  quod  Ä raovea- 
tur  ab  A in  C,  eodem  tempore  quo  ß niovetur  ab  cc  in  y;  dicen- 
tur  rectae  AC  et  ay  synchrone  motu  describi. 

5.  Defin.  Quum  quolibet  motu  et  tardior  et  velocior  dari 
possit,  sequetur  necessario,  cuique  motui  aeq uiveloceiu 
(quem  nec  tardiorem  nee  velociorem  definimus)  dari  posse. 

6.  Defin.  Logaritbrnus  ergo  cujusque  sinus  est  nume* 
rus  quam  proxime  detiniens  lineam,  quae  aequaliter  crevit  interea 
dum  sinus  totius  linea  proportionaliter  ln  sinniu  illum  decrevit, 
existente  utrnque  motu  syn  chrono,  atque  initio  aequi- 
V el  oce. 

Ex.  gr.  Repetantur  ambo  superiora  Schemata  (Taf.  III.  Fig.  I. 
und  2.)  et  moveatur  B semper  et  ubique  eadem  seu  aequali  veloci- 
tate  qua  coepit  moveri  ß initio  quum  est  in  a.  Deinde  primo 
niomento  procedat  B ab  A in  C,  et  eodem  moniento  procedat  ß 
ab  o in  y proportionaliter;  erit  numerus  definiens  AC  logarithmus 
lineae  seu  sinus  yra.  Tum  secundo  momento  promoveatur  B a 
C in  D,  et  eodem  momento  promoveatur  proportionaliter  a y ip 

d:  erit  numerus  definiens  AD  logarithmus  sinus  Sa ; et  ita  in 

infinitum. 

Coroll.  ünde  sinus  totius  lOOOtXKX)  nullum  seu  0 est 
logarithmus:  et  per  consequens  numerorum  majorura  sinu 
toto  logarithmi  sunt  nihilo  minores. 


Itaque  logarithmos  sinuum  qui  semper  majores  nihilo  sunt, 
abundantes  vocamiis,  et  hoc  signo  -f-,  nul|o  praenotanius. 
Logarithmos  autem  minores  nihilo  defectivos  vocamus,  praeno- 
tantes  eis  hoc  signum  — . 

Admnnitio.  Erat  quidem  initio  liberum,  cuilibet  sinui, 
aut  quantitati  nullum  seu  ü pro  logarithmo  attribuisse:  sed 
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praestat  id  prae  caeteris  siuui  toti  acoo  in ui odas»< e:  tie 

unquam  in  posteruni  vel  niinimam  niolestiaiu  parturiret  nobis  ad- 
ditio  et  subtractio  ejus  lo^arithiui,  in  omni  calculo  frequentissimi. 

Caetemm  etiam  quia  siniiuin  et  nurnerorum  siiiu  tnto  iniriorum 
fiequentior  est  usus:  eoruiii  iptur  lo^arithmos  abundantes 
ponimus:  aliorum  vero  defectivos,  etsi  contra  fecisse  initio 
liberum  erat. 

Auf  diese  Erklärung  gründet  Neper  seine  Lehre  von  den 
fcogarithmen , aus  der  ich  die  folgenden  auf  Seite  5.  und  6.  a.  a. 
U.  stehenden  Lehrsätze  hervorhebe. 


Caput  II.  De  logarithinoruiu  propositionibus. 

Propos.  1.  Proportionaliuin  nuinerorum  aut  quan- 
titatum  aequidiffereiites  sunt  logaritbnii. 

Propot.  4.  Ex  quatuor  proportionalinni  logarith- 
mis  aggregatura  secundi  et  tertii  miniitum  priino 
aequatur  quarto. 

Propos.  5.  Ex  trium  proportionaliuin  logarithniis 
dopluni  secundi  seu  inedii  aequatur  aggregato  extre- 
moram. 


2. 

Analytische  Interpretation  dieser  Erklärung. 

„Die  Erklärung,  welche  Neper  von  den  Logarithmen  giebt, 
ist  merkwürdig“,  sagt  Klügel  (Math.  VVörterb.  T.  III.  p.  634., 
n.  112  );  weswegen,  erwähnt  er  jedoch  nicht.  So  weit  mir  be- 
kannt, bat  weder  er,  noch  jemand  Anderer  vor  mir  den  Einfall 
gehabt,  in  dieser  Erklärung  die  dynamisch  - geometrischen  oder 
die  phoTomischen  llilder,  die  sie  benutzt,  von  der  Seite  zu  be- 
trachten, dass  man  an  ihnen  die  stetige  Veränderlichkeit  entweder 
dreier  Grössen  mit  einander,  von  deren  einer  die  beiden  ande- 
ren abhängen,  oder  auch  die  stetige  Veränderlichkeit  nur  zweier 
zusammenhängender  Grössen  erkennt,  von  denen  die  eine  der 
Logarithmand,  die  andere  der  Logarithme  ist. 

1)  Betrachtung  rlreter  zusaminengeh'öriger  Verän- 
derlichen. 

Neper  lässt  mit  der  stetig  veränderlichen  Zeit  T zwei  Weg- 
strecken X,  K,  also  verallgemeinert  ausgesprochen;  mit  einer  ste- 
ten Veränderlichen  T zwei  von  ihr  abhängig  veränderliche 
Grössen  X,  Y,  zugleich;  dabei  jede  der  drei  Veränderlichen  ste- 
tig und  in  best^digem  Sinn  sich  verändern,  d.  h.  entweder  fort- 
während wachsen  oder  fortwährend  abnehraen,  nie  aber  bald  wach- 
sen bald  abnehraen;  und  zwar  die  Grundveränderliche  T und  diA 
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eine  abhängig  VerSnderliche  Ä,  gleicbfürmig  (aequaliter)  — um 
gleiche  Unterschiede  — die  andere  abhängig  Veränderliche  1, 
aber  gleich  massig  (proportionaliter ) — in  gleichem  Masse 
oder  Verhältnisse. 

Betrachtet  man  nemlich  von  der  Grundveränderlichen  T zwei 
Paar  Werthe 


T,  T'  und  1\ , 'I\, 

dazu  von  der  ersten  abhängig  Veränderlichen  X die  entsprechen- 
den zwei  Paar  Werthe 

X',  X"  und  Al,  Aa, 

so  wie  von  der  zweiten  abhängig  Veränderlichen  Y die  entspre- 
chenden zwei  Paar  Werthe 

r,  Y"  und  F,,  Fa; 

so  sollen,  so  oft  die  Unterschiede 

r-r'und  Fi-r* 

gleich  sind,  auch  einerseits  die  Unterschiede 
A'— A"  und  Xi-Aa 
und  andererseits  die  Verhältnisse 

Y':Y"  und  Fi:Fa 
gleich  sein;  nemlich  so  oft 

T'-T''=  Fl  - Fa  . ■ ' ' 

ist,  so  soll  auch  einerseits 

A'-A"  = A, -Aa 

und  andererseits  ! 

F':  F"=  F,:  1* 

I 

sein. 


2)  Betrachjtung  zweier  zusammengehöriger  Verän- 
derlichen. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  die  Betrachtung  der  Hilfsveränder- 
liclieu  F auch  entbehrt,  und  Neper’s  Begriff  von  den  Logarith- 
men kürzer  wie  folgt  dargcstellt  werden  kann. 

Seien  X und  F zwei  gleichzeitig  veränderliche  Grössen,  die 
sich  stets  in  einerlei  Sion  abändern,  fortwährend  wachsen  od^ 
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fortwährend  abDehmen,  nicht  aber  bald  wachaeii  bald  abnehmeiK 
und_  zwar  dermassen,  dass  während  die  eine  V^eränilerliche  A 
gleichfrirni ig  — uni  gleich  viel,  um  gleiche  Unterschiede  — 
sich  ändert,  die  andere  Veränderliche  r gleichmässig  (ver- 
hältnissgleich)  — in  gleichen  Verhältnissen  — sich  ändere. 

Sei  nemlich 


X\  X" 


ein  Paar  und 


X, . X^ 

ein  anderes  Paar  Werthe  der  Veränderlichen  X,  und  dazu 

r\  F" 

das  dem  ersten  Paare,  und 


ri. 

das  dem  zweiten  Paare  zugehörige  Paar  Werthe  der  anderen  Ver- 
änderlichen F;  so  soll,  so  oft 

X-X"=X\-X^ 


ist, 


, F':F''=F,:Fs 

sein.' 

Hierauf  stützt  nun  Neper  die  Erklärung',  Jene  gleich- 
förmig veränderliche  Grosse  X heisst  der  Logaritkme 
dieser  ^/eicAmässi^  veränderlichen  F;  so  wie  auch  jeder 
Werth  von  X der  Logarithme  des  zugehörigen  Werthes  von  F. 


3. 

, . \ 

Fortsetzung.  Messung  der  zusammengehörigen 
Veränderlichen. 

Wenn  nun  auch  das  Wort  aQi&iiog  eigentlich  eine  Zahl  he- 
dentet,  so  können  gleichwohl  für  einen  allgemeinsten  Begriff  der 
iiogarithnien  die  Veränderlichen  T,  X,  V für  g.inz  ungemes- 
sene stetige  Grössen  (Dinge)  angesehen  werden.  Allein  da 
diese  Verallgemeinerung  lediglich  für  die  Theorie,  nicht  aber  für 
die  Rechnung  mit  Logarithmen  von  wesentlichem  Vortbeil  ist; 
so  bleibt  es  rathsam,  diese  Veränderlichen  als  gemessene  und 
durch  Zahlen  ausgedrückte  Grössen,  oder  vielmehr  selbst  als 
stetige  Zahlen,  zu  betrachten.  Neper  stellt  sie,  nach  dem 
Gebrauche  seiner  Zeit,  insgesammt  durch  ganze  Zahlen  dar. 
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und  insbesondere  die  Messeinheit  durch  eine  dekadische  Einheit, 
d.  i.  durch  eine  Potenz  von  10,  namentlich  die  Messeinheit  der 
r durch  10000000=10’^. 


4. 

Fortsetzung.  Neper’s  Grundbemessung  der  Loga- 
rithmen. 

Sind  nun  was  immer  für  zwei  Paar  Werthe  einer  veränderli- 
chen Grösse  F,  nemlich  die  Paare  V',  F"  und  Fi , Fa  verhält- 
nissgleich  (proportional) 

F':F'=F,:Fa; 

und  sind  die  zwei  Paar  Werthe  der  zugehörigen  veränderlichen 
Grösse  Ä,  nemlich  die  Paare  Ä',  X"  una  Xi,  gleichunter- 
schieden  (äquidifferent), 

X‘-X''=Xi~X^-, 

so  ist,  nach  PSeper’s  Erklärung,  jeder  dieser  Werthe  von  A ein 
Logarithme  des  ihm  angehörigen  Werthes  von  F,  nemlich,  wo- 
fern man  diese  Logarithmen  durch  Log  andeutet, 

A'=LogF',  A"=LogF",  .... 

Da  hiernach  mit  der  Quotienten-  oder  Verhältnissglei- 
chung  (Proportion)  durchaus  gleichartiger  Grössen 

F':F"=  F,:Fa 

die  Unte^rscbieds gleichung  ihrer  Logruritbmen 

Log  P— Log  F"=Log  F,  — Log  F, 

verbunden  ist;  so  kann  man  dieselbe  Erklärung  auch  durch  den 
Grundlehrsatz  aussprechen: 

Wenn  zwei  Paar  durchweg  gleichartige  Grössen 
proportional  sind,  so  sind  ihre  Logarithmen  gleich- 
unterschieden. (Vergl.  oben  Cap.  II.  prop.  1.) 

Neper  bemass  demnach  seine  Logarithmen  derge- 
stalt, dass  so  oft  zwei  Paar  Grössen  eine  Proportion  bilden, 
die  ihnen  zugehörigen  Logarithmen  (in  der  nemiichen  Ordnung 
von  einander  abgezogen)  gleiche  Unterschiede  geben. 

Wo  daher  Theilung  durch  eine  Grösse  stattfindet,  da 
muss  Abziehung  ihres  Logarithmen  eintretcn. 

Da  in  einer  Proportion,  deren  Glieder  insgesaiiiint  gleichartig 
sind,  das  Product  der  äusseren  (Jlieder  jenem  der  inneren  dann 
gleich  ist,  wenn  diese  Glieder  lauter  Zahlen  sind;  so  erhält 
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mau,  wenn  man  diese  BeiMngungen  hier  gelten  lässt,  einerseits 
die  Productengleichung  von  Zahlen 

YY\=Y"Y^, 

und  andererseits  die  Summengleichung  von  Logarithmen  < 

Log  F + Log  1 a = Log  I’"  + Log  . 

Neper  bemass  daher  seine  Logarithmen  auch  so, 
dass  so  oft  irgend  zwei  Paar  Zahlen,  mit  einander  multiplicirt, 
zwei  gleiche  Producte  geben,  auch  ihre  Logarithmen  paarweis 
addirt,  zwei  gleiche  Summen  geben. 

Wo  demnach  M ul tiplication  durch  eine  Zahl  statt  findet 
da  tritt  Addition  ihres  Logarithmen  ein. 

Da  sowohl  in  jeder  Verhältnissgleichung,  als  auch  in  jeder 
Unterschiedsgleichung,  jedwedes  der  zwei  Paar  Glieder  durch  die 
drei  anderen  uestimrot  ist,  so  muss  nach  den  letzten  solchen 
Gleichungen  zu  jeder  Zahl  nur  ein  bestimmter  Logarithme  ge- 
hören. Daher  müssen  zu  gleichen  Zahlen  auch  gleiche 
Logarithmen  gehören.  Und  eben  so  gilt  dies  notnwendig 
auch  umgekehrt. 

Suchen  wir  nun  die  allgemeinsten  Ausdrücke  der  Logarithmen 
von  den  Ergebnisssn  der  Multiplicatiou,  Division,  Potenzwung  und 
Wurzelziehung. 

1)  Ist 

p=ab , 
also 

/z:a  = 6:l , 

so  ist 

Lo%p  — Loga  = LogA  — Logl , 

Logp  = Loga  -f  Log6 — Logl ; 

tolglich 

Log(a6)=:  Loga  -H  Logd  — Log  1 
oder  symmetrisch 

Log(a6)  — 1 Logl  =(Loga— Logl)  -L  (Log6 — Logl) . 

Aus  Letzterem  folgt 

Log(n6c)  — Logl  = (LogaA  — Logl)  -f  Loge—  Logl 

= (Loga— Logl)  -L  (Logd — Logl) +Logc— Logl) , 
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Log(abcd)  — Logl=s(Loga6e  — Logl)-f(Logd  — Logl)  ,, 

=(Loga — Logt ) + (Log6— Logl)  + (Loge— Logl) 
; : +(Logd— Logl) ; 


daher  allgemein 


Log(aÄcrf...)— Logl=(Loga— Logl)  + (Log&— Logl) + (Loge— Logl ) 

+ (Logd— Logl)  + .... 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  den  Logarithmen  eines  Prodnetes 
von  n Factoren  der  Ausdruck 

Log(a6ed...)  =Loga+Log6+Logc+Log<i  + — (n— l)Logl . 


2)  Für  den  Quotienten 


a 

9=6 


gilt  die  Proportion 


also  ist 


und  sonach 


oder  auch 


—a:6, 

Logy  — Logl=Loga — Log6 , 
Log9'=Loga — Log6-f  Logl, 


Log  ^ = Loga— Log6  + Logl ; 

wofür  man  jedoch  symmetrisch 

Log  ^ — Logl  = (Loga  — Logl)  — (Log6  — Logl) 

setzen  kann.  . . 

3)  Für  die  Potenz  a",  deren  Exponent  absolut  und  ganz 

ist,  die  also  dem  nfactorigen  Producte  aaa gleichgilt,  ist 

sonach 

Log(a") — Logl=:n(Loga — Logl) 

und  hieraus 

Log(a") = nLoga — (n—  1)  Logl . 
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4)  Zur  Potenz  o~"  mit  negativem  ganzen  Exponenten,  die 

her  =— ißt,  findet  man 
o" 

Log(a-»)  - Logl  =r  Log^—  Logl 

=(Logl  — Logl) — (Log«"— Logl) 
er 

Log(o“")— Logt  = --n(Logo  — Logl); 

Iglich  gilt  einerlei  Bestiramungsweise,  wie  auch  die  Potenz- 
ponenten  algebraisch  bezogen  sein  mögen. 


6)  Zur  Potenz  a™,  welche  der  Wurzel  Va^  gleichgilt,  fin- 
et  man 

/ 

^ »I 

Log(a")  — Logl  =LogVa“  — Logl  , - 

Log(g”) — Logl n(Loga  — Logl)^  ' 

m ~ m ’ 

Uo 

— n 

Log(o”>) — Log  1 = “ (Loga— Logl) . 

! 

Mithin  gilt  die  oben  erkannte  Bestimmuiigsweise  iiir  jeden 
ationalen  Exponenten. 

Aus  allen  diesen  Ausdrücken  erhellet  nun , dass  in  ihnen 
lurchweg  der  Logl  ein  lästiger  Begleiter  ist. 
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Am  becmemsten  fflr  das  logarithmische  Rechnen  ist  es,  mit 
Neper  der  Messeinheit  der  Wege  und  Geschwindigkeiten  die  Null' 
zum  Logarithmen  zu  gehen.  (Cap.  I.  Admonitio).  Allein  heut  zu 
Tage  pflegt  man  die  Messeinheit  Ton  Grössen  nicht  mehr  nie 
ehedem,  wo  man  alle  Grössen  möglichst  genau  durch  ganze  Zab* 
len  darstellte,  durch  eine  dekadische  Einheit,  wie  Neper  durchj 
KMXKXXX),  sondern  durch  die  Stamm-Einheit,  d.  i.  durch  1,  vor-' 
zustellen  ;|  weil  man  auch  die  wie  immer  gebrochenen  und  selbst 
irrationalen  Zahlen  zur  Darstellung  von  Grössen  benützt.  Darum 
geben  wir  in  der  Neuzeit  der  Zahl  1 immer  die  0 zum  Logarithmen., 

Danach  leuchtet  ein,  dass  aus  den  zwei  so  eben  erwiesenen' 
Sätzen  die  allbekannten  4 Ha^tlehrsätze  über  die  Ausdrücke  der 
Logarithmen  von  Producten,  Quotienten,  Potenzen  und  W'urzeln 
ohne  Mühe  hergeleitet  werden  können.  Setzt  man  daher  die  Lo- 
garithmen als  schon  berechnet  voraus,  so  kann  man,  gestützt  aufr 
obige  Erklärung  derselben,  das  in  den  Elementen  aer  Algebra! 
gewöhnlich  allein  in  Anwendung  kommende  und  von  jenen  Haupt*' 
lehrsätzen  geleitete  Rechnen  mit  Logarithmen  vollständig  ab- 
handeln. 


5. 

Andere  merkwürdige  Betrachtung  der  Neper’schen 
Erklärung  der  Logarithmen. 

I.  Nimmt  man  bei  den  oben  nach  Neper  besehenen  zweil 
gleichzeitigen  Bewegungen  einen  beliebigen  Zeitabschnitt  für  die 
Einheit  der  Zeit  au  und  setzt,  dass  der  erstere  bewegliche 
Punkt  B in  jeder  Zeiteinheit  den  Weg  k,  der  andere  Punkte 
aber  in  der  ersten  Zeiteinheit  den  Weg  x durchlaufe,  und  nimmt 
man  an,  dass  (Taf.  lil.  Fig.  3.)  die  beweglichen  Punkte  nach 
Verlauf  der  Zeit  t beziehlich  in  M und  p,  nach  der  Zeit  t-f-I' 
aber  in  N und  v,  folglich,  wenn  dt  eine  unendlich  kleine  Zu- 
nahme der  Zeit  t vorstellt,  zur  Zeit  t-\-dt  in  den  Punkten  M'  und 
fl'  sich  befinden , von  denen  jener  zwischen  M und  N,  dieser  zwi- 
schen fl  und  V liegt;  so  wird,  wenn  die  Abstände  AM  und 
mit  X und  y bezeichnet  werden,  , | 

MM'=dx  und  fift'= — dy 

* 

sein.  Gestattet  man  die  Annahme,  dass  die  kurzen  Wege  M]S=k 
und  fiv  von  den  beweglichen  Punkten  mit  gleicher  Geschwindig- 
keit oder  gleichförmig  durchlaufen  werden,  folglich',  dass  die  zu- 
rückgelegten Wege  uen  zugehörigen  Zeiten  proportional  seien,  so' 
hat  man 

MM‘\MN=dt:\,  fifi':ftv=d<; J ; 
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■ml  nach  dem  Gesetze,  welchen  der  zweite  Punkt  bei  seiner  Be^  - - ' 
se^ng  gehorcht  (2.  Dcf.  Coroll.): 

Iiv:fia)=ay:aa>. 

$etzt  man  noch  den  ursftrünglichen  Abstand  äa  = Q;  so  erhält 
nan 


dso 


dxik—dti\,  — -dy.y—ttdt:(f. 


dx  = kdt , 


Fheilt  man, 
» hat  man 


=^=*dt. 

y 9 


um  dt  zu  eliminiren , jenen  Ausdruck  durch  diesen. 


ind  hieraus  folgt 


y 9 


— dy  X dx 

y ^ 


!)chneller  findet  man  diese  Gleichung,  wenn  man  erwägt,  dass 
tei  zwei  gleichförmigen  Bewegungen  die  während  den  nemlichen 
Seiten  zuriickgelegten  Wege  einander  (direct)  proportional  sind, 
lemlich  dass 

: (i/i'  = JHJ\ : ftv 

«der 

tlx:—dy=k:(iv 


äch  verhält.  Denn  theilt  man  diese  Proportion  durch  die  das 
jcsetz  der  Bewegung  des  zweiten  Punktes  ausdriickende 

(iv:iiio  = uy:uea 


der 


(iv:y=:x:(f. 


K)  wird 


iIno 


dx: 


X 

— > 
9 
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. . — cZy  X djT 

y ~ ^ ’ 

Indem  nun  Neper  dazu  noch  vermöge  seiner  Erklärung 
Logy  = a: 


setzt;  stellt  er  eigentlich  zwischen  den  zwei  zusamniengehürigei 
Veränderlichen  x,  y nicht  nur  eine  Differentialgleichung  auf 
sondern  er  integnrt  sie  auch,  indem  er  die  eine  Veränderlich( 
X als  eine  eigentliche  Function  der  anderen  y delinirt  und  nach 
her  eine  Tafel  der_  zusammengehörigen  VVerthe  dieser  Veränder 
liehen  berechnet. 

Anmerkung.  Man  sieht  nebenbei  hierttns,  dass  Neper  nichi 
fern  davon  stand  die  Differentialrechnung  %u  entdecken. 

II.  Betrachten  wir  auch  diese  Darstellung  vom  allgemeinerer 
analytischen  Standpunkte,  weil  uns  dies  in  der  Folge  von  Nutzer 
sein  w'ird;  so  seien  zwei  stetig  veränderliche  Zahlen  x,  mil 
einander  von  einer  dritten  t abhängig,  so  zwar,  dass,  1)  weur 
die  VVerthe  t,  t um  M'  (algebraisch)  wachsen,  auch  x,  x 
um  xtx,  Ax‘  wachsen,  und  y,  y'  um  Xty,  ^y'  auf  y\Ay, 
anwachsen,  und  2)  dass,  wenn  ist,  einerseits  aucii 

/lx=Jx'  und  andererseits 


y + ^y  _ 
y y' 


also  auch  — - = 


y 


sei. 

Dann  ist  jedenfalls  Jx  proportional  zu  ^t. 


in  Zeichen 


xlx:'.xlt\ 

und  es  lässt  sich,  wenigstens  für  genügend  kleine  VVerthe  von  M 
und  Jy,  auch  zu  proportional,  d.  i. 


annehmei).  Danach  ist  auch 


und  sofort 


Ax::~  oder  xfx:^^  = m, 

y y 


y »• 


wenn  m eine  coiistante  Zahl  bezeichnet. 
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Setzt  man  filr  die  kleinsten  Zunahmen  /ly  die  entspre- 
chenden Differentiaie  dx,  dy;  so  erhält  man  — wie  oben  — die 
gleichgestaltete  Differenzialgleichung 


.... 

y m 

als  deren  Integral  Neper’s  Erklärung > die  Gleichung 


liogy=x 


hinstellt. 


Man  lege  die  Null  als  Logarithmen  der  Zahl  g bei,  man 
gebe  nemlicn  x=0  zu  y—g  oder  mache  Logp  = 0.  Sei  noch 
dy=7j  und  limt/=0,  so  ist 

. zf«  n 

y ■ g 

, J ••  • • 

Da  nun  auch 

i^ogiy+Jy) =x  + Jx 

ist,  so  findet  man 

. . L'og(y{-/ly)—hogyz=Jx, 


Log(p+«/)-Logp  = m^ 
fSr  limt;=0;  daher  ist  (gemäss  Art.  4.) 

Log  — Logl =m . I = Log  (1 -p  ^ ) — Logl . 

“•  * ’ V 

Setzt  inan  abkiirzend  ~=;£j  so  ist  auch  lim£=0,  und  dafüf 
Q 

^^Log(l+0-Logl ^ Log(H0«-Logl, 


oder  . I. 

\ , 

' TO=lim Log(l-f e)*— Logl. 

f=0 

Für  seine  eigenen  Logarithmen  nahm  Neper  die  Anfangs- 
geschwindigkeiten k und  X der  beweglichen  Punkte  B und  ß zwar 
gleich  gross,  jedoch  entgegengesetzt,  also  k——%  an.  Danach 
ist  bei  ihm,  weil  allgemein 

l-m?  i 

TO  5 ' k 
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oder 


m 


i«t,  m = — Q.  Den  anfänglichen  Abstand  ato=Q  nahm  Neper  znr 
Längeneinheit,  setzte  ihn  also  =1U00ÜÜ00=10^,  so  dass  dem 
iiacH  liir  ihn  m=i  — 10^  war. 


Folglich  ist  bei  Neper 


und  dafür 


log.neperiaiuus  y—x. 

Aendert  man  aber  dies  dem  neueren  Gebrauche  gemäss  ab, 
indem  man  diese  Längeneinheit  p = 1 setzt,  so  ist  m — — 1. 


U. 

Byrg's  Erklärung  der  Logarithmen 
durch  Verknüpfung  einer  arithmetischen  und  geometrischen  Reibe. 

6. 

Byrg*)  gab  im  Jahre  1620  eine  Logarithmentafel  heraus 
unter  dem  Titel: 

Arithmetifcbe  onO  Geometrifcbe  Progress  - (Cabulen,  fambt 
gc&nbltcben  vntcccicbt,  tx>te  fold^c  nb^lid;  in  alletley  ^tecbnun.' 
gen  ju  gebcAud^en  unö  oerffanOen  tvecOen  fol.  ®eÖcncft,  3n  öec 
halten  @tabt  Pcag,  bet  paul  0effen,  bei;  ^dbiicben  Universitet 
£>ucbbcuc£ec,  3m  3abcc  i6io. 

Diese  auf  7Yg  Bogen  in  Klein-Quart  gedruckte  Tafeln,  zu  de- 
nen leider  der  „gründliche  Unterricht“  fehlt,  sind  jetzt  schon 
äusserst  selten.**) 

Die  Benennung  „Logarithmus“  gebraucht  Byrg  nicht. 

Wer  von  diesen  zwei  Gelehrten,  Neper  und  Byrg,  früher 
die  Logarithmen  entdeckt  habe,  lässt  sich  nicht  mit  Sicherheit 


*)  Jub«t  Biirgi  oder  Justiia  Byrg  wurde  geboren  im  Jahre  1552 
zu  Lichteniteig,  einer  kleinen  Stadt  in  der  Schweiz,  Kanton  St.  Gallen 
an  der  Thur;  und  starb  im  Jahre  1635  zu  Cassel. 

**)  Ich  brnützle  das  in  der  Bibliothek  des  k.  k.  Boiiibardier- Corps 
befindliche,  gleielifalls  aus  Prof.  II  a ii  Is  elil’s  Nachlass  herstammende 
Kxeniplar.  , 
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eatscheiden.  Ffir  Byrg  sprechen  folgende  Nachrichten  seiner 
Freunde  und  Verwandten.  ' 

Erstens  Sussert  sich  Kepler  (in  seiner  Tabnlae  Rudolphinae, 
fol,  Ulraae.  1627.  Saurius.  pag.  11.  coluni.  1.  Praecepta.  Cap.  111.) 
über  ihn  wie  folgt: 

....  hoc  inquam  si  expetis : ecce  tibi  apices  logistices  anti^nae, 
(jui  praestaiit  hoc  ionge  comniodiüs:  qui  etiam  apices  logistici 
Justo  Byrgio  multis  annis  ante  editioneni  N:ep erianam , 
viam  praeiverunt,  ad  hos  ipsissimos logarithmos.  Etsi  nomo  cun- 
ctator  et  secretorum  suorum  custos,  foetum  iupartn 
destituit,  non  ad  usus  publicos  educavit.  * 

Zweitens  erzählt  Montferrier  (Dictionnaire  des  Sciences 
matbematiques.  4.  Paris.  1835.  tom.  1.,  pag.  242.)  in  seiner  Bio- 
graphie Byrg’s : 

Benjamin  Bram  er  ....  dans  un  ouvrage  qui  a pour  objet  la 
description  d’un  instruraent  pour  la  perspective  et  le  leve  des 
plans,  s’exprime  ainsi:  „(Test  sur  ces  principes  que  raon  eher 
beau-hetc  et  maitre  Juste  Byrge  a calcul^,  il  y a vingt  ans“ 
(cet  ouvrage  paraissait  ä Cassel  en  1630*))  „une  belle  table  des 
progressions , avec  leurs  differences  de  10  en  10,  calculees  ä 
ti  ebiffres,  qu’il  a aussi  fait  imprimer  sans  texte  ä Prague,  en 
1620;  de  sorte  que  l’inventioii  des  logarithmes  n’est 
pas  de  Neper,  mais  a etd  fait  par  Juste  Byrge  long> 
tenips  avant“**) 

Nach  dieser  Aeusseruiig  Bramer’s  hätte  demnach  Byrg 
seine  Logarithmentafel  entweder  ini  Jahre  1602  oder  1610  be- 
rechnet, jenachdeni  Br  am  er  sein  Werk  im  Jahre  1622  oder  1630 
drucken  lassen  hat.  Da  indessen  auch  Neper  seine  iin  Jahre 
1614  herausgegebene  Tafel  schon  einige  Jahre  fräher  berechnet 
haben  konnte;  so  lässt  sich  über  die  Priorität  der  Entdeckung  der 
Logarithmen  nicht  mit  Bestimmtheit  absprechen , sondern  man 
muss  muthmassen,  dass  Neper  und  Byrg  gleichzeitig,  jeder  für 
sich,  auf  selbe  verfallen  seien. 


7. 

Byrg  stellte  eine  arithmetische  und  geometrische  Reihe  der- 
gestalt zusammen , dass  gleichvielte  Glieder  von  beiden  zu  ein- 


*)  Wiihrirhcinlich  ist  dies  folgendes  Werk : „Kurzer  aber  deutlicher 
Bericht  vom  Gebranch  des  von  Benj.  Br  am  er  erfundenen  Proportional- 
Instramentes ; 20  Seiten,  mit  einer  Abbildung  des  Instrumentes  anfeinem 
halben  Bogen.  8.  Cassel.  1622.“  (Siehe  Rogg  Handb.  der  mathem. 
Literatur.  8.  Tübingen.'  1830.  S.  419. 

**)  Für  die  Geschichte  der  Lehre  von  den  Logarithmen  wäre  es 
vnnsebenswerth , dass  jeronnd , dem  das  angeführte  Werk  von  Bram  er 
lugängig  ist,  die  hieher  gehörige  Stelle  wortgetreu,  so  wie  eine  genaue 
Angabe  des  Jahrzahl  des  Druckes  dieses  Werkes  durch  das  Archiv  ver- 
öRentlichen  möchte. 

Theil  XV.  10 
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aii<i«r  gehnren,  and  erklSrte  dann  jedes  Glied  der  arithnetiscbeti 
Reihe  für  den  liOgarithiiius  des  eben  so  vielten  Gliedes  der  geo- 
metrischen Reibe. 

In  derselben  Weise  verfahren  auch  mehrere  Nachfolger  Ne- 
tier’s.  So  sagt  schon  Viacq*)  (ein  Zeitgenosse  Neper’s  and 
Briggs’): 

Logarithmi  sunt  quantitatum  continue  proportionalium  comiteü 
aequulinerentes. 

Später  Gaspar  Schott  in  seinem  Cursus  Mathematicas.  fol. 
Herbipoli,  SMiünwetter.  1661.  lib.  27.  pag.  589: 

Logarithmi  sunt  nuraeri  secandum  proportionera  arithinedcam 
quarocunque  continue  crescentes,  aut  decrescentes , adjuncti  nu- 
meris  ab  unitate  inchoatis  et  secundura  proportionem  geometricam 
continue  crescentibus. 

Uiese  Erklärung  der  Logarithmen  geht  aus  jener  von  Neper 
sehr  leicht  hervor,  wenn  man,  um  sich  eine  Vorstellung  von  dew 
Gange  der  gleichzeitigen  Aenderang  der  Zahlen  und  ihrer  Loga- 
rithmen zu  verschaffen,  eine  grössere  Menge  von  Logarithmen 
um  gleiche  Unterschiede,  folglich  ihre  Zahlen  in  gleiimen  Ver- 
hältnissen nach  und  nach  wachsen  lässt.  Auf  diese  Weise  erhält 
man  eine  arithmetische  Reihe  von  Logarithmen, 

f ^*8» '**•  ^** > ***• 

und  eine,  Glied  fär  Glied  zugehörige  geometrische  Reihe  von 
Zahlen 


yof  yt.  ya yn, 

so  dass 

l-ogyo=^o.  l-ogyi=a?i.  ....Logy„  = a-„, 

st. 

Neper  selbst  bediente  sich  dieses  Vorganges,  um  die  Loga- 
rithmen zu  berechnen. 

Beide  Reihen  werden  recurrent,  jedes  Glied  aus  dem  frühe- 
ren berechnet,  die  arithmetische  der  Logarithmen  durch  fortnäh- 
reiide  Addition  des  beständigen  Unterschiedes,  die  geometrische 
der  Zahlen  durch  fortwährende  Multiplication  mit  dem  sich  gleich 
bleibenden  Quotienten. 

Da  zumeist  für  bestimmte  Zahlen  die  zugehörigen  Logarith- 
men zu  suchen  sind,  so  wird  fast  immer  eine  Einscbaltunf; 
einer  neuen  Reibe  zwischen  zwei  Gliedern  der  Hauptreihe  erfor- 
derlich sein.  Dann  ist  wieder  jedes  Glied  der  arithmetischen 
Bchaltreihe  der  Logarithmus  des  eben  so  vielten  Gliedes  der  geo- 
metrischen Schaltreihe. 


*)  wo  ? 


Ik 
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Will  raan  sonach  eine  solche  fleiho  mit  allen  ihrem  eioscbalt- 
baren  als  eine  einzige  stete  fortschreitende  Reihe  derselben  Art 
ansehen ; so  muss  man  ausser  den  ganzzahligen  Stellenzeigern 
auch  noch  gebrochene,  ja  sogar,  da  manche  Zahl  strengstens 
gepomraen  durch  keinerlei  solche  Einschaltung  v9Hig  genau,  son> 
dem  nur  immer  genauer  und  genauer , als  eine  fixe  Grenze  erreicht 
werden  kann,  auch  irrationale  Stellenzeiger  zulassen. 

Sei  demnach  n ein  derartiger  allgemeiner  Stellenzeiger,  nem- 
lich  positiv  oder  negativ,  ganz,  gebrochen  oder  irrationä;  so  ist, 
wenn  d die  constante  Differenz  der  arithmetischen  Logarithnien- 
reihe,  und  q den  beständigen  Quotienten  der  geometrischen  Zah- 
lenreihe vorstellt,  bekanntlich  ganz  allgemein 


Xn=XQ  -f  nd , 


»n=yo9"- 

Fflr  die  Theorie  kann  man,  um  nur  ganzzahlige  Stellenzeiger 
zu  erhalten,  den  Unterschied  d so  klein  und  den  Quotienten  q 
schon  selbst  so  nahe  an  1 annehmen,  dass  jeder  Logarithme  so 
wie  jede  Zahl  zivischen  hinreichend  enge  Grenzen  zu  liegen 
komme. 

So  nahm  Neper*)  zum  Anlangsgliede  seiner  geometrischen 
Reihe 

yo=  10000000- KP, 

zum  nächstfolgenden 

yj  =9999999= jfo  — 1, 
daher  zum  Quotienten 

_ _ 4.  _4  1^1  ±. 

g~ai  .Oq  — Oq  — * — KP’ 

terner  zur  Differenz  seiner  arithmetischen  Reibe  d=l,  und  zu 
ihrem  Ausgangsgliede  a:o=0.  Byrg**)  nahm  zum  Ausgangsgliede 
seiner  geometrischen  Reibe  ! 

yo”  100000000=10«, 

zum.  nächst  folgenden 


y.  = 100010000, 


daher  zum  Quotienten 

V=10001=l+ 


*)  Vergl.  Klügel's  inath.  Wörterli.  III.  Art.  Logaritbmaa.  num.  114. 

**)  V«rgl.  ebenda  n.  106. 

10* 
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ferner  zur  Differenz  seiner  arithmetischen  Reihe  «fdOj  und  za 
ihrem  Ausgangsgiiede  a:o  = 0. 

ln  dieser  Weise  zergiiedert  Bonaventura  Caralerio  ln  sei- 
ner Trigonometria.  4".  Bononiae.  1643.  pag.  4.  coi.  1.  num.  XXV. 
die  Erklärung  der  Logarithmen. 

Man  sieht  leicht  ein , dass  das  Verständniss  des  hier  erör- 
terten Begriffes  von  Logarithmen  durch  die  unausweichliche  Ein- 
schaltung in  den  Reihen  und  durch  die  gebrochenen  und  irratio- 
nalen Steilenzeiger  getrübt  wird. 


C. 

Keplert  Erklärung  des  Logarithmus  als  des  Ab- 
zählers der  Vervielfachung  eines  Grundverhältnisses. 

8. 

Kepler  (in  den  Tabuiae  Rudolphinae  Cap.  III.  pag.  II.  col.I.) 
sieht  den  Logarithmus  als  Mass  einer  Proportion  oder  richtiger 
eines  Verhältnisses  au.  Denn  a.  a.  O.  findet  sich 

die  Marginalfrage: 

Elementum  logarithmorum  minimum  quid? 

und  die  Textanwort: 

. . . proportio , ejusque  niensura,  Logarithmus  .... 

Eben  so  leitet  Nikolaus  Mercator  seine  Logarithmotechnia 
London  1667  et  68,  pag.  1.  mit  folgenden  Worten  ein: 

Logarithmus  composito  vocabulo  dicitur  a ratione  et 
numero,  quasi  rationum  numerus;  id  quod  plane  cum  re  con- 
sentit.  Est  enim  Logarithmus  nihil  aliud,  quam  numerus  ra- 
tiuncularum  , contentarum  in  ratione,  quam  absolntus  quisque  (seil, 
numerus)  ad  unitatem  obtinet.  ■ 

Diese  Erklärung  war  nebst  der  vorigen  lange  sehr  heliebt 
So  giebt  noch  Klügel  (Math.  Würterb.  fll.  8.  1808.  Art.  Loga- 
rithmus) folgende  Erklärung: 

„Logarithmus  ist  die  Zahl,  welche  anzeigt,  das  wie  viel- 
fache ein  Verhältniss  in  Absicht  auf  ein  anderes  Grundverhält- 
niss  ist,  wodurch  alle  Verhältnisse  gemessen  werden.  Nemlicb 
wenn  das  Grundverhältniss  ist  a:b,  so  ist das  m fache 

I 1 

so  wie  auf  der  anderen  Seite  ....  das  n getheilte  a”:b’‘;  ferner 

m m 

noch  das  in  fache  und  n getheilte  a^ib”...  Die  Zahl  — ist  der 

m m 

Logarithmus  des  Verhältnisses  in  Beziehung  auf  das  a:h. 
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Auf  diese  Erklärung  bezieht  sich  die  Bildung  des  Kunstwor- 
tes , welches  aus  dem  griechischen  koycav  dpt&uog  zusammeiigezo- 
gen  ist,  und  einen  \ erh  nitn  isszähler  oaer  Verhältniss- 
niesser  bezeichnet.“  i 

Eben  so  erklärt  Schmeisser  in  seinem  Lehrbuch  der ‘reinen 
Mathesis,  1.  Theil.  Berlin.  1817.  §.  41—44,  S.  61-67. 

Diese  Erklärung  der  Logarithmen  entspringt  jedoch  keines- 
wegs unmittelbar  aus  der  Neper’schen  (A) , sondern  erst  aus  der 
von  ihr  abgeleiteten  (ß),  welche  die  Glieder  einer  arithmetischen 
Reihe  Logarithmen  der  gleichstelligen  Glieder  einer  geometrischen 
nennt;  zugleich  ist  sie  sehr  eingeschränkt.  Denn  in  einer  geome- 
trischen Reihe  ist  das  Verhältniss  jedes  Gliedes  zum  Aus- 
gangsgliede  das  so  vielfache  Verhältniss  des  ersten  hinter  die- 
sem Ausgangsgliede  stphenden  Gliedes  yi  zum  Ausgangsgliede  yg 
seihst,  nemlich 


y»-yo=(yi-yo)"- 

Dazu  nimmt  man  aber  einschränkend  zur  arithmetischen 

Reihe  die  der  Stellenzahlen  selbst,  nemlich 

0,  1,  2,  d,  «..  M,  .... 

und  erklärt  danach 


n = Log(y»:yo) 


oder 


7»=Logy«. 

Dieser  ursprfinglich  nur  für  absolute  ganzzahlige  Stellenzeiger 
n gütige  Satz  wird  auch  auf  negative  und,  in  Folge  der  Internola- 
tioD  in  beiden  zusammengehörigen  Reihen , auch  auf  gebrocnene 
ood  irrationale  Zahlen  ausgedehnt. 

Wenn  man  aber  — wie  es  doch  sein  muss  — von  diesen  Rei- 
hen ahsieht,  so  macht  diese  Erklärung  der  Logarithmen,  als  Ab- 
zihler  oder  Exponenten  der  Vervielfachungen  eines  gewissen 
Grund  Verhältnisses,  bei  einer  für  Anfänger  fasslich  und  dennoch 
pründlich  sein  sollenden  Zergliederung  negativer , gebrochener  und 
irrationaler  solcher  Abzähler  sehr  bedeutende  Schwierigkeiten, 
Ober  die  man  sich  freilich  bisher  mit  Leichtigkeit  hinweggesetzt 
bat.  Desswegen  dürfte  dieselbe  entschieden  für  die  am  wenig- 
sten geeignete  zu  erachten  und  darum  ganz  zu  verlassen  sein. 

\ 

9. 

Noch  benütze  ich  die  Gelegenheit,  die  eigentliche  ursprüng- 
liche Bedeutung  des  Wortes  „Logarithmus“  hier  gründlicher  als 
bisher  geschehen  zu  erforschen.  Dass  die  von  Mercator  (1667), 
Gilbert  (1776),  Kitigel  (1808),  Schmeisser  (1817)  u.  v.  a. 
angegebene,  und  gewöhnlich  beliebte,  als  dgi&nog  xmv  Xoyov, 
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Menge  der  Verhältnisse,  keineswegs  die  richtige  sei,  wird  aus 
folgenden  Grflnden  einleuchten. 

1.  Wer  aber  die  genaue  etimologische  Uedeutufig  dieses 
Wortes  vollen  Aufschluss  geben  kann,  ist  einzig  und  allein  Ne^er, 
da  er  es  der  Erste  und  zwar  zum  ersten  Male  in  seinem  Original- 
werke vom  Jahre  1614  auf  der  vierten  Seite  gebraucht  und  höchst 
wahrscheinlich  dessen  SchUpfer  ist.  Leider  analysirt  und  inter- 
pretirt  er  es  nicht  selbst. 

2.  Nun  gebraucht  aber  Neper  nirgends  diesen  Begriff  des 
Logarithmen  als  Abzähters  von  V'ielfachen  eines  Verhältnisses; 
ja  er  vermochte  gar  nicht  seinen  so  allgemeinen  Begriff  mit  die- 
sem eingeschränkten  zu  vertauschen;  un^ 

3.  aus  seinem  eigenen  Begriffe  kann,  dieser  partikuläre  un- 
mittelbar und  nicht  ohne  sichtlichen  Zwang  hergeleitet  werden. 

Um  also  die  richtige  Bedeutung  aufzudecken,  muss  mau 
jene  Stellen  in  Neper’s  Originalwerk  hervorheben,  welche  die 
allgemeinsten  und  Grnndeigenschaften  der  Logarithmen  bespre- 
chen. Nun  giebt  er 

1.  in  der  Einleitung  zu  diesem  Werke  Aufschluss  über  An- 
lass und  Zweck  der  Entdeckung  der  Logarithmen , den  ich  daher, 
weil  er  auch  sonst  lesenswerth  ist,  hier  wortgetreu  voliständt; 
mittheile. 

Quum  nihil  sit  ...  mathematicae  praxi  tammolestum,  quodque 
Logistas  (die  Rechner)  magis  remoretur,  ac  retardet,  quam  mag- 
noriim  nuraerorum  miiltiplicationes , partitiones,  quadrataeque  ae 
cubicae  (seil,  radicis)  extractiones,  quae  praeter  prolixitatis  tae-  | 
diuin,  lubricis  eliam  erroribus  plurimuro  sunt  nbnoxiae:  coepi  igi-  I 
tur  animo  revolvere,  qua  arte  certa  et  expedita  possem  dicta  im-  j 
pedimenta  amoliri.  Multis  subinde  in  hunc  llnem  perpensis,  nod- 
nulla  tandem  inveni  praeclara  compendia  (Abkürzungen)  alibt  for-  | 
lasse  tractanda:  verum  inter  omnia  nulium  hoc  utilinS;  quod  nna  I 
cum  luultiplicationibus , partitionibus , et  radicum  extractionibus 
arduis  et  prolixis,  ipsos  etiam  numeros  multiplicandos , divi- 
dendos,  et  in  radices  resoivendos,  ab  opere  rejicit,  et  eoru» 
loco  alios  substituit  numeros,  qui  illorum  munere  Tun* 
gantur  per  solas  additiones,  suhtractiones,  bipartitlones  et  tri- 
partitiones.  Quod  quidem  arcanum  cum  ....  sit,  quo  communius, 
eo  melius:  in  publicum  mathematicorum  usum  propalare  libuit. 

Von  da  an  gebraucht  Neper  das  Wort  Logarithmus  erst  in 
Cap.  1.  Defin.  6.  pag.  4. 

2.  Neper  nennt  in  seiner  Logarithmorum  Canonis  Con- 
s'tructio,  1619,  die  eigentlich  in  Rechnung  zu  bringenden  Zahlen 
numeri  naturales,  dagegen  ihre  Logarithmen  numeri  artificia- 
les.  (Vergl.  auch  Karsten  Lehrbegriff  der  gesammteß  Mathe- 
matik. 8.  2.  Aull.  II.  ThI.  1.  Abth.  Greifswald.  1786.  S.  242.). 

Nach  seiner  Ansicht  sind  demnach  Logarithmen  gewisse 
ktinstlich  geschaffene  Zahlen,  welche  als  leichter  verwendbart 
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iSubotituten  (Stell-  und  Amtavertreter)  anderer  in  manche  scbtvie- 
rige  Reuhnungen  eigentlich  aufzunehmender  Zahlen  dienen. 

3.  Nun  bedeutet  in  dem  zusammengesetzten  Worte 
das  Grundwort  Anzahl  oder  allgemeine  Zahl,  numenis,  oder 

auchRang,  Werth,  wiehomonullo  numero,  oderIVlass,  mensura, 
wie  in  6iov  dgi&fjiog  des  Weges  lUass;  die  Bestimmsilbe  koy 
kann  aber  entweder  von  d Xoyog  oder  von  XoyKSTixog  herstammen. 
Die  nach  unserer  Erörterung  hier  passlichen  Bedeutungen  von 
ioyog  sind  aber  nur  Rechnung,  Anschlag,  Schätzung  oder 
Rücksicht  wie  in  Xoyov  lyeiv  nvog,  rationeiii  habere  alicujus  rei, 
Rücksicht  nehmen  auf  etwas,  keineswegs  aber  Proportion  oder 
Verhältniss;  so  dass  jenes  Wort  eigentlich  aQi,&(iog  rov  Xoyov 
Rech  nti  n gsz  ah  I , Recnnungs-  oder  Schätz  ungswerth  oder 
•Rang,  oder  dgt&/iog  Xoyov  ii%(ov  rtvog  äXXov  eine  auf  eine  ge- 
wisse andere  (Zahl)  Rücksicht  oder  Bezug  nehmende  Zahl,  Be- 
zugs za  hl  bedeutet.  Uas  Beiwort  koytatiKog  war  zuNeper’s  Zeit 
sehr  üblich,  wie  man  aus  Keplers  Tab.  Rudoluhinae  in  den 
Ausdrücken  numeri,  auices  logistici  ersieht;  es  nedeutet  zum 
Rechnen  gehörig  ouer  dienlich;  daher  würde  die  zu  erfor- 
schende Benennung  eigentlich  dQi9iiog  Xoytartxog , numerus  logisti- 
i'us,  zum  Rechnen  dienliche  (verwendbare)  Zahl  andeuten.  ('Vrgl. 
Fr.  W.  Riemer  griech.  - deutsches  Wörterb.  Lex.  8.  1825.  Jena; 
M.  J.  A.  E.  Schmidt  deutsch -griech.  Handwörterb.  12.  Leipzig. 
Tauchnitz.  1832.  „Rücksicht“;  J.  G.  Schneider  griech.-deutsches 
Wörterb.  4.  .3.  Aull.  Leipzig,  1819;  Scheller,  lat -deutsches 
Lezicon  in  3 Bdn.,  2.  Aull.  8.  Leipzig.  1788.,  II.  3998.). 

Nach  dieser  Beweisführung  halte  ich  dafür,  dass  das  Wort 
loyagti&fiog  im  Sinne  seines  Schöpfers  mit  Rechnungszahl, 
Bezugszahl,  Rechnungs-  oder  Schätzungswerth  oder 
-Rang  (einer  anderen  Zahl)  zu  verdeutschen  sei. 


Ü. 

Die  seit  Euler  übliche  Erklärung  der  Logarith- 
men als  Exponenten  von  Potenzen  eines  bestimmten 
Poten  ti  an  ds. 


10. 

In  einem  sistematischen  Lehrvortrage  der  Algebra  niüssen  in 
der  Lehre  vom  Potenziren  zuerst  absolute  ganze  die  1 überstei- 
gende Exponenten  und  darauf  die  absoluten  Exponenten  1 und  0, 
später  die  negativen  aber  noch  immer  ganzen  Exponenten  erforscht 
werden.  Danach  erfolgt  der  erste  Rückschritt  vom  Potenzi- 
ren, das  Radiciren,  nemlich  die  Rückbestimmung  des'gebrauch- 
ten  Potentiands.  Im  Verlauf  dieser  Untersuchung  wira  man  auf 
Potenzen  nach  gebrochenen  und  irrationalen  Exponenten  geleitet. 
Nachdem  man  so  den  Potenzexponenten  in  beiderlei  Aggregra- 
tionsbeziehungen  und  von  jederlei  Zahlform  erhalten , also  der 
veränderliche  Potenzexponent  stetig  von  — x bis  -p  oe  wachsen 
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kann;  erfolgt  der  andere  Rückschritt  vom  Potenziren  auf  das 
zweite  Pfltenzirungselement,  den  Exponenten,  der  nun  den  Namen 
„Logarithmus“  anniranit. 

Wenn  nemlich 

b*—y 

ist,  so  ist  X der  Logarithmus  von  3^  für  die  Grundzahl  h,  in  Zeichen 

b 

Diesen  folgerechten  Gang  scheint  zuerst  Euler  (Vollständige 
Anleitung  zur  Algebra.  2 Thie.  8.  Petersburg.  1770;  herausgege- 
ben von  J.  Ph.  Grüsoii.  8.  Berlin.  17U6.  im  1.  Theil.  $.  219  und 
220.  S.  107.)  gezeichnet  zu  haben.  ' , 

Diese  Art  der  Logarithmen  ist  jedoch  nicht  bloss  einge- 
schränkter als  jene  Neper’s  und  Byrg’s,  weil  jedenfalls  ihr 
^gl=0  ist,  sondern  auch  schwieriger  im  Verständniss  von  An- 
mngern^  weil  vorerst  das  Potenziren  nach  gebrochenen  und  irra- 
tionalen Exponenten  gelehrt  worden  sein  muss.  Indess  passt  sie 
allein  streng  in  das  wissenschaftliche  Sistem  der  sieben 
Grnndrechnungen  der  Algebra,  und  kann  daher  in  dieser  Lehre 
heut  zu  Tage  auch  blos  allein  aufrecht  erhalten  werden. 


11. 

Auf  diesen  Euler’schen  Begriff  des  Logarithmen  lassen  sich 
die  früher  erörterten  älteren  zurückleiten. 

1.  Bei  Neper  wächst  der  Logarithme  x mit  der  Hilfsverän- 
derlichen  t gleichförmig,  während  die  Zahl  y in  gleichem  Verhält- 
nisse wächst.  Sei  nun  für 

t = 0,  ar  = Xo.  y=yo> 

ür 


t=l,  x=zxi, 

Während  also  t von  0 bis  1 um  1 wächst,  steigt 
X von  Xo  bis  Xi  um  x^  — Xq, 


und 


y von  yo  bis  yx  in  dem  Verhältnisse  ^- 

Während  dagegen  überhaupt  t von  0 bis  t um  t wächst,  steigt 
X von  Xfx  bis  x um  x — Xq, 

und 
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y von  bis  y in  dem  Verhältnisse  ^ • 


Weil  aber  mit  gleichen  Zunahmen  von  t auch  gleiche  Zunah- 
men von  X und  gleiche  Verhältnisse  ,von  y verbunden  sind;  so 
muss  der  Zunahme  von  t die  Zunahme  von  x und  die  Zunahme 
der  Steigerungs-  ( Vervielfachungs-)  Zahl  n des  Verhältnisses 

— proportional  sein,  nenilich 

y« 

x—x^iXi — a:o=t  — 0: 1— 0 = t:  1 , 

y_  = (!L\Y 

• yo  \yoJ 

und 


oder 


Daraus  folgt 


«-0:l-0=t-0:l-0 


■»  — *0 


x—Xq^  y _ 
^i-'^o’yo  \yo/ 


Anstatt  der  vier  Constanten  Xf),  Xi,  yo,  yi  lassen  sich  andere 
einiuhren.  Sei  0 der  Logarithme  von  q,  und  ß der  Logarithme 
von  6,  dann  ist  zunächst  für  x=0  und  y = Q 


— Xa 


und  wenn  man  dadurch  die  frühere  Gleichung  theilt. 


X 


oashher  ist  für  x = ß und  y=b 


oc 

folglich,  wenn  man  nach  ^ 


potenzirt. 


Häher  ist  ^ der  Logarithme  von  ^ für  die  Grundzahl 


Ä 

9 ‘ 
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Macht  man  wie  jetzt  üblich  und  (3  = 1,  also  Logl=0, 

und  Log6  = 1,  80  ist 


also 


b 

a:  = logy. 

2.  Bei  der  nach  Neper  und  Byrg  rrorzunehmeiiden  Zusam* 
menstellung  einer  arithmetischen  und  geometrischen  Reihe  gibt 
von  den  zwei  hiefür  gütigen  Gleichungen  (aus  B) 


Xn-=Xo  + nd,  y«=yo9” 


die  erste 


daher  die  andere 


y«=yoV 


Hebt  die  arithmetische  Logarithmenreihe  mit  0,  die  geome- 
trische Logarithmandenreihe  aber  mit  q an,  d.  b.  ist  Xo=0  und 
yQ=Q,  folglich  0=Logp;  so  ist 


yn—QiJ 


Gehört  dann  ß als  Logaritbmc  zu  b,  ist  neiiilich  Xn=-ß  und 
y„  = b,  so  ist 

ß 

6=^, 

daher 


Mithin  ist 


der  Logarithme  von  für 


die 


Grundzahl  — • 
Q 


Macht  man  wie  üblich  $=1  und  (3=1,  also  Logl=0  und 
Log6  = 1 , so  ist 
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:il«o 


6 

X«=:Iog_yn. 


3.  Nach  Kcpler's  Darstellung  der  Logarithmen  hat  man  (in 
Q die  Gleichungen 


n = Log  • 


•V".‘ 

yo’ 


mithin  Ist  sogleich  nach  Euler  n der  Logarithme  von  f(ir  die 

Jto 

Grundzahl  • 

yo 

Gewöhnlich  macht  man  also  0=Logl.  dann  ist 


also 


yn=yi». 


n = logj/„ . 


12. 

ßückhiick  auf  die  bisherigen  Erklärungen  des  Lo- 
gari  thmus. 

Ehrendenkmal  Nepers. 

Vergleicht  man  die  bisher  aufgestellten  Erklärungen  der  Lo- 
garithmen, so  erkennt  man  leicht  folgende  Vorzüge  der  nach 
meiner  Weise  dargestellten  Neper’schen  Erklärung  vor  den 
übrigen. 

1.  Die  mit  einander  zu  Verbindenden  stetig  Veränderli- 
chen T,  X,  y,  d.  i.  die  Hilfsveränderliche  T,  der  Logarithmus 
A,  und  der  Logarithmand  Y,  brauchen  nicht  eben  neue  Zahlen 
zu  seiu,  sondern  sie  können  auch  ungemessene  stetige 
Grössen  jeglicher  Art,  als:  Strecken,  Bogen,  Winkel,  Flä- 
chen, Körperräume,  Kräfte,  Gewichte,  Zeiten  u.  s.  w.  sein,  so 
dass  also  der  Logarithme  das  Schätznngsmass  oder  der  Rech- 
nuDgswerth  des  Logarithmands  ist. 

Bringt  auch  diese  Allgemeinheit  keinen  erheblichen  V^ortheil 
für  die  zumeist  ausgebildete  und  beachtete  Anwendung  der  Lo- 
garithmen auf  das  Ausreehnen  gewisser  besonderer  Zahlen;  so 
»leibt  sie  gleichwohl  (Ür  die  allgemeine  Theorie  der  Logarithmen 
hSchst  wichtig,  wenn  man  diese  — • was  doch  auch  von  wissen- 
Kballlichem  Werthe  ist  — speculativ  weiter  verfolgen  will. 
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2.  Neper’s  Erkifirnng  lässt  schon  Ifir  sich  selbst  bei  dem 
Logarithmus,  wenn  er  als  Zahlwerth  einer  stetig  veränderlichen 
Grosse,  oder  als  Zahl  im  weitesten  Sinne , betrachtet  wird,  beide 
algebraische  Beziehungen,  die  negative  eben  so  wohl  aU 
die  positive,  und  jedwede  Zahl  form,  die  ^nze,  gebrochene  | 
und  irrationale  (!)  zu;  während  alle  anderen  Erklärungen  diese 
unerlässliche  Eigenschaft  erst  mühsam  und,  Anfängern  nur  sehr 
schwer  fasslich,  nachweisen  müssen. 

3.  Dieselbe  Erklärung  lässt  bei  der  Zusammenstellung  der 
das  logaritbmische  Sistem  bestimmenden  Hauptwerthe  des 
Logarithmands  und  Logarithmus  freie  Hand;  nach  ihr  kann  man 
die  Null  jeder  Grösse  als  Logarithme  zuweisen,  oder  man  kann 
das  Verhältniss  der  gleichzeitigen  kleinsten  Aenderungen  des  Lo-  j 
garithmands  und  Logarithmus  beliebig  festsetzen. 

4.  Sie  enthält  — was  für  die  Grnndlebre  der  Differential- 
rechnung bedeutsam  ist  — in  sich  auch  sogleich  den  Ausdruck 
des  Differentials  des  Logarithmen,  da  sie  eigentlich  das 
Integral  einer  Differentialgleichung  ausspricht 

5.  Von  Neper’s  Erklärung  ist  die  Byrg’ische  und  Vlacq’i- 
sehe,  so  wie  von  dieser  die  Kepler’iscbe  nur  eine  SpecialiÜt, 
blos  die  Euler’iscbe  hat  vor  ihr  den  Vorzug,  in  dem  sistemati- 
schen  Lehrgebäude  der  Algebra  den  Schluss  der  rückschreiten- 
den  Rechnungen  vom  Potenziren  zu  machen. 

Auf  solche  Weise  glaube  ich  denn,  durch  Zurückleitung  der  > 
Neper’schen  Erklärung  des  Logarithmus  auf  ihre  eigentliche  rein 
analytische  Bedeutung,  die  Gründe  ihrer  Merkwürdi^eit  (num.  2.) 
dargelegt,  und  durch  die  Hervorhebung  ihrer  bisher  nicht  geahne-  j 
ten  Vollkommenheiten  und  Vorzüge  dem  genialen  Geiste  des 
Entdeckers  der  so  äusserst  nützlichen  Logarithmen  ein 
hoch  ehrendes  Denkmal  gestellt  zu  haben. 


E.  1 

Die  von  mir  selbst  erdachte  Erklärung  der  Loga-  ' 
rithmen. 


13. 

Bei  einer  elementar -arithmetischen  Darstellung  der  Lehre  von 
den  Logarithmen,  vornehmlich  für  Schüler  höherer  Volks-  und 
Bürgerschulen,  und  überhaupt  für  jene  Praktiker,  welche  nicht 
die  Algebra  erlernen,  denen  aber  gleichwohl  die  Keiintniss  der 
Logaritnraen  für  ihre  vielerhand  Zifferrechnungen  von  ungemeinem 
Nutzen  sein  kann,  bleiben  alle  bisher  gegebenen  Begriffe  vom 
Logarithmen  äusserst  schwer  zu  erfassen,  und  daher  solchen 
Rechnern  diese  so  höchst  nützliche  Lehre  unzugänglich.  Darum 
erlaube  ich  mir,  hier  einen  den  Zweck,  leichte  und  vollständige 
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TerstSndlichkeit,  besonders  wo  es  nur  auf  Anwendung  der  Lora 
rithnien  im  Zifferrecbnen  ankommt,  vollkommen  erreichenden  Be- 
griff der  Logarithmen  öffentlich  mitzutheilen , den  ich  bereits  in 
den  Jahren  1826  — 28  erdacht,  und  bei  Privat-Unterricht  mit  dem 
grössten  Vortheil  benützt  habe,  und  den  auch  im  Jahre  1846  der 
damalige Gymnasial-Professor , Herr  Johann  Scholz  zu  Tarnow, 
mit  mehreren  Freiwilligen  aus  seinen  Schülern  der  vierten  Gram- 
matikal-Klasse,  als  ganz  genügend  erprobt  hat.*) 


14. 

Unentbehrlich  zum  wahren  Verständniss  dieser  Erklärung  der 
Logarithmen  ist  jedoch  folgende  einleitende  Erörterung. 

Die  Beschwerlichkeiten,  mit  denen  das  Rechnen  oberhalb 
des  Aggregirens  (Addirens  und  Subtrahirens)  zu  kämpfen  hat, 
Raren  Anlass  zur  Erfindung  des  Auskunülsmittefs , anstatt  mit  den 
gegebenen  Zahlen  selbst  jene  beschwerlichen  Rechnungen  zu  füh- 
ren, lieber  mit  gewissen  Hiltszahlen  einfacher  und  leichter  zu 
rechnen,  die  man  Logarithmen  nannte  — was  etwa  soviel  als 
Beziehungs-  oder  Bezugszahl  heissen  mag  — und  welche 
man  als  Stellvertreter  oder  Zeiger  derjenigen  Zahlen,  denen 
sie  zugehören,  ansehen  Irann.  • 

Noth wendig  muss  aber  hiezu  bedungen  werden,  dass  jede 
Zahl  nur  einen  einzigen  ihr  ausschliesslich  angehörigen  Logarith- 
men besitze  und  daher  auch  umgekehrt  jeder  Logarithme  nur  einer 
einzigen  Zahl  zugehöre;  damit  Zahl  und  Zeiger  (Logarithmus)  mit 
völliger  Bestimmtiieit  auf  einander  hinweisen. 

Man  will  demnach  zuvörderst  anstatt  jeder  in  Rechnung 
za  bringenden  Zahl  ihren  selbsteigenen  Stellvertreter  (Logarith- 
men) nehmen,  sonach  mit  diesen  Stellvertretern  auf  eine  pass- 
liche  bequemere  Weise  rechnen,  um  den  Stellvertreter  (Logarith- 
men) der  zu  suchenden  Zahl  zu  finden  und  endlich  wieder  zu 
diesem  die  angehörige  Zahl  bestimmen,  die  dann  nothwendig  das 
verlangte  Reennungsergebniss  sein  muss. 

Rücksichtlich  der  erwähnten  mit  den  Logarithmen  vorzuneh- 
menden  Rechnungen,  gibt  die  Wahrnehmung,  dass  mehrere  mit 
einander  zu  niultiplicirende  Zahlen  (Factoren)  in  jeglicher 
Ordnung  dasselbe  Product  liefern,  an  die  Hand,  dass  aura  die 
mit  den  Stellvertretern  (Logarithmen)  der  Factoren  auszuführende 
Rechnung  die  Ordnung  dieser  Stellvertreter  (Logarithmen)  der 


*)  Ich  hatte  ihm  zu  dieiem  ansserordentlichen  Unterrichte  eine 
Abschrift  meiner  vom  27.  Jänner  bis  22.  Mai  1BA6  verfassten  Schrift 
öberhissen , welche  gegenwärtig  nnter  dem  Titel : ,,EUxnentarlehre  von 
den  Logarithmen,  auf  einen  neuen  verständlicheren  und  umfassenderen 
Begriff  dieser  Hiifszahlen  gegründet“  im  Verlage  der  hiesigen  Riich- 
handlung  J.  G.  Calve  (Inhaber  F.  Tempsky)  erscheint. 
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Willkür  überlarwen  müsa«.  Von  den  zwei,  leichter  aU  die  Mol- 
tipiication  aueffibrbaren , Rechnungen  der  Addition  und  Sab* 
tractioD  — gestattet  jedoch  nur  die  Addition  eine  solche  Frei- 
heit in  der  Anordnung  ihrer  Elemente  (Daten).  Mithin  muss  man 
folgende  Grundeigenecheft  von  den  Logarithmen  fordern: 

„So  oft  mehrere  Zahlen  mit  einander  zu  multipliciren 
sind,  müssen  ihre  Logarithmen  addirt  werden.“ 

Danach  stelle  ich  nun  folgende  Erklärung  der  Logarith- 
men auf: 

Logarithmen  von  Zahlen  sind  gewisse  nach  diesen 
Zahlen  dergestalt  bemessene  Htlfszahien,  dass  der 
Logarithmus  des  Productes  beliebig  vieler  und  was 
immer  für  welcher  Zahlen  die  Summe  der  Logaritbmea 
dieser  Zahlen  (Factoren)  ist. 


15. 


ln  lehrender  Form  ausgesprochen  verwandelt  sich  diese  Er- 
klärung in  folgenden  Grundlchrsatz: 

I.  Der  Logarithnih  jedes  Productes  ist  die  Summe 
der  Logarithmen  seiner  Factoren. 

Log(abc...)=Loga  + Logb Loge -F .... 

Daraus  folgen  nun  sogleich  auch  die  drei  weiteren  Haupt- 
lehrsätze mit  Logarithmen,  nemlich 


II. 

denn 


also 


und 


III. 


weil 


Log  ^ Log  a — Logb ; 


n. 


l<««^  + LogÄr:Loga 


Log^  = Log«  — LogÄ. 


Log(«")=«Loga, 
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• . » 

Log(a")  = Log(aaa ) = Loga  + Loga  Loga  + 

=nLoga 

ist. 

• 1 

IV.  Log  V«  = ~ Loga , 

treil 

(V«)"=a. 

also- 

n 

«LogVa  = Logn 
und 

n 1 

LogV«  =-Logo 
ist. 

Für  den  Zifferrechner  genügt  es,  die  beiden  letzten  Sätze 
nur  für  absolute  ganze  Exponenten  n zu  enveisen. 

Ueberdies  ersieht  man  leicht,  dass 

Logl=0 

ist  Denn  es  ist 


l.a=a. 


also 


Logl  Loga  = Loga , 


daher 


Logl = Logo  — Loga=0. 

Um  den  Zahlen  ihre  mit  dem  Namen  „Logarithmen“  beleg- 
ten Zeiger , der  obigen  (Irundfordening  gemäss , anzupassen,  ninss 
man  mit  irgend  einer  ausgewähiten  Zahl  einen  gewissen  Logarith- 
men verknüpfen.  Am  zusagendsten  findet  man  es , sich  für  eine 
Zahl  zu  entscheiden,  der  man  den  Logarithmen  1 beilegt.  Diese 
Zahl  nun,  deren  Logarithme  1 ist,  wird  die  Grundza  hl 
(basis)  der  nach  dieser  Annahme  bemessenen  und  ein  sogenann- 
tes Sistem  ausmacheiiden  Logarithmen  aller  anderen  Zahlen 
genannt. 

Die  Herleituiig  der  Verbleichungen  der  Logarithmen  aus  jenen 
der  Zahlen,  so  wie  die  U^berzeu'gung  von  der  Möglichkeit,  zu 
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jeder  Zahl  ihren  Logarithmen  zu  berechnen,  gründet  man  sofort 
auf  folgenden  leicht  zu  rechtfertigenden  Satz: 

„Hat  man  vras  immer  für  zwei  von  0 und  1 verschiedene  Zah- 
len, so  fallt  jede  der  von  der  ersten  an  aiifsteigenden  Potenzen 
der  einen  Zahl  oder  ihres  Umgekehrten  entweder  auf  eine  der 
von  der  nullten  aus  aufsteigenden  Potenzen  der  anderen,  oder 
zwischen  zwei  unmittelbar  nach  einander  folgende  solche  Potenzen.“ 

Ist  daher  a irgend  eine  Zahl , deren  Lo^arithme  in  jenem  Si- 
steme  zu  suchen  ist,  dessen  Grundzahl  6 ist,  so  muss  die  mte 

f Potenz  entweder  von  a oder  von  —zwischen  die  rite  nnd  n-flte 

a 

Potenz  von  b fallen,  in  Zeichen 

* oder  =6" 6"+* 


sein. 

Dann  ist  entweder 

wLoga  = n ... n -f  1 oder  iw( — Loga;  = n....n>  f i , 
also  entweder 


Log«=-^- 

® 7/1 


w f 1 
rn 


oder  Loga= — ~ 1 

" VI  m 


Man  erkennt  nun  leicht,  dass  man  sich  hier  auf  gebahntem  und 
bekannterii  Wege  beiindet. 


16. 

Die  Hauptvortheile  meiner  Erklärung  der  Logarithmen 
bestehen,  wie  nicht  zu  verkennen,  darin,  dass  zu  ihrem  Verständ- 
niss  schon  die  Kenntnisse  des  Potenzirens  und  Radicirens  nach 
absoluten  ganzen  Exponenten  hinreicht,  und  dass  aus  ihr  so- 
gleich ohne  Beweis  einleuchtet,  da.ss  die  Logarithmen  von  bei- 
derlei (positiver  und  negativer)  algebraischer  Beziehung  und  von 
jeder  der  dreierlei  Zahlformen  sein  können.  Ein  Nebenvortheil 
derselben  ist  der,  dass  man  leicht  einsieht,  dass,  sobald  ein  lo- 
garithinisches  Sistem  der  Grundforderung  genügt,  ein  anderes 
gleichfalls  genügendes  sich  ergibt,  wenn  man  sämmtlicbe  Loga- 
rithmen des  ersteren  durch  einerlei  Zahl  multiplicirt  oder  dividirt. 
Denn  ist 

Log(a6c....)  = Loga-|-Log6  -f-  Loge  -p  .... , 

so  ist  auch 

mLog(a6c....)  =7nLoga-I-»il/ogA-|-mLogc-|- 
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'BeKeichnet  man  non  die  mmal  so  grossen  Logarithmen  durch 
log,  setzt  man  nemlich  überhaupt 

|;nLog^=logA-; 

80  ist  auch 

log  (a6c...) = loga  -f  log6  -f  löge  + .... , 

mithin  gen^en  auch  die  mfachen  also  dem  zweiten  Systeme  an> 
gehörigen  Logarithmen. 

Sind  die  Grtindzahlen  dieser  Systeme  B , h,  also 
Logß  = l,  h»g6  = l; 

80  ist 


daher 


mLogß  = mz=logJS,  mLog6  = log6=l , 


m=logiB 


1 

I.ogA  ’ 


1 1 

in  log.ß 


= LogA . 


Zweiter  Ab  schnitt 

Versuch  einer  naturgemässen  und  möglichst  leicht 
fasslichen  Herleitung  der  natürlichen  Logarithmen. 

17. 

Einleitung. 

Die  Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen  hat  bisher  in 
den  Lehrbüchern  der  Algebra  oder  Analysis,  meines  Erachtens, 
weder  die  gebührende  Steile  noch  die  richtige  Behandlung  erhal- 
len. Gewöhnlich  entwickelt  man  entweder  in  der,  die  Diflferential- 
reebnung  einleitenden,  sogenannten  „Analysis  des  Endlichen“  oder 
in  der  Differentialrechnung  selbst  nach  Aufstellung  der  Taylor- 
schen  Heihe,  die  Reihensumme 

o + o:3+"' 

1 

oder  die  Grenze  der  Potenz  (l-fa)“  für  die  unendliche  Abnahme 
der  Veränderlichen  m,  und  sa^t  dann,  „jene  Summe  oder  diese 
birenze,  d.  i.  die  bestimmte  jedoch  irrationale  Zahl  !2'7 1828 ...  . . 

Daod  XV.  II 
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di«  man  zumeist  durch  den  Buchstaben  e bezeichnet , nehme  man 
zur  Grundzahl  der  sogenannten  natQriicbes  Logarithmen;“ 
oder  mau  äiissert  sich  wohl  gar,  „Neper  habe  sie  zur  Grund- 
zahl seiner  Logarithmen  angenommen.*' 

Ist  es  einem  scharfsinnigen  Schüler  erlaubt  seine  Meimin^ 
frei  zu  äussern,  so  muss  er  wohl  fragen,  wie  doch  Neper  oder 
sonst  jemand  auf  diese  sonderbare  irrationale  Grundzahl  gera- 
then  sei.  Wie  muss  er  aber  erst  staunen,  wenn  man  ihn  dagegen 
bescheidet,  Neper  habe  von  dem,  was  man  heut  zu  Tage  loga- 
rithniische  Grundzahl  nennt,  gar  nichts  gewusst?  Anderer- 
seits hat  man  ihm  in  der  Algebra  begreiflich  gemacht,  dass  es 
wohl  am  natürlichsten  sei,  die  als  Grundzahl  des  allgemein  ublj- 
ehen  dekadischen  Zifl'ersystems  verwendete  Zahl  10  zur  Grund- 
zahl der  Logarithmen  zu  nehmen.  Deswegen  dürfte  er  sicher 
fragen,  warum  man  nicht  lieber  die  dekadischen  Logarithmen 
natürliche  nennen  wolle. 

Eben  so  nnhaltbar  ist  die  Erklärung  der  natürlichen  Logarith- 
men als  jene,  deren  Modul  =1  ist,  wenn  man  den  Begriff  des 
Moduls  nicht  fest  bestimmt;  wie  z.  B.  Pasquich  (Anfangsee. 
der  gesammt.  tbeoret.  Mathematik.  4.  ].  Bd.  Wien.  181^.  S.  162.  < 
§.  7w)  — 782)  in  folgender  Weise  irrig  gethan  hat.  „Für  jede  zwei 
Grundzahlen  bleibt  das  Verhältniss  der  Logarithmen  einer  und 
derselben  Zahl,  G,  welche  diese  auch  wd^rden  möge,  beständig. 
Daher  sind  immer  zwei  Zahlen,  (t,  te,  denkbar,  deren  Verhältniss 
H ITC  zu.  einander  jenem  beständigen  Verhältnisse  gleich  ist;  der- 
gestalt, dass,  wenn  M,  P die  Logarithmen  jener  Zahl  G sind,  j 
allemal  MiP-u'-n  sein  muss.  — Diese  bestimmten  Zahlen  ft, 
n nun  heissen  die  Moduln  (!)  beider  logarithmischen  Systeme. 

— Legt  mau  sonach  ein  logarithmiscbes  System  dergestalt  zu 
Grunde,  dass  sein  Modul  =1  sei;  während  der  Modul  jedes  an- 
deren Systemes  irgend  einer  bestimmten  Zahl  m gleich  sein  soll; 
so  wird  jenes  das  natürliche  System,  und  dieses  ein  künst- 
liches genannt.“ Nun  lässt  sich  aber  jedes  Verhältniss  j 

dadurch,  dass  man  seine  Glieder  durch  eines  aus  ihnen  theilt,  j 
so  umstalten,  dass  in  ihm  ein  Glied  =1  werde;  es  ist  nemlich 


ft:n  = 1: 


Mithin  könnte  man  den  Modul  jedes  logarithmischen  Systems  zu 
1 machen,  folglich  jegliches  System  als  das  natürliche  hinstellen. 


Engländer  und  Franzosen  nennen  die  natürlichen  Logarithmen 
„hyperbolische  oder  Neper’sche“;  sogar  jetzt  noch,  wo  doch 
schon  erkannt  ist,  dass  auch  bei  der  Untersuchung  anderer  Linien, 
als  der  gleichaxigen  Hyperbel , Logarithmen  in  Anwendung  kom- 
men, und  alle  Arten  von  Logarithmen  durch  Flächeninhalt  nyper- 
bolischer  Sectoren  sich  darstellen  lassen;  so  wie,  dass  Negers 

Logarithmen  nicht  die  Zahl  e,  sondern  ihr  Umgekehrtes  — zur 

Grundzahl  haben.  (Vergl.  unten  Art.  23.).  Wollte  man  diejeni^ 
Logarithmen,  deren  Grundzahl  e ist,  nach  ihrem  Entdecker  be- 
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nennen;  so  müsste  man  sie  nach  dem  Schweizer  Byrg  die  ßyr 
gischen  nennen. 

Will  man  nun  nicht  zu  dem  jederzeit  misslichen  Schaffen 
neuer  Beinamen  seine  Zuflucht  nehmen;  so  bleibt  es  woÜ  am 
geratheasteo,  die  auf  die  Grundzahl  e bezüglichen  Logarithraeny 
-wie  üblich,  die  natürlichen  zu  nennen;  aber  auch  zugleich  ihre 
Ableitung  so  naturgemäss  durchzuführen , dass  diese  Benennung' 
passend  und  ungezwungen,  also  selbst  natürlich,  erscheine. 

Dabei  bleibt  es  jedoch  im  Interesse  des  wissenschaftlichen 
Systems  der  Algebra  sowohl  als  der  Differentialrechnung  auch 
noch  wünschcnswerth,  dass  diese  Ableitung,  die  schwierig  zu  be- 

Eründende  und  der  höheren  Analysis  unbedingt  zu  überfassende 
lehre  von  den  convergenten  Reihen  umgehend,  bloss  elemen- 
tare Hilfsmittel  benütze. 

Das  Folgende  soll  ein  Versuch  einer  solchen  Elementarlehre 
der  natürtichen  Logarithmen  sein.  Diese  lässt  sich  zugleich  theils 
nach  den  bereits  erörterten  verschiedenen  Begriffen  vom  Logarith- 
men richten,  theils  aus  gewissen  Grenzverhältnissen,  theils  end- 
lich aus  der  Lehre  von  den  logarithmischen  Proportionaltheileii 
schöpfen ; wonach  unsere  Untertbeilungen  sich  richten  werden. 


A. 

Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen  nach  Ne 
per's  Begriff  vom  Logarithmus. 

18. 

Modul. 

Nach  Ne  per's  Erklärung  des  Logarithmus  fanden  wir  in 
Art.  8.,  wenn  x einen  Logarithmen,  y den  Logarithmand,  dem 
er  angehört,  uml  /ix,  /ly  ihre  beziehungsweisen  Zunahmen,  end- 
lich m eine  j'ewisse  beständige  Grösse  aus  der  Gattung  der  x 
bezeichnet,  fm  lim^a:=:0  und  lira.^y=:0  • 

^x 

lim-j —m  . 

^r-y 

Der  Quotient  des  Zuwachses  des  Logarithmus  durch  den 
verhälteissniässigen  Zuwachs  des  Logarithniands  strebt  demnach, 
hei  unendlicher  VeTringernng  des  einen  und  anderen  Zuwächses. 
ohne  Ende  einer  fest  stehenden  Grenze  m zu. 

Diese  Grenze  m nun , nach  der  sich  nothwendig  das  betreffende 
logarithmische  System  selbst  modificirt,  pflegt  man  den  Modul 
dieses  Logaritbiiieiisysteras  zu  nennen. 

11' 
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Neper  setzt,  ausgehend  von  dem  liOgaritfamand  v~Qt  dem 
er  die  Null  als  Logarithmen  beilegt,  = — ^x,  daher  ist  der 

Modul  des  N epe r’sch e ti  Logarithniensystems  m= — ß. 

Führt  man  liir  /ix  und  /ly  ihre  ursprünglichen  Bedeutungen 
{x-\^/lx) — X oder  Log(i/ j — Logy  und  (y  {- /ly) — y in  obige 
Grenzgleichung  ein , so  lässt  sich  ihr  auch  me  Form 

..  Log(y4-z/y) — Logy m 

(y+-^y)-y  ~ y 

ertheilen  Setzt  man  noch  y=Q  und  /ly  = r),  so  ist  auch 

lim  — ” 

v=o  .(e  + 1?)— e ~q’ 

oder  wegen 'Log^=0 


lim  + 

v=  V q' 


19. 

Einführuing  und  Rechtfertigung  der  Benennung: 
„natülrüche  Logarithmen." 

Gewiss  ist  es  sehr  angemessen, 

1.  die  Null  der  Zahl  1 zum  Logarithmen  zu  geben, 
also  $ = ] zu  wählen,  weil  dadurch  in  den  allgemeinen  Ausdrü* 
cken  der  Logarithmen  von  Producten,  Quotienten,  Potenzen  und 
Wurzeln,  und  sonach  in  allem  Rechnen  mit  Logarithmen  die  be- 
deutendste Vereinfachung  eintritt,  (vergl.  Art.  4.); 

2.  die  Logarithmen  mit  den  Logarithmanden  zu- 
gleich wachsen  zu  lassen,  folglich  Jx  nnd  /ly  gleichstimmig 
und  dadurch  den  Modul  in  positiv  zu  machen,  nicht  aber  die 
einen  wachsen  und  die  anderen  abnehmen  zu  lassen,  also  /!x  und 
/!y  entgegengesetzt  und  dadurch  den  Modul  negativ  zu  machen; 
denn  im  ersten  Falle  werden  die  Logarithmen  der  zumeist  in 
Rechnung  kommenden  ganzen  Zahlen  positiv,  im  andfren  aber 
widernatürlich  negativ; 

3.  diese  gleichstimmigen  und  gleichzeitigen  Aenderungen 
/dx , /ly  der  Logarithmen  x und  der  Logarithmande  y am  Ur- 
sprünge beider,  wo  neinlich  der  Logarithme  Null  und  der  Loga- 
nthnaand  ist,  einander  gleich,  /lx—/ly,  anzunebmen  und 
dadurch  den  Modul 

/!x 

m = lim  -j =p 

/ly.Q 
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zu  machen,  folglich,  nachdem  man  (verniüge  1.)  bereits  ^=1  ge- 
wählt hat,  den  Modul  in  1 zu  ve r w an  il  ein. 

DenigemEsK  ist  es  auch  ganz  passend , das  so  vorgerichtete 
Logarithmensystem,  in  welchem  die  Null  der  Logarithme  von 
Eins  und  der  Modul  gleich  Eins  ist  und  die  Logarithmen  mit  den 
Logariihmaiiden  zugleich  wachsen  oder  abnehmen,  das  natür- 
liche und  jeden  in  selbes  gehörigen  Logarithmen  einen  natiirli- 
eben  (naturalis)  ,zu  nennen.  Diesem  entgegen  nennt  man  jedes 
andere  System,  so  wie  jeden  in  dasselbe  gehörigen  Logarithmen 
künstlich  (artiGcialis).  ETinen  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet 
man  entweder  durch  log.  nat.  oder  gewöhnlich  nur  ganz  kurz  durch 
I.,  einen  künstlichen  überhaupt  durch  log.  artif. 

V ’ 

20. 

Möglichkeit  der  Berech  nu,ng  des  Lo  garithmen  einer 
bestimmten  Zahl  in  Bezug  auf  einen  fcstgestellte n 
Modul,  und  umgekehrt  der  Zahl  zu  einem  gegebenen 
Logarithmen. 

Seien  nach  Art.  i-.  mehrere  in  durchaus  gleichem  Verhältnisse 
fortschreitende  Zahlen 

yi)  yi  y» y«  yn+i 

und  die  angebörigen  um  gleiche  Unterschiede  fortschreitenden 
Logaritbtftea 

Xq  Xi  X^  X^ Xn 

sei  ferner  die  Ansgangszahl  der  ihr  zuständige  Ausgangs- 

logarithme  Xo— 0;  endlich  sei  der  Unterschied  yi—yff=/ly^=ri. 
Dann  ist  das  sich  gleich  bleiben  Ic  Verhältniss  der  Logarithmande 

yi  =yo  = * + ^ » 

und  nach  Art.  5.  II.  der  durchweg  gleiche  Unterschied  der  Lo- 
garithmen 

/Uta  y 
* “ yo  Q 

Sohin  hat  man , weil  die  aiifgestellte  Reihe  der  Zahlen  (],ogarith- 
mande)  y geometrisch,  die  der  entsprechenden  Logarithmen  x 
aber  aritnmetiseh  ist, 

y»=e(‘+|)  ’ y"4i=(?(H^)^  ; 
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V V * 

Xn=n.m-,  ara+,=(n+l).m-. 

Sei  null  y eine  gewisse  Zahl,  x ihrLogarithree,  so  fällt  entwe- 
der ausnahmsweise  y mit  einer  der  berechneten  Zahlen,  y„,  folg- 
lich X mit  dem  Logarithmen  Xn  zusammen;  oder  es  liegt  anmeut 
y zwischen  yn  und  yn^i , folglich  auch  x zwischen  Xn  und  arn-fj, 
was  wir  kurz  durch 

y=.yn— -y»+l  X = Xn-.-Xn\i 


andeuten  wollen. 

In  jenem  Ausnahmefalle  ist 


_ V 
xxzn.m  — 

Q 


—Logy. 


UD(1  wenn  man  den  Ausdruck  von  ^ aus  einer  dieser  Gleichungeo 
in  die  andere  snbstituirt,  erfolgt 


Logy=rm(y  J-l)n,  2f=e(l+^)". 

In  den  gewöhnlichen  Fällen  aber  bestimmen  wir  einmal  aus 
den  einschränkenden  Grenzausdrücken 


n+l 


In  umgekehrter  Ordnung  den  Quotienten 
■•fl  n 

und  setzen  diese  Grenzwerthe  in  die  gleicbstelligen  Einscfarän- 
kungsgrenzen 


hogyz=x=:m.n^ m(n  + l)^, 

erhalten  daher  den  Logarithmen 

nf  i n 

Logy=»n ^ —1^  (n  + 1) ; 

nachmaien  bestimmen  wir  aüs  diesen  Greuzausdrficken  ?on  Logy 
in  umgekehrter  Ordnung  den  Quotienten 

1—  Logy 

g mn 
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uod  setzen  Ihn  in  die  glsichvielteo  Einschränkungsgrenzen  von  y, 
erhalten  demnach  den  Logarithmand 

Soll  die  Berechnung  der  Logarithmen  möglichst  genau  ge- 
schehen, so  muss  das  Intervall  oer  ursprfinglicheii  einengenden 

ijn 

Grenzen  von  hogy,  d.  i.  hinreichend  klein,  daher  auch 

schon  die  Differenz  ij  recht  klein,  mithin  unendlich  abnehmend, 
liini)=0,  angenommen  werden.  Dann  muss  aber  für  jeden  endli- 
chen Werth  von  Logy  die  Zahl 

n=  — • Log«—*  — Log« 

anendlicb  wachsen  oder  limn=aD  sein.  Führt  man  diese  uner- 
reichbaren Grenzen  in  obige  Ausdrücke  von  Log^  und  y ein,  so 
findet  man  die  äussersten  Grenzwerthe 


fl 

Ci+!!-»ay. 

n=00  \ ' wm  y 


Bezeichnet  man  das  Umgekehrte  von  n mit  a , also  ~=o>,  so  wird 
liir  limn  = 00=^  offenbar  nm<«=0,  daher  ist  auch 

y ')  -1  , 


hogy—m.  lim 
6>=o 

yt=(f. lim  ^ 

M=0  \ ^ J 

Für  natürliche  Logarithmen  ist  p = l und  m: 


lOgaritamen  ist  o 

ilahcr  hat  man  die  eiaschrä^enden  Grenzausdrücke 


:9=1. 


•+1 


•y = ( Vy  — 1)» ... . (vy  — 1)"+* , 


*)  Von  den  hier  gefundenen  äquivalenten  vier  Grenzgleich ungeB 
Mt  demnach  jede  das  Integral  der  im  l.  Abschn.  Art.  5.  aufgeatelltea 
eadlichcB  Differenzengleichang 


y m 


Digitized  by  Google 


160 


und  die  äussersten  Grenzwerthe:  ■ . 


\y=i\\m{\'y — ■l)"=lim^^ — 

11=00  ü>=ö  ® 

2/  = liin  fl+|^y^=lim(l+(al3^)“,  , 

n=oo  \ 11  / fjj—Q 


f . i li 


In  den  jetzt  gebräuchlichen  Logarithmensystemen 
legt  man  durchweg  der  Zahl  1 die  Null  als  Logarithmen  bei,  d.  i. 
man  setzt  ß = l,  dadurch  wird 


n+i 


Logy— m(Vy— .. 
Y|,  Losy  Y A 4. Ii£FJ'V+*.‘ 

uod  vollatfindig  » i.  / ‘ 

. r . \ ^ 

* ® 2 
Logy  = m.lim(Vy— l)n  = m . lim  * , 

B=»  O)=0  “ 

n=«  V mn  / , (0=0  \ in  / 


\ 

21. 

Vergleichung  der  Logarithmen  ;von  einerlei  Zahl 
in  verschiedenen  logarithmischen  Systemen. 

Gehören  zur  selben  Zahl  y in  zwei  logarithmischen  Systemen, 
deren  Moduln  m und  m'  sind,  die  Logarithmen  x und  a;',' die  wb 
durch  Logy  und  logy  unterscheiden  wollen;  so  hat  man  nach 
ArtS.,  insofern  die  Aenderung  .^y  der  sich  gleichbleibenden  Zahl  y 
auf  für  die  nemliche  angenommen  werden  darf,  sowohl 


als  auch 


— ^Jx  und  Logy=x, 
y m Kt  ’ 


--  =z^,dx  und  iog«  = ar'. 
y m'  f’-' 
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Sofort  'ist 

r( 


“ = -^7  > 

in  m 


I ‘ 


.1  ' • * f 

X X* 

also  auch,  wenn  man  summirt.  — =r  — 4-  Const.  Sind  nun  die 

■ 71»  iw  ' ^ 

Logarithmen  x untl  x'  hei  der  nemlichen  Zahl  zugleich  Mull, 
so  ist  Const.  =0,  daher  • ' 


X x'  ' 

m~  m'  ^ 1 

oder  ■ . . ‘ . 

»t  7«'  ’ 

d.  h.  in  zwei  logarithmisch en  Systemen,  welche  beide 
derselben  Zahl  die  Nult  als  Logarithme  beilegen,  sind  die  Lo- 
garithmen von  einerlei  Zahl  den  Moduln  dieser  Systeme 
proportionirt. 

Diese  Proportionalität  bestätigt  auch  die  in  Art.  20.  gefundene 
Gleichung 


■ • (y_y_\ 

Loffv=m;lim  . 

Denn  ist  io  verschiedenen  Systemen  Null  der  Logarithme  dersel- 
ben Zahl  p,  so  muss  für  einerlei  Zahl  y die  angedeutete,. Grenze 
dieselbe  sein,  danach  ist  Logy  proportional  mit  m. 

Ist  nun  das  eine  System  das  natürliche , also  m'  = 1 , und  das 
andere  ein  künstliches,  in  welchem  auch  Lug  1 = 0 und  der  Modul 
m ist,  so  übergeht  die  vorletzte  Gleichung  in  ^ 

log.artif. « 

— 

. m ■■  Y 

und  hieraus  folgt  . ,,,, 

log.artif.^=m.l^.  ^ 

Diese  Gleichungen  dienen  zum  U ebergang  von  künstl^ichen 
Logarithmen  auf  die  natürlichen,  und  umgekehrt. 

Es  genügt  demnach  für  jede  Zahl  y vorerst  ihren  natürlichen 
Logarithmen  nach  den  Art.  20.  aufgestelltcn  Grenzausdrücken 
oder  nach  dem  zwischen  sie  beide  fallenden,  folglich  genäherten, 
Ausdrucke 


•y=(v'.y— 1)“> 
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wo  =z  „cenäfaert  gleich“  bedeuten  ’ soll , 7,u  berechnen.  Diesem 
gemäss  hat  nia'ii  aus  der  vorliegenden  Zahl  y eine  sehr  hohe 
Wurzel  zu  ziehen  und  ihren  Ueberschuss  über  die  1 mit  dem 
Wurzelexponenten  zu  multipliciren  Das  Product  wird  den  natür- 
lichen Logärithmen  von  y desto  genauer  ausdriicken,  je  grösser 
der  Wurzelexponent  ist.  Am  bequemsten  rechnet  man,  wenn  man 
für  n eine  Potenz  von  2 annehraend  sehr  oft  nach  einander  die 
zweite  Wurzel  zieht.  — Erläuterungen  und  Beispiele  findet  man 
in  Galtet  Tables  de  Logarithmes.  pag.  11  — 16. 

Will  man  jedoch  mit  dem  natürlichen  Logaritbmensysteme 
eines  vergleichen,  in  welchem  der  Zahl  p die  Null  als  Logarithme 
zugeschriebeii  wird,  so  wird  man  mit  Berücksichtigung  des  Art.  20. 
in  dem  Ausdrucke 

n 

l^z^iim  (Vy—  I)» 


y in 


9 


verwandeln,  wonach  er  in 


, l^^s=JUn(^  2.— l)n 

p «=«  If  p 

übergeht.  Dadurch  umstaltet  sich  die  dortige  Gleichung 

n 

Logy  = n»lim(i/  — 1)  n 
»=®  1 9 

hl  die  allgemeinste  Vergleicbung 

Logys=ml|^, 

der  man  dadurch,  dass  man  y mit  py  vertauscht,  auch  die  Form 


'3r=^Logey 


znweisen  kann. 


Diesen  Vergleichungen  zufolge  erhält  man  für  Nepcr's  Lo- 
garithmen, bei  denen,  vermöge  Art  4.  und  5.,  »«=: — p uni^ 
P=10^  ist.  die  Vergleichungen  mit  den  naturiicheD  L 
garithmen 

log.nep.y  =— t(F  log.  nat  , 

log.nat.y=—  ^log.nep.ylO>^. 


Od  uy 
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Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  auch 

V 1 

log.nat.  = -jQy  log.nep.^;, 
und  hierin  liegt  folgender  Satz: 

r 

Schneidet  man  von  den  Meper’schen  Logarithmen  und  von 
den  Zahlen,  zu  denen  sie  gehören,  7 I>ecimalstellen  ab,  oder 
lässt  man  in  der  N e p e r'schen  Logarithmentafel  sowohl  die  Zah- 
len als  auch  ihre  Logarithmen  Zehnmilliontel  zählen,  und  nimmt 
man  noch  die  Logarithmen  negativ , so  fibergeben  sie  in  natürliche. 

Würde  man,  wie  es  am  an^messensten  wäre,  in  Neper’s 
Canon  (Tafel)  die  ganzzahligen  Logarithmen  und  Logarithmande 
aLs  Zehnmilliontel  lesen,  folglich  p=lO’’:  10^=1  und  m= — p=: — 1 
setzen,  so  wäre  jeder  solche  Neper’sche  Logarithme  Log.nep.^ 
— — \y , nemlich  der  entgegengesetzt  beziehliche  natürliche  Loga- 
rithme des  nemlichen  Logarithmands. 


22. 

Grenzzahl  e. 

Der  in  Art  18.  gefundene  Ausdruck  des  Moduls  verwandelt 
sich  in  jedem  logaritnmischen  Systeme,  welches  $=1  setzt,  in 

v=o  n 

und  gibt  sofort  auch  (Art.  4.) 

I > 

m=limLog(l  -f  12)^=Loglim(l  in)v, 
ij=o  r!=o 

Da  nun  m eine  fixe  Grenzzahl  ist,  und  zufolge  der  im  Art.  20. 
gepflogenen  Untersuchung  jeder  reelle  Logarithme  x nur  einer 
gewissen  Zahl  y eugehCren  kann,  so  muss  auch 

» 

lim  (1  -f  yfl 
11-0 

eine  bestimmte  Grenzzahl  sein,  welche,  weil  die  Grenze  der 
Veränderlichen  y eine  besondere  Zahl  ist,  gleichfalls  eine  be- 
sondere Zahl  sein  muss  und  einem  herrschenden  Gebrauche  zu- 
folge mit  e bezeichnet  werden  soll,  so  dass  wir 

} 

lim(l-fij)’<  = e 

n=o 

setzen.  Dadurch  wird 


Digilized  by  Google 


164 


m=Logc, 

folglich  kommt  in  jedem  logarithmischen  Systeme,  wo 
Logl=0  ist,  der  Modul  m mit  dem  Logarithmen  der 
Grenzzahl  e überein. 

Insbesondere  ist  im  iialOrlichen  Logarithraensysteme  rn=:=l, 
daher  le=l,  d.  h.  der  natürliche  Logarithmc  der  Grenz- 
zahl c ist  gleich  1. 

Zur  näherungsweisen  Berechnung  dieser  Grenzzahl  e 
dienen  daher  die  in  Art.  20.  im  natürlichen  Systeme  lür  den  Le- 
garitbmand  y aufgestellten  einschränkenden  Grenzausdrücke,  wenn 
man  daselbst  y—e.  und  ly  = le=l  setzt.  Danach  wird 

Sucht  man  vorläufig  nur  mindestens  die  zwei  engsten  ganz- 
zahligen Grenzen  (Schranken)  lür  die  fragliche  Grenzzahl  e,  so 
setze  man  allmälich 


n=l,  2,  3,  4,  5, 


dann  ist 


aber 


mithin  liegt  e 


e>15^  1-7,  19  , 2 07.  

<4,  3-4,  31.  3-05,  2-9 

zwischen  2 und  3.  ' 


Für  hohe  Zahlen  n ist  die  Verschiedenheit  der  Potentiande 
dieser  Grenzpotenzen  etwas  unbequem,  deshalb  umsetzen  wir  in 
der  untern  Grenze  ft  in  n— 1,  wodurch  wir  denselben  Potentiand 
wie  in  der  oberen  und  sohin 


0nT‘  ' ■ 

erhalten.  Das  Verhältniss  dieser  Grenzen  ist  = (i+,0* 

2 

nahe  =1  -f  — ■ 
n 

Wenn  demnach  tt  auch  schon  sehr  gross  ist,  so  beträgt  die 

2 

Fehlergrenze  doch  immer  noch  wenigstens  — des  unteren  Grenz- 

werthes  von  e,  und  da  dieser  selbst  wieder  mindestens  2 ist,  so 

4 

lallt  diese  Fehlergrenze  nicht  unter  — • , . 
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Wählt  man  a:.  B.  n=  1000,  so  ist'' 

* • ■ J.  •»  I I # ' • /’  * 

e = (100I)»«>«*-»....(1001)>o«H->  ■ ■ 

und  die  Fehlergrenze  geriiigstens  0*004.  In  der  That  findet  man 
mit  Hilfe  der  dekadischen  Logarithmen  e = 2*7143... .‘27106,  also 
die  Fehlergrenze  =0*0056,  so  dass  man  höchstens  e=2*71.... 
setzen  darf. 

Wenngleich  die  hier  gezeigte  Berechnungsweise  der  Grenz- 
zahl  e ein  sehr  ungenaues  Ergebniss  liefert,  so  genügt  doch 
schon  der  von  uns  gegebene  Nachweis  der  Möglichkeit  einer 
beliebig  zu  verschärfenden,  wenn  auch  äusserst  schwer  und  ledig- 
lich in  der  Einbildung  ausführbaren  Berechnung  derselben , weil 
der  wirkliche  Zifferbetrag  dieser  Zahl  fast  nie  in  den  Zifferrech- 
Dungeii  der  Analysis  verwendet  wird. 

Führt  man  die  Grenzzabl  e in  die  ini  Art.  20.  für  \y  gefun- 
dene allgemeine  Grenzgleichung  statt  y ein,  so  erhält  man  den 
sehr  folgenreichen  Grenzausdruck 


tü=0  Oi 


23. 

Grundzahl  eines  logarithmischen  Svstemes  und 
Berechnung  derselben  aus  dessen  Modul. 

Was  man  heut  zu  Tage  „Grundzahl  eines  Logarithmensystems“ 
nennt,  kann  in  einem  Systeme,  wo  man  die  Null  einer  anderen 
Zahl  als  der  1 zuweist,  wie  im  Neper’schen  Systeme,  streng 
renommen  gar  nicht  Vorkommen.  Denn  will  man  allgemein  jene 
Zahl  b die  Grundzahl  eines  Logarithmensystemes  nen- 
len,  deren  Logarithmus  eine  bestimmte  ausgezeichnete  Zahl 
I ist,  so  hat  man  nach  Art.  11.  1. 


reiche  Gleichung  mit  der,  den  gegenwärtigen  oder  Eiiler’schen 
iegriff  vom  Logar'ithmus  begründenden 

y— 

war  ähnlich  geformt  ist,  aber  in  sie  doch  nur  übergehen  kann, 
renn  man  entweder  sämrotliche  Logarithmen  x des  Mystemes 
urch  ß und  gesammte  Logarithmande  y durch  q dividirt,  oder 
= 1 lind  ß — l wählt;  dann  aber  hat  man  beide  Male  ein  anderes 
igarithmisches  System  als  das  eigentlich  betrachtete. 
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ln  der  That  atStzte  Neper  »ein  LogarUhmensystem  sicht, 
wie  viele  Analysten  vorgeben,  auf  eine  bestimmte  Grundzahl;  er 
hat  und  benüthigt  diesen  Begriff  gar  nicht 

Da  nun  der  ausgezeichnete  Logarithme  ^ der  Grundzahl  man* 
nigfaltig  gewählt  werden  kann,  so  wdrde  die  Grundzahl  b selbst 
nnoestimmt  bleiben;  indess  wird  sich  doch  im  Verlauf  unserer 
nächsten  Untersuchung  eine  begründete  Wahl  von  ß treffen 
lassen. 

Insofern  in  Neper’s  Systeme  der  Modul  m festgestellt  ist, 
frägt  sich’s  nun , wie  zu  ihm  allgemein  die  Grundzahl  o gefunden 
werden  könne. 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  benützen  wir  das  in  Art.  20. 
allgemein  gezeigte  Verfahren,  wie  man  zu  jedem  gegebenen  Lo- 
garithmus X die  ihr  angehörige  Zahl  y berechnen  l^nne,  indem 
wir  a:=Log^=^  und  y=6  setzen.  Dadurch  erhalten  wir  für  die 
Grundzahl  die  allgemeinen  Ausdrücke 

6=e.i™  (i+i)'=, . (i  + « J)i. 

/ 

Anstatt  des  letzteren  Grenzausclruckes  lässt  sich  leicht  die 
Grenzzahl  e einfuhren.  Denn  setzt  man 


so  ist 

mild 
' p CO  ij  m 

und  mit  linicorrO  auch  iiiiu;=0  verbunden;  und  mau  Gndet 

6 = ^ . F lim(l  + » 

i;=o 


folglich  nach  Art. 

I I 

b=Q.e”‘’ 

als  den  einfachsten  allgemeinen  Ausdruck  der  Grand- 
zahl. 

Bezeichnet  man  die  Grundzahl  des  natürlichen  Logaritbmen- 
syetemes  mit  B,  so  bat  man  gleichzeitig  9=1,  m=l  und  b = B 
zu  setzen,  und  erhält  sofort 
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B=e9. 


Demnach  wäre  allgemein  die  Grundzahl  B des  natürlichen 
Logarithraensystems  die  ^-Potenz  der  Grenzzahl  e.  Da  nun  er- 
heUet  leicht,  dass  es  am  passendsten  und  einfachsten  wäre,  so- 
gleich diese  Grenzzahl  selbst,  nicht  aber  erst  eine  Potenz 
derselben,  zur  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen 
zu  machen,  nemlich  B = e.  und  somit  den  für  jede  Grundzahl  b 
festgestellten  ausgezeichneten  Logarithmen  ß=l  zu 
setzen. 

Gebt  man  auf  diesen  Grund  ein,  der  auch  noch  dadurch  be- 
stärkt witd , dass  aus  Eulers  Begriff  vom  Logarithmus  nothweodig 
folgt,  dass  der  Logarithme  der  Grundzahl  =1  sein  muss;  so  ge- 
staltet man  folgende 

Erklärung-, 

Die  Grundzahl  eines  logarithroischen  Systemes  ist 
diejenige  Zahl,  welche  1 zum  Logarithmen  hat. 

Diese  Erklärung  haben  auch  Karsten,  Kästner  und  Klü- 
gel  (vergl.  dessen  Math.  Würterb.  lll.Bd.,  Logarithmus,  Nr.ll9), 
welche  mit  der  Ermittlung  von  Neper’s  logarithraischer  Gruad- 
zabl  sich  beschäftigten,  angenommen,  wenn  auch  nicht  so  um- 
ständlich wie  hier  gerechtfertigt.  ' . 

Setzt  man  nun  in  den  Gleichungen  dieses  Artikels  ß = l,  so 
übergehen  sie  in 


1 

b = pe“. 

In  den  jetzt  üblichen  Logarithmensystemen  fällt  die 
Null  der  Zahl  1 als  Logarithme  zu,  also  ist  p=  1 und  sofort 


1 

Bei  Neper’s^Grundzahl  der  Logarithmen  muss  man 
Zeichen  seinem  System  und  seinem  Canon  (Tafel)  der  Loga- 
ritnmen  unterscheiden. 

In  seinem  logarithmischen  Systeme  setzte  er  unend- 
lich abnehmend,  und  m = — q voraus,  also  ist 


1 
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A = lOr.e-oooooooi^,  107(1  ^ ...) 

= 990999900000005 

I 

die  Grundzahl  des  Neper'schen  Logarithmensystemes. 

Id  seinem  logarithniischen  Canon  dagegen  ertheilte  Neper, 
indem  er  7j=^y(f  = l wählte,  der  Zahl 

3,=9999999=10^—  l=:p  - 1 

den  Logarithmen  x=l,  also  ist  nach  der  ersten  der  obigen  Glei- 
chungen die  Grundzahl  des  Neper’schen  Logarithmen- 
Canons 


6= <1-1 =9999999. 

Karsten  hingegen  behauptet,  sie  sei  =0‘9999999.  (Klügel  a. 
a.  O.  S.  537.,"  Z.  7.  u.  S.  539.,  Z.  2.  v.  u.). 


Neper  erinnert  aber  in  seinen  Schriften  zweimal  (ebendas. 
S.  637.,  Z.  4- — 7 und  8—10),  der  Logarithme  seiner  ersten  Pro- 
portionszabl  9999999  =p  — l falle  zwischen  1 und  l'OOOOüOl 

= 1 -| — , daher  man  denselben 

^ 1 


= 1 •00000005  = 1 + - 
Q 


setzen  mag. 


1 


Nimmt  mau  daher,  nachdem  man  zur  Abkürzung  S^' 

setzt  hat, 

y=Q-l.  = 

und 


ar  = l + - = l+£; 

V 


so  findet  man 


oder  wenn  man  für  einen  Augenblick 


1 +£ 


:=l_£+£a_£* 


setzt: 
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= (l-t)"=l-«+“-^^^E* 


folglich  ist 


6 = p — 1 + 1 — I6e»  ,...  = 9999999-0000001 . 


Setzt  man  dagegen 


1 

a:=l+^  = l + ^ 


ood  für  einen  Augenblick 


« 


»0  ist 


folglich 


-=(1— »i«  + 


m(m — 1) 

T2  ‘ 


6=9- 1 + |—  9999999-(K)0000(»... 


Dieselben  Ereignisse  fand  Kästner  und  Klflgel  (a.  a.  O 
S.  540.). 

Würde  man  (vergl.  Art.  21.)  in  Neper’s  System  die  ganzzah* 
ligen  Logarithmen  und  Logaritnmande  als  Zehnmilliontel  lesen, 
folglich  9 = 1 und  ;it=  — 9= — l setzen;  so  wäre  die  Grund- 
zanl  des  auf  diese  Weise  ab|eänderten  Neper’schen  Lo- 
garithmensystems = e-i  =— > nemlich  das  Umgekehrte  der 
Unindzahl  e der  natürlichen  Logarithmen. 


Thiil  X V 


l-J 
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■>4. 


Berech nungtles  Mod II ls>  eines  logarithmischenSystenieü 
aus  dessen  Grundzahl,  oder  allgemeiner  aus  den  fest- 
gesetzten Logarithmen  zweier  Zahlen. 

Neper  hatte  seine  Logarithmen  vornehmlich  bloss  für  seine 
astronomisch  - oder  sphärisch -trigonometrischen  Rechnungen  aus- 
gedacht;  sobald  er  aber  diese  wichtige  Entdeckung  seinem  Freunde 
Heinrich  Briggs  mitgetheilt  hatte,  rieth  dieser,  um  selbe  für 
die  gewöhnliche  dekadische  Zifferrechnung  mit  Zahlen  nutzbar 
einzurichten , die  Logarithmen  dergestalt  zu  bemessen , dass  die 
dem  dekadischen  Ziffersysteme  zu  Grunde  liegende  Zahl  10  den 
Logarithmen  1,  und  die  Zahl  1 den  Logarithmen  0 erhalte. 

Hier  hatte  man  demnach  die  umgekehrte  Aufgabe  der 
vorigen,  nerolich  aus  der  für  ein  neu  zu  schaffendes  Logarithmen- 
System  gegedienen  Grundzahl  6 = 10,  oder  noch  allgemeiner,  ans 
zwei  Zahlen  und  deren  Logarithmen,  von  denen  jedoch  einer  Moll 
ist,  des  logarithmischen  Systemen  Modul  m zu  berechnen. 

Zu  ihrer  Lösung  dienen  am  besten  die  in  Art.  ‘20.  für  Lngjf 
aufgesteliten  Ausdrücke,  in  denen  Loi;p=0  ist,  weil  in  ihnen 
der  Modul  m als  Factor  vorkommt.  iVegen  der  Complicirtbeit 
seines  Mitfactors  und  der  Einfachheit  des  Products  bleibt  es  je- 
doch rathsamer,  dieses  Moduls  Umgekehrtes,  — • auszudrOcken. 
Für  selbes  Gndet  man 

m~  Logy«  ■■■■■  Logy 

uqd 


— 

tt=cD  Q ft>=o  W 


Logy 


Logy 


Ist  non  die  Grundzahl  6 gegeben,  so  setze  man  y=A  und 
Logy=  Log6=^;  dadurch  wird 


und 


1 l »f 16  , 1 " 6 


— = — .lim.(y- — I)  n=  - - liin..^?-^ , 

m Q n=x  Q y fi>=o 


I 
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1»  der  Neuzeit  setzt  tuan  durchweg , die  dem  Logarithmen 
Noll  entsprechende  Zahl  p=l,  daher  hat  man  hier  die  einfacheren 
Ausdrücke 


l n+ 1 n 

-=  (v^  6-1) («  + !), 


und 


J ^ 2 

— = lim.  ( V6 — l)w  =lim.  

n=CO  <u=o  “ 


Für  das  dekadische  Logarithmensystem  ist  6 = 10,  da- 
her findet  man,  mittels  vielfach  wiederholter  zweitgradiger  Wur- 
zelziehung aus  10,  wie  Callet  a.  a.  O.  zeigt,  den  Modul  dieses 
Systems 


m=0-4342944819..,. 

Im  natürlichen  Logarithmensyteme  ist  der  Satzung 
Mmfiss  m=l,  und  gefunden  ward  6 = e = 271...,  daher  gibt  die 
fetzte  Gleichung  wieder  den  bereits  (Art.  22.)  erhaltenen  Grenz- 

go> 2 

aosdnick  lim =1. 

or=0  ^ 

Den  Zusammenhang  zwischen  Grundzahl  undModul 
in  jeglichem  Logarithmensysteme,  welches  Log]  =0 setzt, 
vermag  man  am  einfachsten  durch  Vermittelung  der ' natürlichen 
Logarithmen  aufzustellen.  Benützt  man  nemlich  die  in  Art.  21. 
erwiesene  logarithmische  Umwandelungsgleichung  ' 

log.artif.y  = m.ly , 

indem  man  y — b setzt , so  erfolgt 

/ii.l6=:l, 

als  allgemeiner  Ausspruch  des  fraglichen  Zusammenhanges.  M o - 
dulund  natürlicher  Logarithme  der  Grundzahl  sind 
nemlich  in  jedwedem  1 ogarithmi s eben  Systeme  Umge- 
kehrte von  einander.  Und  danach  können,  wenn  einmal  die 
natürlichen  Logarithmen  berechnet  und  intabulirt  sind,  Modul  und 
Grundzahl  leicht  aus  einander  gerechnet  werden. 

Denselben  Satz  liefert  auch  die  (in  Art.  23.)  entwickelte  Glei- 
0 1 

choD^6=e"’,  wenn  man  in  ihr  die  natürlichen  Logarithmen  bei- 
der Seiten  nimmt;  da  sie  16 =—  gibt. 


12* 
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B. 

Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen  nach  Byrg't 
Begriff  vom  liOgarithmus  und  nach  Neper's  Berech- 
nung8  weise  der  Logarithmen. 


25. 


Bei  dem  (in  B.  Art.  0.  erörterten)  Zusammenhalten  der  gleich 
stelligen  Glieder  einer  geometrischen  Reihe  von  Logarithmanden  g 
mit  einer  arithmetischen  Reihe  von  Logarithmen  x hatten  die 
gleichzeitigen  Schöpfer  dieser  Anschauungsweise  der  Logarithmen, 
Neper  und  Byrg,  nebst  den  Ausgangsgliedern  ya  = Q 
Xo=0  beider  Reihen  noch  ihr  gleichzeitiges  Fortschieiten 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  in  Zusammenhang  zu  bringen. 
Hierbei  scheinen  sie  von  Betrachtungen  folgender  Art  geleitet 
worden  zu  sein. 


In  einer  arithmetischen  Reihe  bleibt  sich  die  absolute 
(unverglichen  genommene)  Zu-  oder  Abnahme  derselben  von  Glied 
zu  Glied,  durchweg  gleich,  in  einer  geometrischen  jedoch  nur 
ihre  verhältnissmässig  e Zu-  oder  Abnahme,  d.  i.  das  Verhält- 
niss  der  absoluten  Zu  - oder  Abnahme  zum  jedesmaligen  vorans- 
gehenden  Gliede.  Ist  nemlich  d der  stete  Uiiterscbied  der  arith- 
metischen Reihe,  so  diese  von  Glied  zu  Glied  um  d,  wenn  d 

negatW  dagegen  in  einer  geometrischen  Reihe  der 

stete  Quotient  q und  irgend  ein  Glied  y ist,  so  ist  das  folgende 
= qyi  daher,  da  wo  qr>  1,  ist  die  absolute  Zunahme  —qy — y und 


die  verhältnissmässige 


y 


= 7 — 1,  oder  dort,  wo  7 < 1,  ist 


■qy  und  die  verhältmässige 


die  absolute  Abnahme  =y- 
=1—7.  Mithin  bleibt  in  einer  geometrischen  Reihe  die 

der  Glieder  so  wie  der  Quotient  q 


verhältnissmässige 


durchgehends  sich  gleich.,  Bios  wo  das  vorausgehende  Glied  y— 1 
ist,  kommt  die  verhältnissmässige  Aeiiderung  der  Glieder  mit  der 
absoluten  selbst  überein. 

I 

Damit  aber  einerseits  in  der  arithmetischen  Reihe  der  Loga- 
rithmen X jeder  vorgelegte  Logarithme,  und  andererseits  in  der 
geometrischen  Reihe  der  Zahlen  y jede  vorgelegte  Zahl,  auf  einen 
möglichst  getingen  Fehler  vorkomrae,  muss  dieser  Felder,  nem- 
lich in  jener  arithmischen  Logarithmen -Reihe  das  absolute  Inter- 
vall tl,  in  dieser  geometrischen  Logarithmanden-  oder  Zahlen -Aeihe 
das  verhältnissmässige  Intervall,  7 — I,  der  benachbarten  Gneder, 
möglichst  klein,  und  jedenfalls  bei  der  Grundanlage  beider  ein- 
ander zugesellten  Reihen  entschieden  festgestellt  werden.  Dadurch 
wird  aber  auch  das  Verhältniss  beider  dieser  Intervalle  oder  Zu- 
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oabraen  der  Reibenglieder,  di{q — 1),  welches  mit  m bezeichnet 
iverden  möge,  festgestellt;  und  man  erklärt  sonach  m als  ilas 
Gren z vern äl tn iss  der  unendlich  sich  verringernden  In- 
tervalle oder  Aenderungen,  d und  q — 1,  der  Glieder  in  der 
arithmetischen  Reihe  der  Logarithmen  und  in  der  geo-  * 
metrischen  der  Zahlen;  nemlich  für  linid=0  und  liro(i/— 1) 

=0  wird  m=lim-^^  gesetzt.  Dieses,  die  Art  oder  das  System 

der  Logarithmen  bestimmende,  Grenzverhältniss,  m,  pflegt  man 
den  Modul  des  logarithmischen  Systeme  s zu  nennen. 


Neper  Hess  (vergl.  Art.  5.)  die  arithmetische  Reihe  seiner 
Logarithmen  steigen  und  mit  dem  Gliederpaare  0,  k anheben,  also 
die  absolute  Zunahme  der  Glieder  d=k  positiv  sein;  dagegen 
liess  er,  geleitet  von  seinen  sphärisch -astronomischen  Rechnungen, 
die  geometrische  Reihe  der  zugehörigen  Zahlen  sinken,  und  mit 


dem  Gliederpaare  p,  p — % anfangen,  also  den  Quotienten  q — 


— tl? 


= 1 nnd  die  relative  Zunahme  der  Glieder  q — 1 = 

Q ^ 


, Q 

(p-  x)  — p 


= — — negativ  sein, 
sehen  Modul  m=— — 


Art  7.) 


1 


Er  setzte  daher  überhaupt  den  logarithnii- 

= -k:  — - Insbesondere  nahm  er  (nach 
Q 


folglich 


k = l,  p = 1000Ü000,  x = l=k. 


-=00000001 

Q 


uod 


,«  = — p = - 10000000. 


Byrg  dagegen  liess  iür  die  gewöhnlichen  Zififerreebnungen  in 
ganzen  Zahlen  beide  verbundenen  Reihen,  folglich  die  Logarithmen 
und  Logarithniande,  mit  einander  wachsen,  also  in  seiner  arithme- 
tischen Logarithmen -Reihe  (vergl.  Art.  7.)  ebenfalls  die  Anfangs- 
glieder 0,  k und  die  absolute  Zunahme  der  Glieder  d—k  nosinv, 
dagegen  in  seiner  geometrischen  Logarithmanden  - Reihe  die  An- 

fangsgiieder  p,  g + x,  folglich  den  Quotienten  q=  - 

und  sofort  die  verhältnissmässige  Zunahme  der  Glieder  q — \ 

_(p+j0 — auch  positiv  sein.  Er  setzte  demnach  überhaupt 

d , X 


den  logarithmischen  Modul  m = 
er  (laut  Art.  7.) 


— i =Ä: 


Insbesondere  nahm 
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k = 10,  (.=  lOOOOOOOO,  K = 10000; 

al8o 

-=00001  und  m = 100000. 

Q 


26. 


Spätere  Mathematiker  erkannten  jedoch  bald 

1.  dass  es  rathsamer  sei,  von  dem  damaligen  Gebrauche,  blo« 
mit  ganzen  Zahlen  zu  rechnen  und  demgemäss  nicht  nur  die  Lo- 
garitnmande,  sondern  auch  die  Logarithmen  in  ganzen  ZablcD 
ilarzustellen , ganz  abzugeheii  und  sonach  Logarithmande  und 
Logarithmen  durch  UecimalbrQche  auszudrfleken,  und 

2.  dass  die  logarithmischen  Rechnungen  sich  ungemein  verein- 
fachen, wenn  man  die  Null  als  Logarithmus  nicht  mehr  einer 
höheren  dekadischen  Einheit  p,  sondern  der  Stammeinheit  — der 
Eins  — ' zuschreibt,  also  analog  ^'=1  macht. 


Dazu  bedurfte  es  demnach  nur  sämmtlicbe  geometrisch  ge- 
reihten Zahlen  durch  diese  dekadische  Einheit  p zu  theilen. 
Hiebei  blieb  der  Quotient  o dieser  geometrichen  Reihe  ungeän- 
dert,  weil  sein  Dividend  und  Divisor  durch  einerlei  Zahl  getbeilt 
wurden,  daher  t/~q.  Sonach  blieb  auch  die  verhältnissmässige 
Zunahme  der  Glieder  dieser  geometrischen  Zahlenreihe  ungestört, 

9'-l  = 9-l- 


In  Bezug  auf  die  Logarithmen  ersahen  sie,  dass  es  angemessener 
sei,  den  in  denZifferrechnungeu  gewöhnlich  vorkommenden  ganzenZah- 
len  positive  Logarithmen  zuzuweisen,  folglich  nicht  allein  die  geo- 
metrische Lo^rithmanden  - Reihe,  sondern  auch  die  arithmetische 
Logarithmen -Reihe  steigen  zu  lassen,  sonach  in  jener  den  Quotienten 
o'>l  und  in  dieser  die  Differenz  d'  positiv  zu  machen.  Zugleich 
nenützten  sie  den  von  Neper  (vergl.  Art.  1,  Cap.  I.  Def.  6)  her- 
stammenden Gedanken , die  absolute  Zunahme  d'  der  arithmetisch 

fereihten  Logarithmen  der  verhältnissmässigen  Zunahme  9'— 1 
er  geometrisch  gereihten  Logarithmande  gleich  zu  machen,  also 
d‘=.<f  — \ zu  setzen,  folglich  den  Modul  dieses  abgeänderten  Lo 

garithmensystems  m'  = — r^=lzu  wählen.  Weil  aber  y' — 1=^1— 1 

d ^ d d 

und  wegen  m— j-  also  q — 1 = — ist,  so  hatte  man  aueh  d'=-> 

® q — 1 ^ m ^ m 

d.  i.  man  musste  zunächst  die  Zunahme  d der  Logarithmen,  folg- 
lich, weil  das  Ausgangsglied  ihrer  arithmetischen  Reihe  Null  ist, 
sämmtliche  Logarithmen  durch  den  Modul  m theilen. 


Diese  neue,  dem  Modul  m'  = l entsprechende,  Art  von  Lo- 
garithmen ergab  sich  demnach  aus  Neper’s  Logarithmentafel, 
indem  man  alle  Zahlen  durch  9=10^^  und  alle  Logarithmen  durch 
m = — 10*'  dividirte,  folglich  blos  von  den  Zahlen  und  Loga- 
rithmen 7 Decimalstellen  abschnitt  (oder  beide  als  Zehnmillioatel 
las)  und  noch  die  Logarithmen  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen 
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nahm.  Aus  Byrg’s  Logarithmentafel  ergab  sie  sich,  indem  man 
die  Zahlen  durch  ^ = 10^  und  die  Logarithmen  durch 
theilte,  folglich  nur  von  den  Zahlen  8,  von  den  Logarithmen  aber 
5 Deciraalstellen  abschnitt  (oder  jene  als  Hundertmilliontel  und  diese 
als  Hunderttausendtel  las). 

Insofern  nun  dieses  abgeänderte  Logarithmensystem  den  hier 
als  naturgemäss  nachgewiesenen  Anforderungen  (vergl.  noch  Art. 
19.)  gendgte,  und  beide  Entdecker  den  Logarithmen,  wenn  man 
blos  die  Zähleioheiten  ihrer  ganzzahlig  dargestellten  Logarithmande 
und  Logarithmen  und  hü^stens  noch  das  algebraische  Be- 
ziehungszeichen der  letzteren  abändert,  in  ihren  Logarithmen- 
tafeln dieses  logarith mische  System  aufgestellt  haben;  erkannten 
die  Mathematiker  es  ffir  passend,  diese  Logarithmen  natürliche 
ZD  nennen. 


Im  natürlichen  Logarithmensysteme  ist  demnach  der  Modul 
m=lim^-^^=l  für  lim<Z=lim (9— 1)  = 0,  und,  wie  man  gegen- 
wärtig zu  schreiben  pflegt,  ist  log.nat. I oder  11=0. 


27. 

Für  die  Berechnung  des  Logarithmus  x einer  bestimmten  Zahl 
y für  einen  festgestellten  Modul  m hat  man  demnach  in  einer 
ähnlichen  Weise  wie  in  Art.  20.  die  Gleichungen: 

Xn=Xo-\-  nd  = nd,  *Xb+i  = a:o  + (n  -|-  1)  = (>*  + 1)  d ; 

y„  = yo9" = ev".  y»+i  = .(tü  9"  * * = ey"  ^ ; 

d 

m=M , ; 

9-1 


x=a:»....Tn+i , y=.yn  ....yn+|. 

V 

Eliminirt  man  nun  hier  d und  o so  wie  dort  ~ , so  findet  man 

e . . 

leichtauch  die  daselbst  aufgestellten  Gleichungen,  sohin  auch  die 
anf  sie  gegründeten  in  den  Art.  21  — 24  durchgeführten  Lehren ; 
weshalb  wir  uns  der  Wiederholung  derselben  hier  enthalten. 

Für  die  Grundzahl  des  Byrg'ischen  Logarithmen - 
tyiiemg  setzt  man  in  Art.  23.  die  Zahl  9 =10^  und  den  Modul 
m=10*;  danach  findet  man 

6 = 10».e0®®°«‘ 


— + 10»  ^ 10*0  ^ 10*»  ^ 


0;046 
102Ö  •••) 


= 100001000  0050000160... 
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Zar  Berechnung  der  Grundzahl  b der  Byrg’ischen  Lo- 
garithmenta/e/ benützt  man  die  aus  Art.  11,  1.  und  2.  so  wie 
auch  aus  Art.  ‘23.  folgende  Gleicsung 

h(f>- 

indem  man  auf  den  von  mir  (in  Art.  23.)  gerechtfertigten  B^f 
der  logarithmischen  Grundzahl  eingehend  ß = l wählt. 

Setzt  man  nemlich  nach  Byrg’s  Annahmen  (Art.  25.) 


also 


und 


e = I0«,  + 


^=]  + ^ = 10001 
e Ql 


Xi  =d—k=i0. 


so  ist 


1 I ' i.K  in  91 

6=10a(10001)^^=  10»(1  + 


= 1000009990550012.... 


C. 


Aufbau  der  Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen 
über  einem  gewissen  Grenzverhältnisse  und  auf  dem 
gewöhnlichen  Begriffe  vom  Logarithmus. 


28. 


Wenn  y eine  beliebige,  n eine  absolute  ganze  Zahl  vorstellt, 
so  ist  bekanntlich 

y«— 1 = (y— l)(y"-  ‘ + y"-*  + y«-* + ...  + y + 1 ) , 
daher  der  Quotient  oder  das  Verhältniss 


«— 1 


.y 


lli-=y"-*+y"-*  + +y+l 


*)  Um  über  die  Beträge  dieser  Luxnszahlen,  die  man  Neper’s  ond 
Byrg's  logarithmische  Grundzahlen  nennt,  kurz  nnd  sicher  absprechen  tu 
können,  habe  ich  mir  erlaubt  ausnahmsweise  hier  und  in  Art.  24.  die 
convergenten  Reihen  anzuwrnden. 


Digitized  by  Google 


177 


Würde  man  nun  die  willkühriiche  Zahl  y geradehin  = 1 setzen, 

80  möchte  jener  Quotient  die  unbestimmte  Form  g annehmen , 

diese  Potenzensumme  aber,  weil  n gliederig,  in  die  Summe  von  n 
Einsen  also  in  n selbst  übergehen.  Man  muss  daher  diesen  Po- 
teiitiand  y als  eine  der  Grenze  1 unablässig  zustrebende  verän- 
derliche Zahl  ansehen,  wonach  auch  alle  ihre  natürlichen  Poten- 
zen derselben  Grenze  1 zustreben,  und  die  ngliederige  Poten- 
zensurome  der  Grenze  n ohne  Ende  näher  rückt.  Dadurch  wird 
man  berechtiget,  diese  Grenze  der  Potenzensumme  als  Grenze 
jenes  Quotienten  anzusehen,  folglich  zu  setzen 


s=i.V— 1 


Soll  die  Zahl  y ihrer  Grenze  1 stetig  sich  nähern,  so  muss 
sie  wenigstens  in  den  späteren  Stadien,  ebenso  wie  ihre  Grenze 
reell  und  positiv,  dabei  jedoch  entweder  kleiner  oder  »rösser  als 
diese  Grenze  sein,  folglich  entweder  im  Wachsen  o^r  im  Ab- 
nehmen dieser  Grenze  zustreben;  es  ist  nemlich  ^ ^ lund  lim^=l, 

> 

H'ofiir  wir  im  Zusammenhänge  lim  ,<y=l  schreiben  wollen. 

< 


Danach  ist  in  der  obigen  Potenzensumme  jeder  Summand,  als 
Potenz  von  v,  so  wie  diese  positiv  und  dort  grösser  hier  kleiner 
als  1,  und  sfrebt  der  gemeinsamen  Grenze  1 zu,  folglich 


und 


lim(y»-*  -Py"-*  + ...-Py*+y+  l)  = w 

< 


i.  y" — 
lim“ — f =«• 

y-1  < 


29. 

Bezeichne^  wir  den  Unterschied  zwischen  y und  1 mit  .r, 

nemlich  y—lzsix,  so  ist  für  y=i  dieser  Unterschied  x = 0,  und 

< < 

die  letzte  Grenzvergleichung 

lim^‘~^^  ^ = n für  lima;  =0. 

® < < 

Unterscheidet  man,  zur  genauen  Erforschung  der  Verglei- 
chungszeichen, ob  X positiv  oder  negativ  sei,  so  hat  man  zunä^st, 

«enn  x positiv,  also  limx^O  ist. 
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n>  I 

X — I 

«laber  weno  man  beiderseits  des  Vergleichungszeichens  mit  der  { 
positiven  Zahl  x niultiplicirt  und  J addirt,  I 

(1 +ar)»^l +7IX,  j 

und  wenn  man  beiderseits  die  nte  Wurzel  aus  diesen  zwei  die  1 
1 übersteigenden  positiven  Zahlen  zieht, 

’S  i 

endlich,  wenn  man  noch  beide  eben  solche  Zahlen  nach  dem  po- 
sitiven Exponenten—  potenzirt, 

(1  + j;)*^  (1 +na:)  »*  • 


Ist  dagegen  x negativ,  also  limx  ^0,  so  hat  man 
(l+g;)"-l  = 

X < 

oder,  weil  Dividend  nnd  Theiler  negativ  sind,  nach  Veränderung 
ihrer  Vorzeichen', 

l-(l-fx)"  = 

-a:  <"• 

Multijplicirt  man  nun  zu  beiden  Seiten  des  V’ergleichungszeichens 
mit  der  positiven  Zahl  —x,  so  wird 

1 — (1  na:; 

daher,  wenn  man  beiderseits  (1  -f-  x)”  und  iix  addirt , ist 
l+nar^(l+a;)»; 

folglich,  wenn  man  von  beiden  verglichenen  Zahlen  ihre  Umgekehr- 
ten nimmt,  das  heisst,  durch  beide  die  1 theilt,  muss  das  Un- 
gleichheitszeichen umgewendet  werden,  und  es  erfolgt 

^ = 1^_ 

J +nx  ^ (l-f-a;)" 

oder 


(1  +na:)-J^  (1-l-a:)-". 
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Erhebt  man  nun  beide  positive  Zahlen  zur  Potenz  des  posi- 
tiven Exponenten , so  wird 

— nx 

I 

Sonach  ist  iin  Zusammenhänge . für 

limo:=0, 

< 

1>  _i 

lini(l  -f  a)*=lim  (1  -f  wa:)" 

< 

Hieraus  erhellet  nun,  dass  beide  diese  Potenzen,  von  denen 
die  erste  nur  von  x,  die  andere  nur  von  nx  abbängt,  bei  gleich- 
zeitiger unendlicher  Abnahme  dieser  Veränderlichen  x und  nx, 
einer  und  derselben  Grenze  zustreben  müssen,  oder,  wenn 
man  diese  Veränderlichen  durch  eine  neue  mit  ihnen  zugleich  un- 
endlich abnehmende  Veränderliche  a>  vorstellt,  dass  die  Potenz 
1 

(1  -|-  Ol) einer  gewissen  Grenze  ohne  Ende  sich  nähern  muss. 

1 

Diese  Grenzzabl  kann,  weil  die  in  der  Potenz  (l-f-co)"  einzig 
vorkommende  Veränderliche  o>  in  ihrem  äussersten  Grenzwerthe 
in  Nuli  übergeht,  tedigiich  eine  völlig  bestimmte  oder  besondere 
Zahl  sein.  Einem  allgemeinen  Gebrauche  gemäss  pflegt  man  sie 
durch  den  Buchstaben  e zu  bezeichnen;  also 

i 

lim(l-|-  «>)“  =e 
ro=0 


ZU  setzen. 


30. 


Erforschen  wir  nunmehr,  ob  diese  Grenze  e bei  unendlicher 

i 

Abnahme  von  a>  von  der  Potenz  (l-|-o))‘"  im  Wachsen  oder  Ab- 
iiehmen  angestrebt  werde. 


Weil  nx  mit  x gleichzeitig  positiv  ist  und  unendlich  ahnimmt, 
so  muss,  vermöge  der  zuletzt  aufgestellten  Grenzvergleiehung,  die 
i 

Potenz  (l-fo))'",  wenn  ca  von  nx  auf  seinen  nten  Thcil,  x,  ab- 
idmmt,  für  Berthe  von  a;,  nx  und  «,  *b"äme^ 

mit  muss  diese  Abnahme  fortbestehen , wenn  die  jeweilige 

Abnahme  der  Veränderlichen  m auf  ihren  nten  Theil  sich  fort- 
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XXX 

während  wiederholt,  also  (o  allmählig  auf  nx,  x,  — > ^,u.s.  f. 

herabsinkt. 

Weil  jedoch  x beliebig  klein  und  n beliebig  gross  angenom- 
werden  kann,  so  müssen  die  hinreichend  klein  gewählten  Glieder 
jeder  anderen  Reihe  von  Werthen  der  V^eränderlichen  »zwischen 
je  zwei  Glieder  jener  abnehmenden  geometrischen  Reihe  fallen; 
folglich  muss  auch  für  die  neue  Reihe,  also  überhaupt,  wie  auch 
immer  das  Gesetz  der  unendlichen  Abnahme  von  a lauten  möge, 

i • *• 

die  Potenz  (l-J-w)“'  für  Werthe  von  a ohne  Ende 

' ' ' negative 

abnehm°e'nd  Grenzzahl  e zustreben,  nemlich  für 

> 

lim  Q)=  0 

< 

ist 

i < 

lim(l-l-tB)"’  =e. 

> 

Daraus  folgt  sogleich,  das  für  jeden  negatii^  Werth  von  u 
die  Potenz 

(!  + »)“  <e 


sein  muss. 

Setzt  man  daher  einmal  o = — und  ein  andermal  cd  = — 

n n+1 

nobel  n absolut  und  ganz  sein  soll,  so  ist 
und 


also 


1 V+i 
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Insbesondere  findet  man  för  n = l,  dass  die  fra^licfae  Grenz- 
zahl zwischen  den  ganzen  Zahlen  2 und  4 liegt.  Wie  man  diese 
einschränkenden  Grenzausdriicke  zur  wirklichen  Berechnung  von 
e Verwenden  könne,  ist  io  Art.  22.  gewiesen  worden. 


31.  ■ 

Aus  der  obigen  allgemeinen  Grenzvergleichung 

L<  > 

lim  (l -f- e für  lim«o=0, 

> < 

folgt  für  positive  a,  der  Ordnung  nach, 

1 '■ 

dagegen  für  negative  u,  wo  — a positiv  ist, 


N > > » 


mithin  ist 


pto I ^ ^ 

lim = 1 fürlimt»=0. 


Eine  Bestätigung  dieser  wichtigen  Grenzvergleichung  Bilden 
wir  an  der  in  Art.  erwiesenen  und  ihr  eigentlich  zu  Grande 
liegenden 


lim 


X 


n für  lim:i;  = 0. 

< < 


Denn  dividirt  man  durch  n,  setzt  /ix=(o,  also  « = ~»  so  verwan- 
delt sie  sich  in 


(0 


[ 


J -lO) 

lim  (1  + a:)x 
r=0 


CO 


1 pU) 1> 

— = lim^ 


für 


> 

limu  = 0 • 

< 
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32. 


Sei  ID  Bezug  auf  eine  beliebige  von  0 und  1 verschiedene 
absolute  Grundzahl  b der  Logarithme  der  zwischen  2 und  4 ent 
baltenen  absoluten  Grenzzahl  e,  oder  — wie  wir  ihn  kurz  nennen 
wollen — der  6-Logarithme  von  e,  die  Zahl  m;  in  Zeichen 
b 

loge  = m,  also  h”'—e.  Führt  man  diesen  Ausdruck  von  e in  die 
zuletzt  gefundene  Grenzgleichung 

e"-— 1 . 

lim  =1 

<0=0  ca 

ein,  und  theilt  sie  durch  m,  so  wird 


lim 


ft«<0_  J 1 


folgt 


0=0  rnco  m 
Setzt  man  noch  ahkürzend  mca=e,  also  auch  lime=0,  so  er- 


6^  — 1 1 1 
löge 


lim 

B Tn 


eine  beraerkenswerthe  Grenzgleichung. 

Kehrt  man  ihre  beiden  Theile  um,  so  ist 


Da  t eine  unendlich  abnehmende  Zahl  ist,  so  ist 


lim  (6')=6®=1, 

f=0 

also  darf  gesetzt  werden,  wo  auch  limij=0  ist.  Dann 

b • 1 • 

iatc=log(l-|-i7),  und  für  diese  Ausdrücke  übergebt  die  Gleichung  m 

limi4<l±2l=„  = lV, 

i?=o  V 


der  man,  weil  log  1=0  ist,  auch  die  Form 
k b 


v=o  + * 


ertbeilen  kann. 

Zu  jedem  Logarithm%psystem  ist  demnach  das  Verhältniss  der 
geringsten  Aenderungen  der  kleinsten  Logarithmen  zu  den  entspre- 
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chendoD  Aenderungen  ihrer,  der  Zahl  1 benachbartesten,  Zahlen  ein 
bestimmtes,  m,  welches  der  Modul  dieses  logarithmischen  Sy- 
stemes  genannt  wird  und  mit  dem,  in  diesem  Systeme  Vorkommen- 
den,  Logarithmen,  der  Grenzzahl  e=2'7i...  iibe'reinfUlt. 

Da  nun  der  Logarithme  der  Grundzahl  in  jeglichem  Systeme 

= 1 ist,  so  sieht  man  sich  durch  den  Ausdruck  löge  des  loga- 
ritbmischen  Moduls  aufgefordert,  sich  ein  Logarithmensystem  zu 
denken,  dessen  Grundzahl  die  gefundene  Grenzzahl  e ist;  was 
möglich  bleibt,  weil  e absolut  und  von  0 und  1 verschieden  ist 

e 

Durch  den  Uebergang  von  b auf  e wird  loge=l,  daher  obige 
Grenzgleichung 


e 


e 


lim 

>1=0 


(i+v)-v  ~ 


In  dem  Systeme  dieser  «-Logarithmen  sind  daher  die 

Osten  Aenderungen  der  kleinsten  Logarithmen  den  entspre- 
en  Aenderungen  ihrer,  der  Zahl  1 benachbartesten,  Zahlen 
gleich,  oder  der  Modul  ist=l. 

Insofern  nun  die  Analysis  selbst  auf  dem  Wege  einer  ganz 
ungekünstelten  Erforschung  von  naturgemäss  zur  Frage  sich  auf- 
werfenden Grenzverhäitnissen  zu  der  mit  e bezeichneten  Grenzzahl, 
und  danach  zu  den  auf  die  Grundzahl  e beziehlichen  Logarithmen 
geleitet  wird;  und  insofern  diesen  die  in  Art  19.  au^ezählten 
Eigenschaften  zukommen:  sieht  man  sich  ohne  Zweifel  berech- 
tiget diese  «-Logarithmen  natürliche  zu  nennen. 


Bezeichnet  man  nun  diese  natürlichen  Logarithmen  blos  mit 
dem  einfachen  Buchstaben  I,  so  findet  man  aus  der  obigen  Glei- 
chung 6“  = « die  bekannte  mlb=zl.  Ferner  wenn  a;  der  6-Lo- 
garitbme  von  y ist,  also  b*=y  ist,  bat  man  auch 

6™* = , 

also 

x = l (y”), 

oder 

b 

logy=mly. 

m 

Daraus  folgt  auch  «=y-*  und  sonach,  mit  Bezug  auf  Art.  31, 
e“  —y*  , oder,  wenn  man  — setzt. 
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-hIrX  i » Ix  n- ' '**/ 

^ e"=y"«=V'y  und  o>=— •— • m 


Bringt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Grenzvergleichniig 


.ii'il' 


gut  ^ 

, lim =1»  limia=0 


und  setzt  noch  I 


x = logy. 


H 

.IK!  I ^ 

. !■- iii|(..i^ 

!•  ,t<!iwni  (!•>•:• 

I il' :t:  it 

' -h 


SO  wird 


” lim  (yy— l)n  = l, 
logy«=*'’'^  ^ 


wobei  das  Verglen  hungszeichen  gilt,  wennw= 

positiv  . 
negativ 

ft 

Nimmt  man,  wie  üblich,  6^1,  also  m=loge  positiv,  ferner 

für  y eine  Absoluteahl  über  1,  daher  auch  logy  positiv  an,  so 

kommt  letztere  Bedingung  darauf  zurück,  dass  n „ggat^y  ®®'" 

Für  diesen  Fall,  wo  b und  y>l  ist,  findet  man  demnach  all 

6 

gemein,  wenn  man  mit  der  positiven  Zahl  logy  die  Vergleichung 
multiplicirt, 

^ n ili'.u.Iii. 

logy=mliro(Vy—  1)«»  "■* 

^ lU’Y,  onitfli'  .;^ 

1 > 

für  lim  — =0,  oder  für  limn=J;X  ; 

”< 

daher  insbesondere  für  natürliche  Logarithmen,  d.  i.  für  6=e,, 
m = l,  und  y>  1, 

1 ^ 

ly=lim(v'y — l)w>  lim— =0. 


Anders  dargestellt  ist 


ly  = (l  -- y—l)n- 

Vy^ 


r.iusinü 

nt  ” 
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wenn  man  nemlich  n erst  negativ,  dann  positiv  setzt. 

' n 

das  VerhSItniss  der  oberen  Grenze  zur  untern  -Vy- 
Setzt  man  zur  Vereinfachung  der  Rechnung 

n n 

Vy  = l+«,  und  (Vy — 1. «=)««=  F; 


HO  ist 


Dabei  ist 


Da  noch 


F Itt* 


ist,  so  findet  man  um  so  mehr 


ly=  F-m  F....  F 
and  die  Fehlergrenze  = u F. 


D. 

Ableitung  der  Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen 
nach  dem  dermalen  gebräuchlichen  Begriffe  der 
Logarithmen. 


34. 


I.  Für  eine  festgesetzte  Grundzahl  b sei  x der  Logarithme 

h 

einer  Zahl  y,  in  Zeichen  logy  = a:,  so  ist  (vermöge  Art.  10)  b*=y. 

Zugleich  ist  aber  auch  nach  dem  Begriffe  vom  Wurzelziehen 
(Radiciren) 


i 

X 

b=vy=  Vy", 


d.  h.  radicirt  man  eine  Zahl  y nach  ihrem  Logarithmen 
h 

z=logy,  oder  gewöhnlicher  ausgesprochen,  zieht  man 
aus  einer  Zahl  y diejenige  Wurzel,  deren  Exponent  ihr 
6 

Logarithme  a;  = logy  ist,  so  erhält  man  die  Grundzahl 
b,  auf  die  sich  jener  Logarithme  bezieht. 

H.  Ist  die  gewählte  absolute  Grundzahl  b — wie  es  sein 
muss  — von  0 und  1 verschieden,  so  gibt  es  zu  jeder  Absol,ut- 
zahl  y einen  reellen  Logarithmen  x.  Denn  der  Ausnahmsfall  y=zl 
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ist  bskaDiitüch  durch  x = 0 erledigt,  weil  6®  = l ist.  In  jedem 

anderen  eigenUich  zu  erforschenden  Falle,  wo  ist,  sei  der  itt 

Frage  gestellte  Logarithme  überhaupt  ein  rationaler  auf  die  re- 
gelmässige F orm  (i’on  ganzzahligem  Nenner  und  Zähler ) zu- 

n ~ 

rückgeführter  Bruch,  nemlich  x — — r so  soll  6*=6"  —y  son. 

Dann  muss  hv=zy''-,  nemlich  einer  Potenz  der  Grundzahl  b eine 
Potenz  des  Logarithmands  y gleich  sein. 


Potenzirt  man  aber  sowohl  die  logarithmiscbe  Grundzahl  b 
nach  allen  algebraisch  aufsteigend  geordneten  negativen  und  po- 
sitiven ganzzahligen  Exponenten  von  — <»  bis  +<»,  den  Loganth- 
mand  y aber  nach  allen  absoluten  ganzzahligen  Exponenten  von 


0 bis  00  ) so  muss,  wenn 


ist,  die  erstere  Potenzeoreihr, 


vorwärts 

rückwärs 


genommen,  vom  Unendlichkleinen  an  bis  ins  Unendlich- 


grosse aufsteigen,  die  andere  Potenzreihe 


aber,  wenn  y 


> 

< 


1 


ist, 


von  1 an  unendlich  abneh^en  Mithin  muss  jede  Potenz  der  letz- 
teren Art,  wie  y",  entweder  mit  einer  Potenz  der  ersteren  Art, 
wie  yP,  übereinfallen,  oder  wenigstens  zwischen  zwei  benachbarten 
solchen  Potenzen,  wie  yv  und  liegen.  Ini  ersteren  freilich 

seltenen  Falle  ist 


p_ 

y'>=ibP,  also  yz^b". 


folglich 


im  anderen  und  gewöhnlichsten  Falle  ist 

y^—bP ....  61*+*, 


daher 


und  sonach 


p_  - rt  1 
y=:b’'....b  " 


n ’ 


wobei  die  Fehlergrenze  — durch  allinäliche  und  unendliche  Ver* 
n 

grösserutig  des  Exponenten  n nach  und  nach  immer  kleiner  ge- 
macht und  dem  Verschwinden  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann, 
mithin  der  geforderte  Logarithme,  selbst  wenn  er  irrational  wir«, 
mit  jeder  gewünschten  S^ärfe  genähert  sich  bestimmen  lässt. 
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'35.  . 

6 b 

Da  alleetnein  logy=x,  und  insbesondere  log  1=0  ist;  so 
«Ird,  weil  in  der  mit  der  ersteren  Gleichung  in  den  Begriffen  un 
zertrennlich  verbundenen  boi  steti|;er  Veränderung  des  Ex- 

ponenten X auch  die  Potenz  w stetig  sich  ändert,  folglich  umge- 
kehrt eine  stetige  Aendcrung  dieses  Logarithmands  i}  nothwendig 
jenen  Logarithmus  x auch  wieder  stetig  abändern  muss,  bei  der 
unaulhörlichen  Annäherung  des  Logarithmands  y an  die  Grenze  1 
der  Logarithmus  x der  Grenze  0 zustreben  oder  unendlich  abneh. 
men.  Es  ist  ncmlich,  für  Iim2^=l,  limx=0  oder,  kürzer  darge- 
stellt, lim  logy=0,  und  mit  Rückblick  auf]  Art.  34.  I.  ist  6=lim(y*), 

Sei  noch  y — \z=y,  also  2^  = 1 -fij,  so  ist  liiny=l  gleich- 
gellend mit  linn;  = 0,  imd  es  übergeht  der  letzte  Ausdruck  in 

i 

f*=lira(l-f-ij)*,  für  lim  7j=0=lima:. 

Eine  Bestätigung  dieses  Ausdruckes  liefert  auch  die  be- 

" 6 ‘ b 

kannte  Gleichung  logA  = l,  der  wir  die  Form  lim(logy=/e)=l 

y=.b 

rrtheilen  können. 

ft  < 

Denn  setzen  wir  y=^b[\  -\-ß),  so  kann  a;=i:logy=  1 +«  ge- 
setzt werden,  wofern  mit  lim/J=:0  auch  lim«=0  verbunden  ist. 
Dann  ist 

Ä‘+«  = Ä(1-|-^), 

also 

6“=1-F/S 

und 

• 1 

r 6=(i-H?)«, 

oder  vollständig 

1. 

6 = lim(l -f  (3)“  für  limu=0=lim^. 


36. 

Erforschen  w ir  noch,  in  welcher  Vergleichung,  wenn  x und  y — 1 
rlostimmig  sind,  die  Grundzahl  b mit  1 stehe. 

Bekanntlich  gehört,  wenn  die  Grundzahl  ('der  Potentiand) 
4^1  ist,  zu  einem  positiven  Logarithmen  (Exponenten)  x ein 

13’ 
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Logarithmand  (eine  Potenz)y^  1;  dagegen  zn  einem  negativen 
Logarithmen  x ein  Logarithmand  1 ; (olglicb  muss  umgekehrt 


zu  einem  Logarithmand  .v^l,  für  den  also  der  Unterschied  y — 1 
negatrv  negativen  •''Ogarithraen  x jedenfalls  eine 


Grundzahl  6>1  gehören. 


37. 


Vermöge  Art.  34.  1.  lässt  sich  zu  einem  jeden  reellen  absolu- 
ten Logarithmand  ^ ^ 1,  oder  zu  jedem  positiven  oder  negativen 

Unterschiede  r]  =y  — 1 dieses  Logarithmands  y von  1,  und  zu 
jeglichem  ihm  beigelegten  positiven  oder  negativen  Logarithmen 
X die  entsprechende  logarith mische  Grundzahl  h,  als  die  einem 
gegebenen  Radicand  (y)  und  Wurzelexponenten  (o:)  zugehörige 
Wurzel  (6),  mit  vollkommener  Bestimmtheit  berechnen.  Unter 
diesen  Annahmen  fiir  y oder  für  y — l = »j  und  für  x ist  aber  die 
bemerkenswertheste  gewiss  die,  wo  man  diesen  Logarithmen 
.3:  jenem  Unterschiede  völlig  (in  Grösse  und  Beziehung)  gleich, 
x = i\—y~\,  voraussetzt  und  beide  mit  einander  unendlich 
ab  nehmen,  üm3;=0,  lim-ij  = 0,  lim  — l)=0,  sein  lässt. 

Für  diese  ausgezeichneten  Bedingungen  müssen  die  in  Art.  35. 
aufgestellten  allgemeinen  Grenzausdrücke  der  Grundzahl  b noth- 
wendig  eine  ganz  absonderliche  logarithmische  Grundzahl 
darbieten,  die  wir  mit  e bezeichnen  wollen,  wonach  wir  erhalten 


1 1 
e = lim  (yS“!  ) = lim(l  + yY‘. 

9=1  9=0 

Von  dieser  Grundzahl  lässt  uns  der  Art.  36.,  weil  der  Unter- 
schied y — mit  dem  ihm  gleichen  Logarithmen  x auch  gleich 
stimmig  ist,  sogleich  erkennen,  dass  sie  grösser  als  Eins  sein 
muss. 


38. 


Erforschen  wir  sofort  den  Zusammenhang  dieser  ausgezeich 
neten  logarithmischen  Grundzahl  e mit  jeder  anderen  6.  Für 
diese  bietet  der  Art.  3.5.  die  allgemeinen  Grenzausdrücke 

i 1 

6 = lim(y*^)  = lim(l  + y)* 


zu 
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lini^=l,  lini:cr=0,  limi]  = 0. 


/ 

Daher  ist  auch,  wenn  man  beiderseits  nach  - = ?potenzirt. 


? —L.  1 

lim(6^)=lim(^»-l  )=lira(l  , 
9=1  9=0 

folglich  nach  obigem  Grenzausdrucke  von  r. 


Hiernach  ist  nun 


oder  wegen 


lim  (bv)  = e. 


lim—  = löge. 


.r=log(y=l  4-ij) 


• r.m!£q=liml2i(i±i)=loge. 

s=i  y-1  v=o  V ^ 

Diese  Gleichung  hätte  sich  auch  gefunden,  wenn  man  von 
obigen  Ausdrücken  der  Grundzahl  e die  auf  die  Grundzahl  b be- 
zieblichen  Logarithmen  genommen  hätte.  Sie  lässt  sich,  weil 

log  1=0  ist,  auch  so  darstellen:' 

lim  ^lin,  !4^4=-»i]=log.. 

!/=i  y — 1 ^0  (®  + ^)  — 1 


Auä  der  Gleichung  lim  (6^)  =6  v =e,  und  noch  leichter 

aus  ihrernothwendigenFolge6=liine^  = e erhellet,  da^s  die 
Grundzahl  b,  also  auch  der  gesaiiimte  Charakter  eines  jeden  lo- 
garithmischen  Systems  lediglich  von  dem  völlig  bestimmten  und 

dem  löge  gleichenden  Grenzverhältuisse  — den  kleinsten  Loga- 


gen  logarithmischen  Systems  genannt.  Wir  bezeichnen  es  mit 

’n  und  haben  demnach  m = lim—  oder 

V 
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und 


log« — loel 

m=  lim  = 

w=I  ?/— I 


lim 

t,=  0 


log(l+lj)  — logl 


I 

b”>^e,  6 = «-'". 

Für  die  :mf  die  Grundzahl  e heziehlichcn  Logaritlimen  i»t 
.v  — t),  also  der  Modul  w = l. 


39. 


Insofern  nun  die  genauere  Erforschung  der  Logarithmen  ganz 
einfach  und  naturgemäss  auf  die  ausgezeichnete  logarithmische 
Grundzahl  e hinleitet,  und  insofern  bei  diesem  logarithmischen 
Systeme  das  zur  Betrachtung  sich  aufdrängende  mit  dem  ?lamen 
„logarithmischer  Modul“  belegte  Grenzverhältniss  in  das  Gleich- 
heitsverhältniss  oder  in  1 übergeht,  ist  es  angemessen,  derlei 
Logarithmen  natürliche,  alle  anderen  dagegen  künstliche  zu 
nennen,  erstere  durch  log.  nat.  oder  nur  durch  1,  letztere  aber  all- 
gemein durch  log.  artif.  zu  bezeichnen. 

Um  zu  erfahren,  wie  man  von  den  einen  Logarithmen  auf 
die  anderen  übergehen  künne,  sei  wie  früher 

b 

log^=.z;,  also 

Setzt  man  hierin 

1 

b—e”, 

so  ist 


3/=e™, 

folglich 

, l«S.y  = log-nat.y=- =-  .logy, 

und  sofort  allgemein 

daher  umgekehrt 

log.  artif.y  = modiil.  X log.  nat . y. 
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40. 


Sehen  wir  nun  nach,  wie  bei  unendlicher  Abnalime  von  t] 

i 

die  Potenz  ^l  -f  ihrer  Grenze  e sich  nähert,  ob  wachsend  oder 
abnehmend. 

Allgemein  ist 

0+1)’=' +-«+?. 

also  sicher 

Erhebt  man  beiderseits  des  Ungleichheitszeichens  zur  Potenz 
so  muss , wenn  ij , also  auch  ^ negativ  * 

(!+»))’>  (,*+2; 


sein. 

Wenn  demnach  der  Werth  der  „ggati^ven  ^ fortwährend 

j[ 

auf  seine  Halbscheid  herabsinkt , so  muss  die  Potenz  (1  -|-  ij)’> 

Schritt  für  Schritt  Weil  man  aber  ron  jedem  beliebigen 

VVertbe  von  r/  ausgehen  kann,  und  durch  fortgesetzte  Halbirune 
desselben  endlich  unter  jede  angenommene  noch  so  klein»  Zam 
berabkommen  muss;  so  muss  auch  für  jederlei  Abnahme  von  if 

die  betrachtete  Potenz  folglich  wird  sie  bei  unendlicher 

Abnahme  von  rj  ihrer  Grenz«  e ohne  Ende  airne'hmend 

> 

hern.  Es  ist  demnach  für  lim  jj  = 0 entschieden 

< 

1> 

lim(l  + ij)v  = «. 

< 

Wie  man  von  hier  aus  in  dieser  Lehre  weiter  voreebreiten 
könne,  lässt  sich  aus  den  Artikeln  30.,  31.  und  33.  unschwer  er- 
sehen, weswegen  wir  uns  mit  den  bisherigen  Andeutungen  be- 
gnOgen  ddrfen. 
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E. 

Aufstellung  der  Lehre  von  den  natflrlichen  Logarith- 
men aus  jener  von  den  sogenannten  logarithmischeii 
Pro portionaltli eile ti  bei  Zugrundlegiing  des  gewübn- 
lichen  Begriffs  vom  Logarithmus. 


41. 


Elementare  Ableitungen  des  H auptlehrsatzes  von 
den  logarithmischen  Proportionaltheilen. 

Erste  Ableitung.  Sei  a irgend  eine  Zahl,  a eine  Zugabe 
zu  ihr,  durch  die  sie  auf  a + a gebracht  nird,  nebstbei  sei  n 
eine  absolute  ganze  Zahl,  so  ist 

(a  + o)" = a"  -f-  na“*—  ^a-\-A o®. 


wenn  man  diese  Potenz  auch  nicht  nach  dem  binomischen  Lehr- 
sätze in  seiner  einfachsten  Fassung,  sondern  blos  als  Product  von 
7t  binomischen  Factoren,  deren  jeder  « + « ist,  durch  geregelte 
Multiplication  entwickelt,  und  aus  allen  Gliedern  vom  3ten  |aii 
qr— 2Q,a  Factor  heraushebt  und  den  dazu  gehörigen  zusammen- 

gesetzten Factor  durch  A vorstellt. 


Die  Zugabe  a sei  nun  im  Vergleich  mit  der  Zahl  a selbst 

(X 

nur  sehr  klein,  nemlich  das  Verhältniss  — sei  ein  kleiner  Theil 

a 

von  Eins,  und  zwar  so  klein,  dass  man  für  eine  erste  Annäherung 
wenigstens  seine  zweite  Potenz  vernachlässigen,  oder 


Lim^~^^  = 0 annehmen  darf;  zugleich  sei  auch  die  ganze  Abso- 
lutzahl n nur  massig  gross.  Dividirt  man  sonach  beide  Theile  der 
Gleichung  durch  a"=a.o"”*,  so  ist  vollständig 


o-Fh« 

a 


A-A 


und  für  genügend  kleine  Verhältnisse  ^ zureichend  genähert 


(n  ~F  g-f  Wtt 

a ) ~ a 


Nimmt  man  nunmehr  hiervon  in  Bezug  auf  eine  beliebige 
Grundzahl  die  Logarithmen,  so  ist 

log  (a  f na)  — loga  = n flogfo  f a)  — log«]. 
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Uie  Zugaben  a zu  jeder  beliebigen  Zahl  n kSnnen  daher  im 
VerhältuiäH  zu  die»<or  jederzeit  so  klein  gewählt  werden , dass  zu 
jedem  — mindestens  roässig  grossen  — Vielfachen  einer  jeden 
solchen  Zugabe  in  der  Zahl  höchst  nahe  das  Ebensovieliäche  der 
Zunahme  oes  der  Zahl  zugehörigen  Logarithmen  gehört.  Mithin 
müssen  die  genügend  kleinen  Zunahmen  der  Zahlen 
(Logarithmaiide)  den  zugehörigen  Zunahmen  ihrer  Lo- 
garithmen ganz  nahe  proportional  sein. 

Sind  nemlich  u,  a'  irgend  zwei  verhältnissmässig  nur  geringe 
Zunahmen  der  Zahl  a,  so  verhält  sich  sehr  nahe 

« . log(a-f-  u)  — logg 
a“  log(a-|-a')  — logg  ’ 

Zweite  Ableitung.  Seien  a,  a'  zwei  Zunahmen  der  Zahl 
fl,  durch  die  sie  auf  a-\-  a und  a-\-a‘  gelangt , so  ist  das  Product 

(g-|-«)(g-|-o')=o*-|-oa-|-ga'-|-aa', 
und  wenn  inan  durch  a.g  dividirt: 

g « g -p  «' g g -f-  tt'  ■ “ 

a ' a . g ' u ’ n ’ 


Nun  seien  die  Zunahmen  a,  a'  im  Verhältniss  zur  Ursprung- 

cc  ct* 

liehen  Zahl  g,  nemlich  die  Verhältnisse— >—>  so  klein, dass,  wäh- 

rend  daS  Verhältniss  — dieser  Zunahmen  unter  sich  ein  endliches 

ist,  die  zweiten  Potenzen  t jene  Verhältnisse  unerheb- 

lich klein  seien  und  deshalb  für  eine  erste  Näherung  vernachläs- 
sigt werden  dürfen,  oder  dass 

Lim(^y=0  undLim(^y=0 

CC  of  /a  ct* 

eesetzt  werden  könne.  Dann  lässt  sich,  weil  — .—  = ( - J • — ist, 
^ ^ a a \a/  u 

auch  das  Product  ^ • — vernachlässigen  oder  Lim  = 0 se- 

tzen. Unter  diesen  Bedingungen  ist  demnach  in  zureichender 
.\nnähcrung 

g -|-g-|-a'  _i  a -p  g a + a' 
a'  a a ’ 

und  in  jedem  logarithmischen  iSystcme 

log  (a  + g + g')  — logg = [log  (g  f g)  - logg]  + [log«]- 
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Die  Zunahmen  a,  u‘  zu  jeder  beliebigen  2^hl  a kennen  dem- 
nach im  Verhäitniaa  zu  dieser  jedesmal  so  klein  gewählt  werden, 
dass  der  Summe  jeglicher  Zunahmen  jeder  beliebigen  Zahl  auch 
wieder  die  Summe  der  ihnen  , entsprechenden  Zunahmen 
ihrer  zugehiirigen  Logarithmen  entspricht  Mithin  gibt  es  zu 
jederZahl  so  geringeZunahmen  derselben,  dass  ihnen 
die  Zunahmen  i hres  Logarit  braus  büchst  nahe  propor 
tional  seien.*) 

Sind  nemlich  a,  o'  was  immer  für  zwei  verhältnissmässig  ge- 
ringe Zunahmen  der  Zahl  o,  so  verhält  sich  höchst  tmhe 

a ^log(g-t-«)— loga 
«'  ~ log  (a  + «') — loga 

und  zwar  um  so  genauer,  je  kleiner  diese  Zunahmen  sind. 


42. 


Diese  erwiesene  Proportionalität  der  Zunahme  des  Logarith- 
men zur  hinreichend  kleinen  Zunahme  o des  Logarithmauds  a 
kann  nun  bekanntlich  einfacher  auch  durch 


[log(a  + «)  — loga] : : o 


ausgedrückt  werden.  Verwandelt  man  den  hier  vorfindigen  Unter- 
schied, so  darf  man  schreiben 


log 


a + a ^ 
a 


a. 


oder  auch 


weil  a beständig  und  a allein  veränderlich  vorausgesetzt  ist 


*)  Diese»  einfache  und  leicht  anwendbare  Kennzeichen  der  dircctcn 
Proportiunalität , dessen  ich  mich  bereits  in  mehreren  Aufsätzen  im 
Archiv  iqit  vielem  Vortheil  bediente,  hatte  bereits  Dr.  J.  J.  Jde  in 
seinen  „Anfapgsgränden  der  reinen  .Mathematik“,  1.  Thl.  Arithm.,  Berlin 
ISO»,  §.  187,  115,  initgetheilt  und  im  2.  Bde,  auf  die  Geometrie 

angewandt,  und  daeh  haben  nreines  Wissens  blns  Prof.  W.  A.  PArste- 
mann  in  seinem  „Lehrb.  d.  Geometrie“,  2 Thie.,  Danzig,  1827  und 
Prof.  J.  Knar,  in  seinen  „Anfangsgründen  der  reinen  Mathematik“,  2 
ThIe.,  Gräz,  1829,  selbes  benützt.  Die  Schriftsteller  über  Meehanrk  und 
Physik , wo  sich  mittels  dieses  Kennzeichens  so  viele  Proportionalitäten 
aufs  einleuchtendste  erweisen  lassen,  Schemen  es  bisher  noch  vornehm  j 
völlig  ignnrirt  zu  haben.  — Auch  in  den  s.  g.  exacten  Wissenschaften  1 
schemt  also  höchstens  noch  Autorität  übet  angewöhnte  Manieren  ob-  I 
siegen  zu  können;  darum  möge  zur  Anempfehlung  dieses  Satzes  noeb  j 
erwähnt  werden , dass  — wie  ich  schon  anderswo  angeführt  habe  — I 
bereits  Ii.'a  Place  in  der  Vorrede  zu  seiner  Möcaniqne  celeste  1799  des-  I 
selben  gedacht  hat.  i 
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Schreibt  man  :«ohiii  noch  abkürzend  -=ti,  so  bleibt,  bei  der 

a ' 

hier  bestehenden  Proportionalität,  da»  VerhältnUs  unge- 

achtet der  Aenderung  von  ri  unverändert  und  mag  sonaclL  hier  durch 
die  nnveränderlicbe  Zahl  in  vorgestellt  werden , so  dass  mit 
Rücksicht  auf  die  bedungene  unendliche  Abnahme  von  r]  und  auf 
die  logarithmische  Grundzahl  b,  vollständig 


lin, 

V=0  n 

i 

ist.  Dafür  kann  man  wegen  log  1^0  auch  schreiben: 


lim 


» » 
Io^(l-|-ij)-logl_ 

(t  + 7,)-l  - 


und  gelangt  demnach  wieder  zu  dem  ersten  in  Art.  32.  ausge- 
sprochenen Lehrsätze. 

Schreibt  mau  die  vorletzte  Gleichung  in  der  Form 


log.r  lim(I+ij)’n  = m 


oder 


j 

lim  (l-f  1})^  =/j», 

s=0 

und  erwägt,  dass  b und  m bestimmte  Zahlen  sind;  so  ersieht'man, 

i 

dass  die  Potenz  (1  -|-  rjy>  bei  unendlicher  Abnahme  von  t]  einer 
bestimmten  Grenze  zustrebt,  welche,  weil  diese  Potenz  weder  6 
noch  m in  sich  führt,  sondern  lediglich  die  an  der  änssersten 
Grenze  verschwindende  Veränderliche  «nthälf,  noth wendig  eine 
besondere  Zahl  sein  muss,  die  wir  dem  Gebrauche  der  mei- 
sten Anderen  folgend,  durch  e bezeichnen  wollen. 

Sonach  setzen  wir 

1 

llni(l =e 

V=)0  ' 

und  e«  ist 

6”*  = e.  _ 

Und  so  sehen  wir  uns  denn  wieder  auf  dem  durch  unseren 
früheren  Artikel  (22  — 24,  29 — 33)  bereits  gebahnten  Wege. 
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43. 

Schlussbemerkungen. 

Ich  schmeichle  mir  demnach  durch  die  That  erwiesen  zn  ha- 
ben, dass  die  Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen,  ohne  Zu- 
hilfenahme der,  einer  zu  weitwendigen  Erörterunp;  bedürfenden, 
convergirenden  unendlichen  Keihen,  sogar  — w ie  die  ih/>.  und  £.  zer- 
gliederten Verfahren  darthun — höchst  ungezwungen  und  einfach  ab- 
gehandelt, und  sofort  unbedenklich  in  die  niedere  Algebra  auf- 
genommen werden  könne.  Elementare,  diese  Keihen  gleichfalls 
ausscbliessende.  Methoden  der  wirklichen  Berechnung  natürlicher 
und  künstlicher  Logarithmen  der  Zahlen  mittels  Hilfstafeln,  weiche 
diese  Lehre  beschliessen  müssen,  darf  ich  wohl  hier  übergehen, 
da  sie  ohnehin  schon  von  mehreren  Schriftstellern  gelehrt  worden 
sind.  Die  bequemsten  darunter  scheinen  mir  die  von  Thibaut 
in  seinem  ,, Grundriss  der  allgem.  Arithm.  o.  Analysis“,  Göttingen, 
1809  und  1830,  mitgetbeilten  zu  sein. 

Dadurch  habe  ich  zugleich  das  Versprechen  erfüllt,  welches 
ich  in  meiner  jüngst  veröffentlichten,  von  der  kön.  böhm.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Prag  der  Ehre  der  Aufnahme  in 
ihre  Sammlung  von  Abhandlungen  (V.  Folge.  Band  6)  pütigst  ge- 
würdigten, grösseren  Monograptiie,  betitelt:  „Versuch  einer  richti- 
gen Lehre  von  der  Realität  der  vorgeblich  imaginären  Grössen 
der  Algebra,  oder  einer  Grundlehre  von  der  Ablenkung  algeb. 
Grössenbezeichnungen“,  4.  1850.  Pr^,  (Calve),  §.  57,  Note,  ge- 
geben habe.  Und  sonach  dürften  beide  diese  Abhandlungen  Ken- 
nern genugsam  verständlich  zeigen,  wie  zur  — noch  immer  sehr 
noth  thuenden  — streng  wissenschaftlichen  Vervollständigung  bnd 
folgerechten  Richtung  der  späteren  Partien  der  Algebra,  nach  den 
7 Grundrechnungen  und  ihrer  Anwendung  auf  die  erst-  und  zweit- 
gradigen Gleichungen,  nacl^ einander  die  Lehren  von  den  natür- 
lichen Logarithmen,  von  der  Ablenkung  der  algebraischen 
Grössenbeziehungen,  vom  Potenziren  nach  imaginären  (ablenkend 
beziehlichen)  Exponenten  und  von  den  damit  engstens  zusammen- 
hängenden, folglich  nur  allein  in  die  Algebra  gehörigen  s.  g.  go- 
niometrischen  Functionen  abgehandelt,  und  schliesslich  auf  Jie, 
ihrer  bedürfende,  Lehre  von  den  allgemeinen  höheren  Gleichun- 
gen angewendet  werden  können. 

Nebstbei  wird  eine  solche  elementare  Darstellung  der  Lehre 
von  den  natürlichen  Logarithmen  auch  von  einer  systematischen 
Grundlage  der  Differentialrechnung  geheischt,  damit  man  die  Her- 
leitung der  Differentialverhültnisse  exponentieller  logarithmischer 
und  goniometrischer  Functionen,  ohne  Hilfe  der  convergirenden 
Reihen  und  der  Geometrie,  durchzufuhren  und  sofort  zur  Entwick- 
lung der  Functionen  in  convergente  Reihen  nach  dem  Taylor’ sehen 
Lehrsätze  überzugehen  vermöge. 
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V 


IV. 

Das  Malfattische  Problem.  Beweis 
der  l§»teinerschen  Consfruction* 

Von  dem 

Herrn  Oberlehrer  A.  Quidde 

am  Gymnaaiura  mi  Herford. 


Die  folgenden  Untersuchungen  «vurden  veranlasst  durch  die 
von  Adams  ini  Jahre  1846  herausgegebene  kleine  Schrift  über  das 
Malfattische  Problem.  Die  Analysis,  welche  Adams  zu  der  ele- 
ganten Construction>von  Jakob  Steiner  gibt,  befriedigte  mich 
nicht,  weil  sie  nicht  rein  planimetrisch  war,  sondern  auf  eine  Glei- 
chung zweiten  Grades  sich  stützte.  Die  folgende  Analysis  hält 
sich  in  rein  geometrischen  Betrachtungen  und  ist,  wenn  die  vor- 
bereitenden i^ätze  einmal  bekannt  siml,  zugleich  sehr  einfach  und 
übersichtlich. 


Ohne  den  Ort  der  Punkte  weiter  zu  erörtern,  von  welchen 
an  zwei  Kreise  Tangenten  mit  bestimmter  Summe  oder  Diflferenz 
geben,/  welcher  Ort  ein  Kegelschnitt  ist,  leuchtet  doch  so  viel 
auf  den  ersten  Blick  ein,  dass  die  Tangenten,  die  von  den  Punk- 
ten der  gemeinschaftlichen  inneren  oder  gemeiiKschaftlichen  äus- 
seren Tangenten  an  die  Kreise  gehen,  stets  eine  bestimmte  Summe 
oder  Differenz  haben,  nämlich  das  zwischen  den  Berührungspunk- 
ten liegende  Stück  derselben.  Dass  dieser  Satz  auch  umgekehrt 
gilt,  dass  also,  wenn  die  Summe  oder  Differenz  der  von  einem 
Punkte  an  zivei  Kreise  gehenden  Tangenten  der  Länge  der  von 
den  Berührungspunkten  begrenzten  inneren  oder  äusseren  gemein- 
schaftlichen t'angente  der  Kreise  gleich  ist,  dieser  Punkt  auf  einer 
inneren  oder  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Kreise  lie- 
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geo  muss,  lässt  sich  leicht  zeigen.  Es  sei  M cTaf.  III.  Fig.  4.) 
ein  solcher  Punkt,  dass  MB—MA  = PQ,  und  es  liege  M nicht 
auf  PQ\  seien  D und  C die  Schnittpunkte  von  BM  und  AM  mit 
PQ,  so  DBt=DP,  CA=.CQ-,  MB=DB-DM,  MA=CA+MC-, 
es  soll  MB—MA  = PQ.  also  DB-DM-CA—MC=PQ,  oder 
DP-DM-CQ—MC=PQ  oder  DC^PQ-DM-MC=PQ  oder 
DC—  DM MC  sein,  was  nicht  möglich  ist,  wenn  M nicht  auf 
PQ  liegt. 

Man  habe  nun  drei  Kreise  l,  2,  3,  mit  drei  gemeinschaftli- 
chen Tangenten  (Taf.  111.  Fig.  5.;,  die  durch  einen  Punkt  Pgdfaen  ; 
A , B seien  die  Berührungspunkte  des  ersten , C,D  des  zweiten, 
£,F  des  dritten.  Es  seien  ferner  die  gemeinschalllichen  Tangen- 
ten innere  wie  in  der  Figur.  Man  hat  dann 

PA\PF=^AF,  PDfPE=DE-, 
folglich,  da  PF=PE, 

PA-PD=AF-DEi 


da  aber 


PA  - PD=PB  - PC=BC; 

so  ist 


AF-  DE=BC. 

Construirt  man  nun  für  die  Kreise  3 und  1 die  zweite  innere  ge- 
meinschaftliche Tangente  , ebenso  für  3 und  2 die  2te  EiDi^ 
welche  sich  in  Pi  schneiden,  so  hat  man 

P,  f . + P,  A^  = F, , Fi£, -F, 7A  = />,£, ; 

P,A,  ^PJ)^^A^F,-D,E,-, 

' und  da 

/1,F,=^F,  />,£i=Z>£,  ' 

also  auch  < 

J,F,-/>,£,=  £r, 

so  ist  auch  \ 

P,A,FPiD^~BC,  \ 

d.  h.  F,  «muss  wieder  auf  einer  der  inneren  gemeinschaftighen 
Tangenten  der  Kreise  1 und  2 liegen,  dieses  Mal  zwischeiyden 
beiden  Berührungspunkten.  Diese  kann  nicht  wieder  die  .irste 
BC  sein,  wenn  sich  nicht  die  Kreise  1 und  2 selbst  berühre^* 

Denn  man  «nenne  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  S und  R die  D^rch- 
schnittspunkte  von  FA  und  F,«f, , und  von  ED  mit  £if>i  /und 

I 

/ 
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betradite  diese  vier  Tangenten.  Wäre  nun  Pl\,  die  Diagonale 
des  Vierecks  ßPSP^ , die  gemeioschaitliche  Tangente  der  Kreise 
1 und  ‘i  mit  den  Berührungspunkten  B und  C,  so  wäre 

PB  = i {PPr  +PS  + P,  S),  PC=  ^(PPi +PÄ  + P,  B) 
and 

PS  + Pi S = Pi Fl  + SF^  SFj  — PF  = PiFi  — PF=:P,Ej  - PF 
= P,£l  + «£,— PF+PÄ=:P,ß  + fiP; 
also 


PB=PC. 

Es  lässt  sich  aber  die  ohige  Schlussweise  nicht  auf  jede  Art 
Kemeinsrhaftlicher  Tangenten  anwenden.  Hätte  man  z.  B.  statt  ■ 
des  Kreises  3 (Taf.  111.  Fig.  5.)  den  Kreis  4 mit  den  Berührungs- 
punkten G und  //,  so  hätte  man 

PG-EPD=D6’,  PA—PH=HA-, 

und  w-ollto  man  nun  PG  — PH  verschw  inden  machen,  so  erhielte 
man 


PDfPA=DGa^AIJ, 

welches  keine  Beziehung  zwischen  den  Längen  der  von  den  Be- 
rührungspunkten begrenzten  gemeinschaftlichen  Tangenten  BC, 
AH,  DG  ergibt.  Eine  solche  findet  überhaupt  nur  statt  für  ent- 
weder drei  innere  oder  eine  innere  und  zwei  äussere  gcmein- 
.«chaftliche  Tangenten , wie  die  Betrachtung  einer  Figur  mit  Leich- 
tigkeit lehrL  Somit  hätten  wir  also  folgenden 

Lehrsatz  1.  Wenn  drei  innere  gemeinschaftliche 
Tangenten  dreier  Kreise  oder  eine  innere  mit  zwei 
äusseren  einen  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 
punkt  haben,  so  haben  die  drei  anderen  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  derselben  Art  ebenfalls  einen  ge- 
meinschaftlichen Durchschnittspunkt. 

ln  dem  besonderen  Falle,  dass  zwei  solche  Tangenten  eine 
gerade  Linie  bilden,  ist  der  Berührungspunkt  als  ihr  Durchschnitts- 
punkt zu  betrachten.  Z.  B.  Taf.  IV.  Fig.  7.  Die  äusseren  Tangen- 
ten der  Kreise  1 und  3,  2 und  3 fällen  in  die  Gerade  GP  zusam- 
men. Wenn  nun  die  anderen  äusseren  Tangenten  dieser  Kreise  GB, 
HD  sich  auf  der  inneren  der  Kreise  1 und  2 in  P schneiden,  so 
wird  die  andere  innere  von  1 und  2 durch  den  Berührungspunkt 
F geben ; denn 

FA—F(h=  KB-DEz=PB -PD=PL-PM=LM, 
woraus  nach  dem  Obigen  die  Behauptung  sich  ergibt. 
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Wir  sprechen  den  hiermit  erwiesenen  Satz  in  Rücksicht  sn( 
unsere  Autgabe  vorzugsweise  für  den  folgenden  besonderen  Fall 
aus: 

Lehrsatz  2.  Wenn  die  äusseren  gemeinschaftlichen 
T angenten  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  des  Iten  und  3ten,  2ten  und 
3ten  dreier  Kreise,  BK  und  DE,  sich  auf  der  inneren 
des  Iten  und  2ten  schneiden,  in  P,  während  die 
anderen  äusseren  AF,  CF  eine  gerade  Linie  bjilden, 
so  geht  die  andere  innere  durch  den  Berührungspunkt 
F des  3ten  Kreises. 


Wenn  (Taf.  IV.  Fig. 8.)  4 durch  denselben  Punkt  gehende  Ge- 
, rade  (Strahlen)  von  zwei  geraden  Linien  ^schnitten  werden,  die 
erste  in  A und  A^,  die  zweite  in  B und  JBi,  die  dritte  in  Cnnd 
Ci , die  vierte  in  D und  Di , so  sind  die  aus  den  Abschnitten 
entsprechend  gebildeten  anharmonischen  Verhältnisse  einander 
gleich.  Ein  solches  anharmonisches  Verhältniss  ist  bekanntlich 
das  Verhältniss  von  zwei  Verhältnissen.  Die  Glieder  des  einen 
sind  zwei  von  demselben  Punkte  ausgehende  Abschnitte,  die  de« 
anderen  erhält  man,  wenn  man  den  Ausgangspunkt  in  jenen  mit 
dem  noch  übrigen  vierten  Punkte  vertauscht.  Die  Figur  ist  leicht 
zu  entwerfen.  Es  wäre  demnach 

AB^DB  AiBiJ\Bi 
AC’  DC~  Ai<\  ' Di(\ 

oder 


AB  CB  _AiBi  CiBi  AC  BC  AiCi  BiCi 
AD ' CD  — AyDi  ■ CyDi ' AD  ' BD~  AyDy  ByDy  ■ 

Der  Beweis  ist  leicht  zu  führen,  wenn  wir  ihn  nicht  als  bekannt 
voraussetzen  wollen.  Nehmen  wir  z.  B.  die  erste  Gleichung. 

ASAB  .^ 

ASAC~  AC 

wegen  der  gleichen  Höhe;  eben  so 

ASDB  DB  ASAyBi  AyBy  ASDyBi  DyBy 

ASDC  ~ DC’  ASAiCi  ~ AyCi’  ASDyCi  ~ DyCi' 

Wegen  der  gleichen  Winkel  an  der  Spitze  verhalten  sich  aber 

ASAB  SA.  SB  SAC  SA.  SC  SDB  SD.  SB 
ASAi  Bl  — SAi.SBi ' S.4,  C,  “ SAi-SCi  ’ SD,  JSi 
SDC-  SD.  SC, 

SDi  Ct  ~ SDi.SCi  ’ 
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folglich 


SAB  5^1  ß,  SA.SB  SA^.SBi  Äß.Äß, 

S.4  & SAt  r,  “ SA.Sr'  SA,.SCi  — sc'  SCj 

und 

Söß.Sß,ßi  SD.SB  .SDi.SBi  SB,SBi 

SDC'  SDiC'i  ” SD.se  Ä/>,  .SCi  ~ SC  SC\  ’ 

woraus  die  Behauptung  sich  ergibt. 

Ob  die  Liuien  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten  Sei- 
ten von  S gezogen  sind,  ist  ganz  gleichgültig. — Offenbar  kommt 
es  nicht  darauf  an,  dass  die  Strahlen  undS./li,  SB  und  SBi 
0.  8.  w.  in  derselben  geraden  Linie  zusammenliegen;  die  Strah- 
lenbüschel können  auch  eine  getrennte  Lage  haben , -wenn  sie  sich 
nur  Zusammenlegen  lassen,  wenn  also  nur  die  entsprechenden 
Strahlen  gleiche  »Vinkel  mit  einander  bilden.  — Wenden  wir  nun 
diesen  Satz  auf  4 Tangenten  eines  Kreises  an.  Es  seien  (Taf.  V. 
Fig.  9.)  ß und  E die  Berührungspunkte  zweier  von  A ausgehen- 
den Tangenten  eines  Kreises  um  JU;  eine  dritte  schneide  AB  in 
C,  AE  in  6r,  eine  vierte  AB  in  D,  AE  in  F-,  ziehe  3IA,  MB, 
MC,  MD,  MG,  MF,  ME.  Winkel  CMD=  ACM-ADM 

= I ACG  — ^ ADF;  Winkel  GMF  = AFD  — | AGC.  Es  ist 

aber 

ACG  + AGC=  ADF  + AFD, 

also  auch 

J A(  G — ADF=  J AFD  - | AGC, 

also 

CMD  = GMF. 

Ferner  _ 


dmb=w<  — \adf, 

FMA  = ^^  DAF  + \ DFA^^ADF=^  + 

so  dass  FMA  = dem  Winkel,  den  die  Verlängerung  von  BM 
über  M hinaus  mit  MD  bildet.  Endlich  AME=  AMB  oder  auch 
der  Winkel,  den  die  VerLingcrung  von  EM  mit  AM  = dem,  den 
die  Verlängerung  von  BM  mit  AM  bildet.  Die  beiden  Strahlcn- 
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büschel  MCDBA  und  MGFAE  lassen  sich  also  in  einen  eimigen 
Zusammenlegen,  dass  MC  auf  MG,  MD  auf  MF,  MB  auf  die 
Verlängerung  von  MA  und  MA  auf  die  Verläageniog  von  ME 
fällt.  Daher  hat  man  zuischen  den  Abschnitten  der  von  A aas- 
gehenden  Tangenten  folgende  Beziehung: 

Waf—cd'bd' 

oder,  da  AB~AE', 

GE.AF.CD=GF.CA.BD. 

Beschreibt  man  nun  einen  Kreis,  der  DF,  und  AD  in  C,  und 
einen  zweiten,  der  CG,  und  in  F berührt,  mit  den  Mittel- 
punkten N und  P,  so  ist 

1^_FG  MC  CD 
ME~  EG’  MB~  BD' 
und  dies  in  obige  (üleichnng  eingesetzt: 

AF.ME.MC=AC.PF.MB, 
oder  da  MB—  ME ; 

AF.NC-AC.PF,  AF-.FP=AC-.CN-, 

woraus  sich  ergibt,  dass  Winkel  PAF=NAC.  Also 

Lehrsatz  3.  Wenn  vier  gerade  Linien  1,  2,  3,  4 
einenKreis  berühren  und  man  beschreibt  zwei  Kreise, 
deren  einer  die  Tangente  1 im  üurchschnittspunkte 
mit  3,  und  Tangente  4,  der  andere  2 im  Durchjschnitts- 
punkte  mit  4,  und  Tangente  3 berührt,  so  bildet  die 
vom  Durchschnittspunkte  der  Tangenten  1 und  2 nach 
dem  Mittelpunkte  des  ersten  gezogene  Linie  mit  der 
Tangente  1 denselben  Winkel,  wie  die  nach  dem  Mit- 
telpunkte des  zweiten  gezogene  mit  der  Tangente  2. 


Nach  'diesen  Vorbereitungen  schreiten  wir  zur  Malfattischeo 
Aufgabe  .selbst.  Sie  heisst: 

In  ein  Dreieck  drei  Kreise  zu  beschreiben,  welche  ein- 
ander und  einzeln  je  zwei  Seiten  des  Dreiecks 
nerühren. 

Wir  nennen  im  Folgenden  die  vorkomnienden  Kreise  mit  ihren 
Mittelpunkten. 
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Man  denke  sich  in  das  Dreieck  ABC  drei  Kreise  beschric 
ben  a,  ß,  y,  von  denen  « die  Seiten  AB  und  AC,  ß die  Seiten 
BA  und  BC,  y die  Seiten  CA,  CB  berührt  und  die  imUebrigen 
80  beschaffen  seien,  dass  drei  ihrer  gemeinschafUichen  inneren 
Tangenten  sich  in  einem  Punkte  P schneiden.  Die  der  Kreise 
ß und  y schneide  ferner  die  Seite  BC  in  ki,  die  der  Kreise  y 
und  o schneide  AC  in  f|,  die  der  Kreise  a und  ß schneide  AB 
in  nti.  Man  beschreibe  drei  Krejse,  welche  je  zwei  der  3 ge- 
meinschaftlichen Tangenten  von  a,  ß,  y,  und  je  eine  Seite  des 
Dreiecks  berühren,  und  zwar  jedesmal  die  Seite,  weiche  von  dem 
Kreise,  an  welchem  jene  zu  gleicher  Zeit  Tangenten  sind,  nicht 
berührt  wird;  also  einen  Kreis  a,  welcher  Pli,  Puii  und  BC, 
einen  6,  welcher  Pttii,  Pki  und  AC,  einen  c,  welcher  Pki, 
und  AB  berührt.  Es  haben  dann  die  Kreise  a und  b die  Linie 
A»| , h und  c die  Pk^ , c und  a die  Pl^  zur  gemeinschaftlichen 
inneren  Tangente.  Da  demnach  drei  innere  gemeinschaftliche  Tan- 
genten dieser  Kreise  a,  b,  c sich  in  demselben  Punkte,  in  P 
schneiden,  so  werden  auch  die  zweiten  inneren  gemeinschaftlichen 
Tangenten  (nach  l,ehrsatz  1.)  einen  gemeinsamen  Durchschnitts- 
pnnn  haben.  Er  beisse  S.  Betrachtet  man  die  Kreise  a,  b und 
V,  so  zeigt  sich , dass  zwei  äussere  und  eine  innere  gemeinschaft- 
liche Tangente  P zum  gemeinsamen  Durcbschnittspunkte  ha- 
ben, nämlich  die  äussere  von  a und  y,  die  Verlängerung  von  Pli, 
die  äussere  von  6 und  y,  Pki,  die  innere  von  a und  b,  Pihi.  Es 
werden  also  auch  die  anderen  äusseren  und  die  andere  innere  sich 
in  demselben  Punkte  schneiden.  Die  zweite  äussere  von  a und  y 
ist  BC,  von  b und  y,  AC,  so  dass  also  die  zweite  innere  von  a 
und  b durch  C gehen,  SC  sein  muss.  Auf  gleiche  Art  ergibt 
sich,  dass  die  zweite  innere  gemeinschaftliche  Tangente  von  b 
und  c,  SA,  von  c und  a,  SB  sein  muss. 

Es  haben  aber  die  ursprünglichen  Kreise  noch  drei  andere 
innere  gemeinschaftliche  Tangenten,  welche  sich  ebenfalls  indem- 
seihen Punkte  schneiden  müssen.  Dieser  Punkt  heisse  Pj  und  es 
sei,  der  obigen  Bezeichnung  entsprechend,  k der  Punkt,  in  wel- 
chem BC  von  der  an  ß und  y,  l wo  AC  von  der  an  y und  a,  m 
wo  AB  von  der  an  a und  ß getroffen  wird.  Man  coiistruire  wie- 
der drei  Kreise,  «j  berührt  von  BC,  P^m  undPj/;  bx  berührt  von 
AC,  Pxtn  und  l\k\  Ci  berührt  von  AB,  Pik  und  Pxl.  Durch 
Anwendung  derselben  Schlüsse  auf  diese  drei  Kreise,  wie  oben 
auf  a,  b,  c,  ergibt  sich,  dass,  da  ihre  ersten  inneren  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  in  Pi  zusammenlaufen , ihre  zweiten  ebenfalls  in 
Einem  Puimte  zusammenlaiifen  müssen , den  wir  nennen ; und 
dass  diese  zweiten  SiB,  SiC  sein  müssen. 

Ferner:  a hat  mit  y die  gemeinschaftliche  äussere  Tangente 
P/, ; mit  ß,  PiHi  \ die  eine  innere  von  y und  ß,  Pkj  geht  eben- 
falls durch  P;  die  anderen  äusseren  von  aundy,  a und  ß fallen  in 
die  Gerade  PCzusammen;  also  muss  (nach  Lehrsatz  2)  diezweite 
innere  von  ß und  y,  Pik,  durch  den  Berührungspunkt  von  a mit 
BC  gehen;  k muss  der  Berührungspunkt  von  a mit  BC  sein. 
Hiernach  ist  es  leicht  zu  zeigen,  dass  ki  der  Berührungspunkt 
von  «1  mit  BC  sein  muss,  so  wie  l von  b,  /,  von  bi  mit  AC,  m 
von  c,  7»i  von  Ci  mit  AB. 

14* 
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Eine  AnM  endnng  des  Lehrsatzes  3 auf  den  Kreis  ß z.  B.,  mit  | 
den  Kreisen  Ci  und  a,  wo  Bmi,  Bk,  Pik,  Pm  vier  Tangenten  ! 
von  ß sind,  Ci  die  Bthi  in  nti,  ausserdem  PiA;  a die  Bk  in  k, 
ausserdem  Pnii  berührt,  zeigt  man  sogleich , dass  ^aBk=CiBmi  ; 
oder  SBC=SiBA.  Ebenso  SCB=StCA,  SAC=  SiAB.  \ 

Wären  nun  die  ersten  Kreise  a,  ß,  y so  genommen,  dass 

SCA=^ACB,  SBC=\aBC, 

so  würden  SC  und  SiC,  SB  und  SiB,  SA  und  SiA,  S und  Sj 
Zusammenfällen  und  damit  auch  die  Kreise  a und  O] , b und  &i, 
c und  c^.  Es  fiele  dann  aber  auch  Pli  mit  Pj/  zusammen,  ab 
zweite  innere  gemeinschaftliche  Tangente  der  vereinigten  Kreise 
a und  Ol  mit  den  vereinigten  b und  Aj , deren  erste  SC,  ferner 
Pki  mit  Pik,  PrHi  mit  Pitn,'P  mit  Pj.  Somit  wären  die  beiden 
inneren  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kreise  a und  ß,  der 
Kreise  a und  y,  der  Kreise  ß und  y jedesmal  in  eine  zusarofflen- 
gefallen;  die  Kreise  würden  einander  berühren.  Hiermit  sind  vir 
bei  der  Striner’schen  Auflösung  unserer  Aufgabe  angelangt'  Hai- 
bire  die  Winkel  des  Dreiecks,  beschreibe  in  die  dadurch  entstan- 
denen Dreiecke  {SAB,  SBC,  SCA,  wenn  Syf,  SB,  SCdie  die  Win- 
kel halbirenden  sind)  Kreise,  constriiire  ihre  inneren  gemeinschaft- 
lichen Tangenten;  diese  werden  die  gemeinschaftlichen  Tangen- 
ten der  gesuchten  Kreise  sein. 
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V. 

Discnssion  einer  Curve  der  dritten 
Ordnunir  und  Dreitheiluni?  des  Win- 
kels mit  Hülfe  dieser  Curve. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boyman, 

Gymnaeiallehrer  zu  Coblunz. 


1. 

Bezeichnen  bei  der  Annahme  jeines  rechtwinkligen  Coordina- 
teo-Syatems  a und  b zwei  constante  Geraden,  die  wir  Parame- 
ter nennen  wollen,  so  drückt  die  Gleichung 

. (jr— a)ar*  -Kj: + n)y* = 26.ry 

eine  Linie  der  dritten  Ordnung  aus,  wie  inan  sogleich  ersieht, 
wenn  man  diese  Gleichung  nach  der  Veränderlichen  x ordnet, 
wodurch  man  nämlich  erhält: 

jr* — 'OX*  — 2bxy  -f  xy*  ay®  =0 . 

Wäre  von  den  beiden  Constanten  die  eine  6 = 0,  so  gäbe  die  re- 
«altirende  Gleichung 

x*  — ax*-\-xy*-{-a^  — 0 

immer  noch  eine  Curve  der  dritten  Ordnung,  und  die  Form  die- 
ser Gleichung  zeigt,  dass  die  durch  diesmbe  dargestellte  Curve 
zur  Abscissenaxe  symmetrisch  liegt,  also  durch  dieselbe  in  zwei 
coogTuente  Zweige  getheilt  wird.  — Wäre  dagegen  a=Q,  so  er- 
hielte man 
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ar*— 26y + y’=0, 

die  GleichuDg  eines  Kreises  (bezopren  auf  einen  Punkt  der  Peri- 
pherie). — Wären  endlich  beide  Constanten  gleich  Null,  so  er- 
gäbe sich: 


xa-|-»*=0, 

die  Gleichung  eines  Punktes,  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten. 


2. 


Gehen  wir  zur  allgemeinen  Gleichung  znrlick,  uni  zunächst 
die  Gestalt  der  durch  dieselbe  ausgedrdckten  Curve  (Taf.S.Fig.lO.) 
kennen  zu  lernen. 

Setzt  man  I zu  dem  Ende  x—0,  so  ergiebt  sich  v=0,  d.  h. 
die  Curve  geht  durch  den  Anfangspunkt  aer  Coor- 
diiiaten.  Dies  war  schon  a priori  daraus  ersichtlich,  dass  in 
der  obigen  Gleichung  kein  consüintes  Glied  enthalten  ist. 

Setzt  man  x = a,  so  erhält  man  y=0  und  y = b,  d.  h.  die 
Curve  schneidet  die  Abscissenaxe  in  einem  Punktet 
in  der  Entfernung  a vom  Coordinaten- Anfang,  und  die 
auf  die  Abscissenaxe  in  H errichtete  Senkrechte  in 
in  einem  Punkte  E in  dem  Abstande  b von  dieser  Axe. 


Die  in  der  Gleichung  vorkommende  Constante  a ist  also  vom 
Anfänge  der  Coordinaten  an  auf  der  Abscissenaxe,  die  Constante 
b dagegen  auf  einer  in  der  Entfernung  a vom  Coordinaten-Anfang 
zur  Ordinatenaxe  parallelen  Geraden , und  zwar  von  der  Abscissen- 
axe  an  genommen.  Die  Gerade  a ist  der  Hauptparameter,  die 
Gerade  b der  Nebenparameter  der  Curve.  • 


Setzt  man  x^—a. 


so  ergibt  sich  y=.-^,  d.  b. 


die  in  der 


Entfernung  —a  vom  Anfang  der  Coordinaten  zur  Ab- 
scissenaxe errichtete  Senkrechte  begegnet  der  Curve 
nur  in  einem  einzigen  Punkte  L,  dessen  Ordinate 
a* 


}f=J- 


3. 


Scizt  mau  x~b,  so  findet  man  y — b und  y = » <1-  I'- 

die  in  der  Entfernung  OB  = b vom  Coordinaten-Anfang 
zur  Ordinatenaxe  parallel  gezogene  Gerade  schneidet 
die  Curve  in  zwei  Punkten  n und  D;  für  diesen  ist  die 
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Ordinate  gleich  der  Abscisse,  für  jenen  i«t  die  Ordi- 
nate der  vierten  Proportionale  zu  der  Summe  beider 
Parameter,  ihrer  Differenz  und  dem  Nebenparameter 
gleich. 


Setzt  man  x — — h''. 


80 


ergibt 


sich  y=-b  und  y — 


6(6+«) 
6 — a ' 


d.  h.  auch  die  in  der  Entfernung  — 6 vom  Coordina- 

ten-Anfang  zur  Ordinatenaxe  parallel  gezogene  Ge- 
rade schneidet  die  Curve  in  zwei  Punkten  J und  N; 
auch  hier  ist  für  diesen  die  Ordinate  gleich  der  Ab- 
scisse, während  für  jenen  die  Ordinate  der  vierten 
Proportionale  zu  der  Differenz  beider  Parameter, 
ihrer  Summe  und  dem  Neben parameter  gleich  ist. 


Man  wird  bemerken,  dass  die  Ordinaten  der  Punkte  L und 
E,  deren  Abscissen  dem  Uauptparameter  gleich,  aber  einander 
entgegengesetzt  sind,  sich  wie  die  Quadrate  des  Haupt-  und 
Nebenparameters,  und  dass  die  Ordinaten  der  Punkte  J und  R, 
deren  Abscissen  dem  Nebenparameter  gleich . jedoch  auch  einan- 
der entgegengesetzt  sind,  sich  vrie  die  Quadrate  der  Summe  und 
der  Differenz  beider  Parameter  verhalten. 


Setzt  man  x = + <x>,  so  ersieht  man  aus  der  in  Beziehung  auf 
y aufgelüs’ten  Gleichung 

x{b  a*  -\-b^—x^) 
y ~ o-pa; 

dass  y älsdann  imaginär  ist;  -auch  erkennt  man,  dass  y so  lange 
imaginär  sein  wird,  als 

a?>±V"a*  + 6* 

ist:  di«  Abscissen  der  Curve  sind  also  immer  kleiner 
als  die  Quadratwurzel  ans  der  Summe  der  Quadrate 
der  beiden  Parameter. 


4. 


Setzt  man  ^=0,  so  ergibt  sich  x = 0 und  x—u:  die 
Curve  schneidet  also  die  Abscissenaxe  ausser  im  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  noch  in  einem  zweiten, 
auf  der  positiven  Seite  der  Ordinatenaxe  gelegenen 
Punkte  H;  die  Abscisse  dieses  Punktes  ist  dem 
Hauptparanicte r gleich. 

Setzt  man  y=b,  so  folgt  x=a,  x=b,  x— — 6,  d.  h.  die 
Curve  wird  durch  eine  in  dem  Abstande  b zur  Abscis- 
senaxe parallel  gezogene  Gerade  in  drei  Punkten  E 


Digitized  by  Google 


8etzt  mau  ^ = ±n,  so  ere^ibt  sich: 

X* — eu:®+  (n*  + ‘26;i):r  + ««*=0. 

Da  in  dieser  Gleichung;  eines  ungeraden  Grades  das  letzte  Glied 
positiv  ist,  so  hat  dieselbe  eine  negative  reelle  Wurzel;  die 
beiden  andern  Wurzeln  der  Gleichung  werden  für 

w > V s + b , 

wo  +6  dem  Werthe  +n,  und  — 6- dem  Werthe  — n entspricht, 
imaginär;  tur  kleinere  Werthe  von  n sind  beide,  wie  man  aus 
dem  doppelten  Zeichenwechsel  ersieht,  beständig  positiv  und 
reell:  die  Curve  hat  demnach  nur  einen  Zweig  mit  po* 
sitiven  Ordinaten  tijti  negativen  Abscissen,  und 
ebenso  nur  einen  Zweig  niht-  negativen  Abscissen  und 
zugleich  negativen  Ordinaten. 

Setzt  man  endlich  y=±«:,  so  ergibt  sich  x— — a,  d.  h.  die 
Curve  erstreckt  sich  sowohl  auf  der  positiven  al§  auch 
auf  der  negativen  Seite  der  Abscissenaxe,  aber  nur 
au  f der  negativen  Seite  der  Or.dinatenaxe  in's  Unend- 
liche. Während  aber  die  Ordinaten  in’s  Unendliche 
wachsen,  nähern  sich  die  Abscissen  einer  endlichen 
Gränze,  welche  dem  Hauptparameter  gleich  ist. 


3. 

Man  lege  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  eine  be- 
liebige die  Curve  schneidende  gerade  Linie  OA,  welche  den 
Nebenparameter  HE  oder  dessen  Verlängerung  in  dem  Punkte  C 
begegne.  Die  Gleichung  einer  solchen  durch  den  Coordinaten- 
Anfang  gehenden  Geraden  ist  bekanntlich 

y=y.x. 

Daher  ist  CH—y.a,  und  da  EC=EH — CH,  so  ist 

EC=b—ya.  I) 

Seien  ferner  Xi  und  yi  die  Ordinaten  des  Durchschnittspunktes  A 
der  Geraden  OA  mit  der  Curve,  und  sei  E mit  A verbunden, 
so  ist 


Aus  den  beiden  Gleichungen,  der  Curve  und  der  Geraden,  in  Be- 
ziehung auf  diesen  Durchschnittspunkt,  nämlich : 
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jr,»— o.r,*— 26oriy,  + *iy,*  + «yi»=0. 


. ' yi=^yxi, 

findet  man  aber  für  die  Cnordinateii  a-i  und  yj  des  Durchschnitts- 
punktes A folgende  Werthe: 

, a -f  2by — ny*  oy  -f  2Ay*  — «y* 

^1-  ' yi—  1 + ^4 

Sobstituirt  man  diese  in  den  obigen  Wurzeiausdruck  von  EA,  so 
ergibt  sich  nach  Ausziehung  der  Wurzel  und  einigen  nüthigen 
Keductionen: 

' EA=b  — ya.  2) 

Aas  (1)  und  (2)  folgt  nun,  dass  EA—EC,  d.  b.  in  Worten: 
Jede  beliebige  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  gelegte  gerade  Linie  schneidet  den  Nebenpara- 
meter oder  dessen  Verlängerung  und  die  Curve  in 
zwei  Punkten,  welche  von  dem  Endpunkte  E dieses 
Parameters  gleich  weit  entfernt  sind;  — diese  drei 
Punkte  bilden  also  immer  ein  gleichscheokliges  Drei- 
eck, dessen  Scheitel  der  Punkt  E ist. 

Diese  Eigenschaft  der  Curve,  auf  welche  wir  später  noch  zu- 
rückkommen werden,  gibt  uns  zunächst  ein  leichtes  Mittel  an  die 
Hand,  dieselbe  durch  eine  Reihe  von  Punkten  zu  construiren, 
und  darnach  hat  dieselbe  die  Gestalt,  wie  Taf.  V'.  Fig.  10.  zeigt, 
.tuch  Hesse  sich  wohl  ein  Instrument  angeben,  mittelst  dessen 
man  die  Curve  durch  einen  continuirlichen  Zug  beschreiben  könnte, 
indem  man  beachtet,  dass  der  Fusspunkt  F der  die  Grundlinie  .ilC 
des  gleichschenkligen  Dreieckes  halbirenden  Senkrechten  EF  in 
der  flher  OE  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreislinie  liegt,  dass 
also  die  Durchschnitt^unkte  der  Curve  und  des  Nebenparameters 
mit  jeder  durch  den  Coordinaten-Anfang  gehenden  geraden  Linie 
OA,  nämlich  A und  C,  von  dem  Durchschnittspunkte  dieser 
Kreislinie  mit  derselben  stets  gleich  weit  entfernt  sind.  — Dies 
weiter  auszuführen,  ist  indess  hier  nicht  unsere  Absicht. 


0. 


Ist  der  Nebennarameter  6 = 0,  so  fallt  der  Punkt  E mit  dem 
Punkte  H,  und  die  Linie  OE  mit  der  Linie  OH,  dem  Haupt- 
naranieter,  zusammen.  Alsdann  hat  man  (Taf.  V.  Fig.  11.)  eben- 
lalls  HU=:HC,  und  der  Fusspunkt  F des  die  Grundlinie  RC  des 
^ichschcnkligen  Dreiecks  RHC  halbirenden  Perpendikels  HF 
liegt  hier  immer  auf  der  über  dem  Parameter  a als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreislinie.  Daraus  also  fol|;t,  Hass  die  beiden 
Punkte  R und  C,  in  welchen  eine  beliebige  durch  den  Anfang 
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der  Coordinaten  gehende  gerade  Linie  diese  spezielle  Curve  nod 
die  den  Nebenparanieter  vertretende  Senkrechte  HE  schneidet, 
wiederum  von  dem  Durchschnittspunkte  derselben  mit  dieser  Kreb- 
linie  gleich  weit  entfernt  sind. 


7. 


Bezeichnen  v und  to  die  Segmente,  welche  eine  an  die  Curve 
gelegte  Tangente  resp.  von  der  Abscissen*  und  Ordinatenaxe 
abschneidet,  so  ist  beKanntlich: 

dx  dy 

Durch  Differentiation  der  allgemeinen  Gleichung  der  Curve;  erhilt 
man  aber: 


(Sa:* — 2oaf— 26y+y*)da:— (26a:— ‘Ary — 2a^)<f^=0. 

dx  du 

Bildet  man  hieraus  die  Differentialquotienten  ^ und  uod 
substituirt  dieselben  in  die  vorstehenden  Formeln,  so  ergibt  sich: 


3a:* — 2aa:®  - 46a:y+3a:v*  + 2«^ ' 

' * 3a:*— -2aa:  — 26y  +^® ' ’ 

2az*— 3a:*-f-46a:y — 3a:y* — 2ay* 

‘ibx—'ixy — 2ay 

Setzt  man  in  diesen  Ausdrücken  für  v und  x dieV?ertbe,  welche 
den  Punkten  der  Curve  in  unendlicher  Entfernung  entsprechen, 
nämlich  yxx,-^<x>  und  — a,  so  gehen  dieselben  in  tblgende 
über: 


V—  — o,  tr=±oo. 

Die  Curve  hat  also  eine  Asymptote,  welche  zu  bei- 
den sich  in’sUnendliche  erstreckenden  Zweigen  gehört, 
es  ist  diejenige  Gerade  KL  (Taf.V. Fig.  10.  undll.),  welche 
auf  der  negativen  Seite  der  Ordinatenaxe  mit  dieser 
in  der  Entfernung  a parallel  gezogen  ist 


8. 

i 

Aus  dem  nachstehenden  Ausdrucke  des  Differentialqnotientes: 

d.y 3a:*— 2«a: — 26y-F.y* 

dx  ~ Ux~1xy — 2ny 
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erg«beo  «ich  durch  3ub»tilation  der  entsprechenden  Werthe  von 
X und  g f&r  die  trigoiion>etrischeii  Tangenten  der  Berührenden  in 
den  Punkten  E,  H,  D,  N,  in  «veicben  die  in  der  Entfernung  a 
mit  der  Ordinatenaxe  und  in  der  Entfernung  b mit  der  Al)tici8sen- 
aie' parallel  gezogenen  Geraden  die  Curve  schneiden,  folgende 
Werthe: 


6* — g*  a b — a 6-f-o, 

26’  a ' a ’ 

darnach  lassen  sich  die  Berührenden  selbst  leicht  construiren.  — 
Da  nun  ferner: 

a b — a ^ b-\-u b*—a* 

26  ’ a a 2aÄ  ’ 

so  e^ibt  sich:  das  Product  der  trij^onometrische ii  Tan- 
genten der  Berührenden  für  die  einfachen  Durch- 
schnittspuökte  H,  D,  N ist  der  trigonometrischen 
Tangente  der  Berührenden  für  den  doppelten  Dnrch- 
schnittspunkt  E gleich. 


9. 


Oie  Substitution  der  entsprechenden  Werthe  von  x und  « für 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  lässt  obigen  Differentialquo- 
tienten unbestimmt.  Wir  differentiiren  daher  die  Differentialglei- 
chung der  ersten  Ordnung  noch  einmal,  und  indem  man  dx  und 
dy  constant  anniramt,  erhält  man: 

(o— ir)t£r*-f  2(6 — y)dxdy—(a-\-x)dy^=:  0, 

aus  welcher  Gleichung  sich  sogleich  ergibt: 

dg  _ (6-y)i:V" (a+x)ia~3x)+(b—^ 
dx  a + x 

Setzt  man  hierin  die  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  entspre- 
chenden Werthe  von  x und  y,  nämlich  x=0  und  ^=0,  so  er- 
hält man: 

dy  _ 6J:Va»  + 6«. 

Ae  a 

Dieser  Ansdruck  enthält  aber  zwei  verschiedene  Werthe: 
Die  Curve  wird  demnach  im  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  von  zwei  Geraden  berührt,  und  dieser  Punkt  ist 
folglich  ein  doppelter  Punkt,  indem  zwei  Zweige  der 
Curve  sich  in  demselben  durchschneiden. 
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Mit  Htilfe  der  vorstehenden  trigonometrischen  Tangenten  ia«- 
sen  sich  die  beiden  Berührenden  tt'  und  TT“  im  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  leicht  coiistruiren , wobei  wir  also  nicht  verweilen. 

Nimmt  man  das  Product  der  beiden  trigonometrischen  Tan- 
genten, so  findet  man: 

b 6-V^^MTgä 

a ^ a — 

d.  h.  die  beiden  Berfibrenden  im  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  stehen  senkrecht  auf  einander. 


10. 


Will  man  die  Curve  auf  diese  im  Coordiiiaten-Anfang  berfih- 
renden  Geraden  als  Coordinatenaxen  beziehen,  so  nehme  man 
die  bekannten  Transformationsformeln  und  setze: 

2=j;'co89-fysinqn  und  y=y'coatp — or'sinqn, 

oder  da  man 

6 + c j a 

V^2c(6  + c)  ^ V^2c(6-fc) 

findet,  wo  c=V^a*+6*  gesetzt  ist,  die  Ausdrücke: 

€uc'+(b+c)y'  j oy'— (6+c)a:' 

X = ■ j r,  und  y =r  . 

‘ V^2c(6fc)  ^ V^2c(6  + c) 

Substituirt  man  diese  in  die  Gleichung  der  Curve 

x^—ax^ — 'ibxy-\-xy*-\-  ay*r=0, 

so  erhält  man,  indem  man  statt  x'  und  y'  wieder  x und  y 
schreibt,  folgende  Gleichung: 

(o*+«(6+c)*)a:*-f('a*(6+c)  + (6+c)®)*^ 

— (a*  — 2oA(6-f  c) — n(6-f  c)®)  V^2c(ft  -j-  c) . x* 

— 2(a*6+2a*(6+c)— fi(6+c)*)  V^2c(i-f  c).  xy 
-f  (a®— 2o6(6+c)  — u(6+c)®)V  2c(6  + c)  .y*l 
f (a»+a(fi+c)*)-r3f*+  (a*(fi+c)+(6+c)>)y»; 

oder  wie  sich  durch  Entwicklung  8er  ('oeffizienten  ergibt: 
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2ac(Ä+c)j:*  + 2c(Ä+c)*ar*y\ 

+ 4oA(6-f  c)V"2c(A  + c)  . ar*j 
— -4(a* — Ä*)(fr+c)  V 2c(6  + c)  . .ryV  =0, 

+ 4a6(A+c)V^2c(6  + c)  . y*j 
+ 2ac(6+c)o:j/®  + 2c(6+c)*y*; 

und  diese  Gieichune  geht  durch  Ausscheidung  des  gemeinsamen 
Factors  2(6-fc)  endlich  in  die  folgende  Aber: 

«car*  + c(6+c)^“y+2a6  V^2c(6+c)a:*  j 

— 2(u* — ’Ä*)  V^2c(6+c)a:y  >=0. 

+ 2a6  V 2c(6+c)y*  + ocxy®+ c(6+cXy*) 

Für  den  Fall,  dass  der  Nebenparameter  gleich  Null  ist,  er- 
gibt sich  hieraus  die  Gleichung: 

j:*-f  — 2V^2.oa:y -f  ary*-Fy*=0. 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  dass  die  diesem  besondere 
Falle  entsprechende  Curve  (Taf.  V.  Fig.  11.)  zu  den  im  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  berührenden  Geraden  als  ihren  Coordinaten- 
axen  dieselbe  Lage  hat,  nnd  durch  die  gerade  Linie  OH,  weiche 
den  von  denselben  gebildeten  rechten  Winkel  halbirt,  in  zwei 
gleiche  und  ähnliche  Theile  getheilt  wird. 


11. 


Man  differentiire  die  allgemeine  Gleichung  der  Curve,  nämlich  : 


M=a:* — oa:® — 2bxy-\-.ry^-\atf^=:0 
der  Reihe  nach  in  Beziehung  auf  x ung  y,  so  erhält  man: 


du 

dx 


3a;® — 2oa:— 26y-|-  y* , 


^ = - 26a;  -F  2xy  + 2ay , 


dht 

dy^ 


=2a;  -f2a. 


Setzt  man  den  zweiten  dieser  üifferentialquotienten  gleich  Null, 
so  gibt  die  Gleichung  bx — xy — ay=0  unmittelbar: 

bx 

^ u -f  X ‘ 
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Wenn  man  diesen  Werth  ron  « in  die  ol^e  Gleichnng  der  Cone 
substituirt  und  entwickelt,  so  kommt 

— 6*=0,  oder  x*—c*~9, 

indem  man  wieder  a^-f-  b*  = c^  setzt,  und  hieraus  ergibt  sich: 
a:=±c,  und  folglich 

Aus  der  bekannten  Formel  zur  Bestimmung  des  lllaxiniums  aml 
Minimums  bei  unentwickelten  Functionen: 


iPu  ^ d^x „ 

"•  dx ' dy^ 

folgt  nun  ferner,  wenn  man,  für  die  Differentialquotienten  ihre  oben 
gelundeneii  Werthe  in  dieselbe  ehisetzt, 

d^x 2(g  jt)  

rfy*  3x® — '2ax-'lby-\-y^ 

Diese  Gleichung  geht  aber,  je  nachdem  man  x—-{-c  und 
oder  a:=  — c und  setzt,  in  folgende  über: 

(Px  _ 2(c  + g)* 

rfy®  (3c* — 2ac)(c+ö)* — 26*c(c+a)+6*c*’ 

und 

d"^x  — o)^ 

dy'^  ' (3c*-}-2ac)(c — a;® — 26®c(c — a)-j-6*c®  ’ 

oder,  indem  man  den  Nenner  entwickelt  und  reducirt: 


d"^x 


(c+a)®  , (Px  (c — «)* 

— -ä-  und  -r«=  + — ■ 


Der  Differentialquotient  der  zweiten  Ordnung  ist  also  für  die 
einen  Werthe  von  x und  y negativ,  tiir  die  andern  positiv:  die 

bc 

Abscisse  x—-[-c,  welcher  die  Ordinate  y=^qj^entspricht, 

ist  demnach  ein  Maximum,  die  Abscisse  x=~~c,  weh 
. bc 

eher  die  Ordinate  y= zugeordnet  ist,  ein  Minimum. 

c—a  ” 
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12. 


Bezeichnet  man  den  znischen  dem  Bogen  der  Curve,  der  Or- ' 
dinate  und  der  Abscissenaxe  enthaltenen  rlächenraum  mit  F,  so 
hat  man  zur  Bestimmung  desselben  die  bekannte  Formel 

F = ^ ydx. 

Nun  ist  aber,  indem  man  tviederum  setzt, 


ydx  = 


V c* — dx 


a 


raitbin 


Aber  es  ist 


'xdxyT  c* — X* 


a-\-x 


— oA.lognat.(a+ar)  + const. ; 

soll  der  Flächenraura  für  x=0  verschwinden,  so  muss  const. 
= a6.lognat.a  sein. 

Setzen  wir  ferner  a +■*=«>  also  x = u — a,  so  wird: 
^xdx\Tc'^ — a*®  (« — a)duyr A^+2a« — m* 


a+x 


/ u 


(m— a)(6*-|-2a« — k*)  du 


V 6*+2a«-«* 


Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  den  Wurzelausdruck  mit  R 
so  ist: 

/(tt — a){b*-Fiau — u^)du 
mV" 6*+2a« — «* 

Not  aber,  wie  vorhin  a*+6*=c*  gesetzt,  ist: 
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Pu^du  1 „ ,1  Pdu  3 Pudu 

J -7r=“2“"  + 2*V  Ä+2‘*y  R ■ 

/du 
R-^ 

Pbdu  , 

J 


. u — a 

:arc.sin 7 

c 


6®  + au — bR 


Mit  Rücksicht  hierauf  findet  raan  nach  einigen  Reductionen; 


/ 


(m — a)(6*-f  2aa — u^)du 
uyf  6®+2««— M® 


1 „„  »>  . »<  — « II  . 6*+au— 6ß 

= n (ö*— rt*)arc.sin aolognat.  — 

A c cit 

+ (« — 3a)Ä  + const. , 

folglich,  M'enn  man  statt  u den  Werth  a+x  wieder  einsetzt: 

P dxyfc^—x* 

«/  a+  a; 

= i(6*-«*)arc . sin  - - a6.1ognat . 

2'  ''  c , * e(o+:r) 

+ ^('*  — 2a)  V c* — >a:*  + const. 

Zur  Bestimmung  der  Constante  setze  man  a:=0,  wodurch  sieh 
ergibt : 

C b 

, const.  = a6.log  nat \-ac- 

Durch  Zusammenfassung  des  Vorhergehenden  erhält  man  aan 
allgemein  fiir  die  von  der  Curve  hegränzte  Fläche: 

ß=6:r-«6.lognat“-±:^+  «Ä.lognlt 

® a ~ ^ acHa*x—ab^c*-x* 

a*)arc.sin  7 ± 5 (a:— 2«)V c®— a:*±«c,  * 


wobei  zu  bemerken,  dass  das  Zeichen  -f  auf  die  positiven  resp^ 
grossem  Ordinaten,  das  Zeichen  — auf  die  negativen  resp.  klei- 
nern Ordinaten  sich  bezieht. 
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Fdr  die  spezielle  Curve,  wenn  nämlich  der  Nebenparameter 
Null  ist,  geht  diese  Formel  in  die  folgende  über: 

1 jr  l 

T 2 a i 7 — 2o)V  «*— a:*dt  “*•  ' 

Für  den  Inhalt  des  von  der  Curve  gebildeten  Foliums,  den  wir 
mit  f bezeichnen  wollen , findet  man : 

/■=  — a’)7c-|-^6-iognat -F2ac, 

und  im  Falle,  dass  der  Nehenparameter  gleich  Null  ist: 

Hieraus  ergibt  sich  (Taf.  V.  Fig-  11.): 

1)  Beschreibt  inan  über  dem  Parameter  a das  Qua- 
drat OHEG  und  mit  demselben  Parameter  a den  Kreis- 
quadranten  HQG,  so  ist  das  halbe  Foliuni  OHRO  dem 
Streifen  HEGQH  an  Inhalt  gleich. 

2)  Beschreibt  man  mit  dem  Parameter  a umO  als 
Mittelpunkt  einen  Kreis  und  um  diesen  ein  Quadrat, 
so  ist  das  Doppelfolium  den  vier  durch  die  Kreislinie 
abgeschnittenen  Ecken  des  Quadrates  gleich. 

Nimmt  man  er— TI,  6=4,  c = 5,  resp.  6=0,  a=c=3,  so  fin- 
det man  lur  da.s  Foliuni  f,  so  wie  für  das  Foliura  f die  Wertbe: 

/'=  16,03.,  /’  = 3,86.. 


1.1. 


Die  Gleichung  des  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  mit 
dem  Radius  OE  — c beschriebenen  Kreises  ist; 

y*=c*. 

Verbindet'  man  diese  Gleichung  mit  der  allgemeinen  Gleichung  der 
Curve,  am  einfachsten  in  folgender  Gestalt: 

(x—a)  , 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Durcbschnittspunkte  der  Curve 
und  des  Kreises  die  beiden  (Tieichungen: 

(x — ff)c*=26xV^  c*—.r* — 2a(c* — x*) , 

(a—Vc^~  («y  — 6 V c*— y*)  J 

Theil  \V.  1& 
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oder  wenn  mau  entwickelt  und  nach  den  Potenzen  der  Veränder- 
lichen ordnet: 

Ax* — 4ox*  — 3c*j:*  -f  2av*x  + n*c®=0, 

4y* — 16y*  — + 46c*y  — 6*c® =0 . 

Diese  Gleichungen  sind  vom  vierten  Grade:  die  Curve  wird  also 
von  der  Kreislinie  in  vier  Punkten  geschnitten,  welche,  wie  sich 
leicht  zeigen  lässt,  alle  vier  reell  sind.  Denn  da  eine  Wurzeider 
vorstehenden  Gleichungen  resp.  a und  b ist,  so  ergeben  sich  die 
drei  andern  Wurzeln  resp.  aus  den  Gleichungen: 


— -Zc^x — ac*=0, 

4y® — Zc^y  + 6c*  = 0. 

Da  nnn  hierin  das  zweite  Glied  negativ,  überdies  c>a  und  c>h, 
also 


4(|c*)’>27(^ac*)* 

und 

4(|c»)*>27(j6c*)», 

so  hat  jede  dieser  Gleichungen  drei  reelle  Wurzeln,  und  zwar 
hat  die  erstere  Gleichung  zwei  negative  und  eine  positive,  die 
zweite  Gleichung  eine  negative  und  zwei  positive  Wurzeln.  Setzt 

man  cosqp  = ^und  cos‘rf>=~,  so  sind  dieselben: 

-f  c.cos  ß , — c.cos(60”  ~~  3 v) , c.co8(6ü®  + ^ ^); 

— C.COS^l/r,  -f  0.008(60“  — ^ 1/r),  + c.cos(60“  + j 1/;)  . 

Die  Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichungen  sind  also  alle  ner 
reell,  und  der  Kreis  schneidet  demnach  die  Curve  in  vier  reel- 
len Punkten,  deren  Abscissen  und  Ordiuateii,  wenn  man  be- 
rücksichtigt, dass  hier  immer  resp.  g-ip<60“ — g- gr  resp- 

60“  — und  dass  immer  ir*-|-y*=c*  ist,  sich  folgenderniassen 
Zusammen  ordilen: 

a:'=-fa  r/'=-f6 

ar"=  + c.cos^g>  y'=^c.cos(60"  + jip) 
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x'*=:  —C. €08(60** — j (p) 

a:""=;— C.cos(60<>  + 


y*  = + c.cos(60*  ~ j V*) 
y""=— c.cos  ^ ‘tjJ . 


Wie  Man  ans  den  Vorzeichen  ersieht,  liegen  immer  zwei 
Durchschnittspunkte  ini  ersten,  einer  im  zweiten,  und  einer  im 
dritten  Quadranten. 

Für  den  Fall,  dass  a = 3,  6 — 4,  c=ä,  ergeben  sich  für  die- 
selben folgende  Wierthe : 


or'  — -f  3 
x"=  -F4,76:J04„ 
a:"'z=— 3,69874 .. 
«"»=—1,06429.., 


y — + 4 
2,»= +1,5210.. 
y"  = + 3,36441.. 
/"=-4,885^ .. 


14. 


Nach  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  gemachten 
Erürterungen  werden  wir  jetzt  im  Stunde  sein  zu  zeigen,  wie  man 
mit  Hülfe  unserer  Gurre  in  Folge  der  6.  5.  angeg^enen  Eigen- 
schaft die  Trisection  jedes  beliebigen  Winkels  vornehmen  kann. 

Sei  nümlich  ein  beliebiger  Winkel  gegeben,  dessen  Scheitelpunkt  O 
(Taf.  V.  Fig.  10.),  so  falle  man  von  irgend  einem  Punkte  E des  einen 
Schenkels  auf  den  andern  oder  dessen  'V'erlängerung  eine  Senk- 
rechte EU,  construire  zu  OH  als  Hauptpararaeter  und  HE  als 
Nebenpararoeter  nach  §.  5.  die  Cxxtve  NORDEOS  und  beschreibe 
mit  OE  als  Radius  um  O einen  Kreis,  welcher,  wie  wir  gesehen 
haben , die  Gurre  ausser  in  E noch  in  drei  Punkten  + , A,  A" 
schneidet.  Man  verbinde  diese  mit  O und  verlängere  nüthigen- 
falls,  wodurch  man  die  Durchschnittspunkte  C,  d',  C"  auf  dem 
Nebenpararoeter  erhält,  und  ferner  verbinde  man  A'  n>it  den  Punk- 
ten A,  A‘,  A“.  Alsdann  sind  nach  §.  5.  die  Dreiecke  EAC, 
£+6",  EA"C"  gleichschenklich,  mithin  die  folgenden  Dreiecke 
paarweise  einander  ähnlich: 

AO+'Aoj^A’+'C',  NOA‘'£ojNE^"C". 

da  sie  gleichschenklich  sind,  und  jedes  Paar  den  W'inkel  an  der 
Grundlinie,  resp.  ^EAC  oder  ^EA'O  oder  ^EA"C",  gemein- 
sam hat;  daher  ist 

,^AEC=^EOA,  ^A'EC  =Z.EOA',  ^"EC'—^EOA“. 

Ebenso,  wenn  man  aus  E die  Senkrechten  EF , EF‘,  EF"  fällt, 
sind  die  folgenden  recbtwinklichen  Dreiecke,  paarweise  ähnlich  : 

it,COHcoNCEF,  NOOHcoNOEF',  NC'OH^Nf''EF" . 

!»• 
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DarauA  ergibt  sich  nun  : 

^AOP=Z,COH=zj^CEF=  i ^AEC=\^EOA’, 

^‘OP‘=^COU=^CEF=\^A'EC=  \ jiLEOA'; 

^A"  OP'  =Z.C  OH=^C"EF"=  ^ ^A“EC‘=  \jLEOA' ; 

Z A"0P=(2R-^C‘0H)={^R-C'EF')  = I (4Ä-^"£C'0 
, =i(4Ä-£OJ"). 


Hieraus  folgt  nun: 

Z^OP=jZ£OP (Z£OP>.0"und  <1Ä), 

^A'OP'  = ^^EOP' (^EOP’'>iR  und  <2Ä). 

Z/4"OP'=j  conv.  ZEOP' (conT.ZEOP'>'2Ä  und  <3A), 

Z^"OP  = jconr.ZEOP (conv.ZjEOP>3/2  und  -<4Ä). 

Demnach  ist  also  vollständig  gezeigt,  wie  vermittelst  unserer 
Curve  jeder  beliebige  Winkel,  sei  er  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer 
oder  ein  erhabener,  in  drei  gleiche  Theile  getheilt  werden  kann. 

Da 

Z^OP=^Z£OP  und  Zi4"OP  = i-conv.Z£OP, 

/ 

ferner 

Z^'OP'  = iz£OP  und  Zi4"OP'=g-conv.Z£OP; 

so  ergibt  sich  endlich  noch,  dass  io  den»Punkten  A,  A',  A“ 
n'af.  V.  Fig.  10.  und  11.)  die  ganze  Kreisperipherie  in  drei  gleich« 
Theile  getheilt  ist. 


t 
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VI. 

STachtra^  zu  dem  Aufsätze  ln 
Thl.  xm.  Xr.  XXXlll. 

Von 

Herrn  Theodor  Lange 

so  Berlin. 


Bevor  ich  der  Sffentlichen  Aufforderung  des  Hrn.  Prof.  Grunert 
nachkomme,  und  den  in  dem  Grell  eschen  Journal  erschienenen  Be- 
weis des  Hrn.  Prof.  Steiner,  dessen  in  der  Nachschrift  zu  dem  Auf- 
sätze Tbl.  Xlll.  Nr.  XXXlll.  Erwähnung  gethan  wird,  mittheile, 
muss  ich  auf  einen  Irrthum  aufmerksam  machen,  der  sich  bei 
Aufstellung  des  allgemeinen  Satzes  in  erwähntem  Aufsatze  einge- 
schlichen hat.  Der  daselbst  geführte  Beweis  stützt  sich  nämlich 
auf  Eigenschaften  der  Figur,  welche  von  der  dort  angenommenen 
Lage  der  Winkel  a und  b abhängen  und  bei  anderer  Lage  nicht 
stattfinden.  Es  k.inn  demnach  nur  folgender  Satz  allgemein  auf- 
gestellt werden:  Wird  eine  Gerade  von  zwei  Strahlen  geschnitten, 
und  ist  die  Linie,  weiche  aus  dem  Schnittpunkt  des  Einen  auf 
den  Andern  gezogen  wird,  gleich  der  Linie,  welche  aus  dem 
Schnittpunkt  des  Andern  auf  den  Ersteren  gez^en  ist,  so  sind 
die  Gegenw  inkel,  unter  denen  jene  Strahlen  die  Gerade  schneiden, 
einander  gleich,  wenn  jene  gleichen  Linien  diese  Winkel  in  glei- 
chen Verhältnissen  schneiden. 


Nach  der  Bemerkung,  welche  der  Herr  Professor  Steiner 
seinem  Aufsatze  „Elementare  Lösung  einer  Aufgabe  über  das 
ebene  und  sphärische  Dreieck“  im  28.  Bande  des  Crelle’schcn 
Journals  vorausschickt,  kam  demselben  im  Jahre  1840  von  Herrn 
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Professor  Lehmus  folgende  Aufgabe  7.11,  mit  der  Bitte  „eine 
rein  geometrische  Lösung  derselben  zu  finden.“ 

„Wenn  in  einem  geradlinigen  Dreieck  die  zwei  Geraden, 
welche  dessen  Winkel  an  der  Grundlinie  hälften  und  die  bis  an 
die  Gegenseiten  verlängert  genommen  werden,  gleich  lan^  sind, 
so  ist  die  Frage,  ob  dann  das  Dreieck  gleichschenklig  sei?“  — ■ 

Darauf  habe  er  folgende]  Lösung  dem  Hrn.  Professor  Lehmus 
mitgetheilt,  die  er  unter  anderen  desshalb  veröffentliche,  da  ein 
grosser  Kenner  der  Geomeirie,  Herr  Sturm,  der  von  seinen  Zu- 
hörern  und  Andern  verschiedene  Lösungen  besässe,  die  Seinige 
lür  die  elementarste  gehalten  habe. 

Ueber  die  Schwierigkeit  der  erwähnten  Aufgabe  sagt  der  Herr 
Professor  Steiner  in  demselben  Aufsatze:  „die  Schwierigkeit, 

welche  die  Aufgabe  darbietet,  mag  ihren  Grund  darin  haben,  dass 
die  eine  Voraussetzung  nicht  so  ab.solut  bestimmt  ist,  wie  man 
auf  den  ersten  Blick  leicht  glauben  möchte,  denn  wenn  gesagt 
wird  „die  Winkel  an  der  Grundlinie  werden  gehälftet“, 
so  ist  dies  sowohl  auf  die  innern  als  auf  die  äussern  Winkel  au 
der  Grundlinie  anzuwenden,  was  dann  im  Wesentlichen  drei  ver- 
schiedene Fälle  giebt,  indem  nämlich,  wenn  man  die  bis  an  die 
Gegenseiten  verlängerten  Strahlen,  welche  die  inneren  Winkel 
hällllen,  durch  a und  6 und  diejenigen,  welche  die  äusseren  Win- 
kel hallten,  durch  und  bezeichnet,  entweder 

1)  a = b,  2)  Oi  = 6x,  3)  ai=6  oder  «=6j 
angenommen  werden  kann. 

Im  ersten  Falle  Taf.  VI.  Fig.  1.,  wo  also  die  inneren  Winkel 
gehälftet  werden,  würde  die  Annahme,  dass  die  Winkel  a und  ^ 
ungleich  wären,  etwa  einmal  zu  dem  Schluss  führoo,  dass 

der  Winkel  ADB,  nämlich  2/i— (a-|-2^),  grösser  sei  als  der  Win- 
kel BEA,  nämlich  2R — (/J-f2o[).  Andererseits  aber  folgt  aus  der- 
selben Annahme,  wenn  man  das  Dreieck  AEB  so  an  das  Dreieck 
BOA  legt,  dass  A in  B , B in  A und  E in  fallt,  dass,  da 
DB'>’ AE  = BEi  wäre,  y'^x  sein  müsste,  mithin,  da  n = m ist, 
der  AVinkel  0:+«  kleiner  sein,  als  oder  Winkel kleiner 

als  der  Winkel  BEA.  Dieser  Widerspruch  zeigt  die  Unrichtig- 
keit der  Annahme  und  dass  unter  obiger  Bedingung  das  Dreieck 
gleichschenklig  ist. 

„Ini  zweiten  Falle,  wo  also  die  äusseren  W'inkel  gehälftet 
„werden,  kommt  es  noch  auf  eine  nähere  Untersuchung  an,  ob 
„nämlich  a)  beide  Strahlen  und  bi  die  verlängerten  Gegensei- 
„ten  jenseits  der  >^itze  C oder  beide  dieselben  unterhalb  der 
„Grundlinie  AB  treffen,  oder  ob  ß)  der  eine  die  Gegenseite  jen- 
„seits  der  Spitze  und  der  andere  sie  unterhalb  der  Grundlinie 
„trifft.  Unter  der  Bedingung  tt)  ist  das  Dreieck  gleichschenklig, 
„dagegen  unter  ß)  nicht.“ 

Denn  wenn  Taf.  VT.  Fig.  2.  die  Aussenwinkel  gehälftet  sind, 
und  die  Strahlen  Oi  und  die  Gegenseiten  jenseits  der  Spitze 
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C treffen , so  führt  die  Aanabme,  dass  die  Winkel  a und  ß nicht 
gleich  wären,  etwa  «>/3,  einerseits  zi.  dem  Schlüsse,  dass  der 
Winkel  DAB,  nämlich  "llt  — ui , kleiner  als  der  Winkel  EBA, 
nämlich  IR — , also  dass  DB'^AE  sein  müsste.  Andererseits 
folgt,  da  ist,  bei  derselben  Con.strurtion  wie  oben,  dass  der 

Winkel  EiDB  <^DEiB,  also  DB'^BE^  oder  DB'^AE,  — Die- 
ser Widerspruch  zeigt  die  Unrichtigkeit  obiger  Annahme  und  da- 
durch, dass  das  Dreieck  gleichschenklig  ist. 

„Wenn  dagegen  beide  Strahlen  Uj  und  6i  den  G^enseiten 
„unterhalb  der  Grundlinie  begegnen,  wie  in  Taf.  VI  Fig.  3.,  so 
„scheint  der  Beweis  nicht  auf  analoge  Weise  Statt  zu  finden.“ 
Daher  giebt  der  Herr  Professor  Steiner  folgenden  minder  ein- 
fachen Beweis. 

Aus  der  Annahme,  dass  a und  ß ungleich  wären,  etwa  a'^ß, 
folgt  BF^AF,  und  daraus  FD>F£.  Man  nehme  (Taf.  VI.  Fig.  3.) 
FG=FA  und  FH=FE  und  ziehe  GH,  so  ist,  wegen  der  Con- 
gmenz  der  Dreiecke  HFG  und  EFA,  der  Winkel  «2=0,  also 
“*>A,  woraus  folgt,  dass  die  Gerade  GH  der  Seite  CJö  jen- 
seits./), etwa  in  K,  begegnet,  und  zwar  unter  einem  Winkel 
y=ßa— = K — ^=2s,  denn  a — £ — AGF=ß-^e.  — Da  der  Win- 
rel  «1,  also  auch  a=C-yD  ist,  so  ist  ci>Z>,  also  BD'^AB.  Nimmt 
man  BL=BA,  so  wird  BAG  und  congruent,  also  £=£|. 

Da  aber  ri>7  ist,  so  ist  auch  was  idem  Obigen  2e=)> 

widerspricht  Es  muss  also  a=.ß  angenommen  werden,  woraus 
folgt,  dass  das  Dreieck  ACB  gleichschenklig  sein  muss. 

„Im  dritten  Falle,  wo  also  ein  innerer  und  ein  äusserer  Win- 
„kel  an  der  Grundlinie  gehälftet  wird,  ist  das  Dreieck  nicht 
„gleichschenklig.  (Nur  scheint  die  Möglichkeit  vorhanden  zu  sein, 
„dass  es  in  ganz  besonderem  Falle  gleichschenklig  sein  kann, 
„wobei  es  dann  aber  ein  der  Form  nach  ganz  bestimmtes  Dreieck 
„ist,  d.  h.  bestimmte  Winkel  hat*).  — Da  nun  die  Aufgabe  alle 


*)  Sollte  ildii  Dreieck  ACB  ( l'af.  VI.  Fig,  5 ) gleichtchenklig  seio, 

«ährend  — = i«t,  »»  folgt,  wenn  S — a gcinaclit  wird, 

« ? 

« _ ‘IR—a 
a 2a-|-a  ’ 


denn 


ß=4^■{■E^  =z(-|-£=2a-I-fc=2«-f-o. 


Für  a — —a  findet  man 
n 


-«+1 


Wenn  also  xwisclicn  den  Grössen  (t  und  n diese  Gleichung  besteht,  ist 
das  Dreieck  gleichschenklig.  Ist  //  — 2,  also,  wenn  die  Winkel  gehälf- 
tet sein  sollen,  so  muss 
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„diese  FSlIe  für  die  Rechnung  stlltsdiweigend  zugleich  umfitsst. 
„so  begreift  man,  wie  diese,  wenn  sie  nicht  geschickt  angegriffen 
„wird,  auf  höhere  Gleichungen  fuhren  muss.“ 

Für  die  Lage  Taf.  VI.  Fig.  I.und2.  iässt  sich  aul  die.selbe  Weise 
wie  oben  zeigen,  dass  auch  in  dem  Falle,  wo  die  Winkel  nur 
unter  gleichem  VerbSltniss  getheilt  werden,  das  Dreieck  gleich- 
schenkTig  sei.  Für  Taf.  VI.  Fig.  3.  ist  aber  der  Beweis  dem  Obi- 
gen nicht  analog  zu  führen,  und  auch  kein  anderer  Beweis  für 
diesen  Fall  gegeben. 

Die)  Untersuchung  geht  nun  noch  auf  das  sphärische  Dreieck  (Taf. 
VI.Fi^.4.)  über,  fürdenFall,  dassdie  Winkel  gehälftet  sind.  „Eswird 
„gezeigt,  dass,  wenn  die  Winkel  ungleirh  genommen  würden,  etwa 
„a^ß,  so'auch  ItF'^Ab'  und  daher  FÜ'^FE  wäre.  Nimmt 
„man  nun  FG—FE  und  FH  — FA , so  sind  die  Dreiecke  AFE 
„und  HFG  symmetrisch  gleich,  also  und  Da  das 

„Dreieck  BFD  grösseren  Inhalt  hat,  als  das  Dreieck  HFG,  so 
„muss  auch  die  Winkelsumnie  grösser  sein  als  die  des  letzteren.  Den 
„Winkel  bei  F haben  sie  gemein  und  von  den  übrigen  ist 
„(weil  ci2  = aj  ^ ßj);  daher  muss  Winkel  und  somit  auch 

„y'^x  sein.  Da  ferner  die  Dreiecke  BAD  und  ABE  zwei  Paar 
„gleiche  Seiten  und  dazwischen  die  ungleichen  Winkel  a^ß  haben, 
„so  ist  Seite  d>e  (d.  i.  BD'>^  AE).  Man  denke  sich  nun  da« 
„Dreieck  in  der  Lage  von  ß.4£i , wo  nämlich  Winkel  j;2=z', 
Seite  Ci=c  {ßEi=AE)  etc.  ist,  so  wird  man  — fall« 
„der  Winkel  DBEi=zy-{-ß-\-  ^ d.  h.  falls  die  Summe  der 

„Winkel  an  der  Grundlinie  AB  im  gegebenen  Dreieck  ACB  klei- 
„ner  als  zwei  Rechte  ist  — durch  Hülfe  des  Hauptkreisboireii« 
„DE,  auf  ganz  gleiche  Weise  wie  oben  bei  Taf.  VI.Fig.2.  auf  den 
„Widerspruch  geführt,  dass  Ci><2,  also  sein  müsste;  wor- 

„aus  sodann  auf  die  Gleichheit  von  o und  ß und  daraus  auf  die 
„Gleichheit  von  AC  und  BC  geschlossen  wird.“ 

„Für  die  andere,  allgemeinere  Aufgabe , wo  die  Winkel  ander 
„Grundlinie,  statt  ^hälftet,  in  irgend  einem  gleichen  Verhältnis« 
„getheilt  werden,  folgt  auf  gleiche  Weise,  dass  das  Dreieck  gleicb- 
„scbenklich  sein  muss , falls  die  Summe  der  beiden  Winkel  ao 
„der  Grundlinie  kleiner  als  zwei  Rechte  ist.“ 

„Wenn  dagegen  die  Summe  der  Winkel  an  der  Grundlinie 
„grösser  als  zwei  Rechte  ist,  so  wird  der  Beweis  für  beide  Ajif- 
„gaben  unbrauchbar.  — Ich  begnüge  mich,  — schliesst  der  Herr 
„Professor  Steiner  seinen  Aufsatz  — mit  dieser  Andeutung  und 
„überlasse  es  den  Liebhabern,  die  vollständige,  aber  möglichst 
„elementare  Lösung  aufzutinden.“ 


1 

a=-g 

•ein. 
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Durch  die  Freundlichkeit  des  Herrn  Professor  Lehnius  bin 
ich  iii  deu  Stand  gesetzt,  folgende,  von  ihm  gefundene  Bevreise 
des  einfachen  Satzes  niitziitheilen. 

„Lehrsatz.  Wenn  die,  zweiWinkel  eines  Dreiecks 
„halbirenden  Transversalen  einander  gleich  sind,  so 
„sind  es  auch  die  halbirten  Winkel,  d.  h.  das  Dreieck 
..ist  gleicbschenklich,  oder  (Taf.  VI.  Fig.  1.): 

Voraussetzung:  EAD=^DAB  ~ 

DBE  = EBA 
AD=BE 


Behauptung;  EAD-=DBE. 

mI.  Beweis.  Aus  der  Annahme  EAÜ^  DBE  wdrde  folgen 
FAD-DBE 

..und  hieraus  (durch  Addition) 

1)  BAF>ABD-, 

2)  die  vier  Punkte  A.F,D,B  liegen  in  der  Peripherie  dessel* 
„ben  Kreises.  Da  nun  aber  in  Folge  der  Voraussetzung  BAF 

so  entstände  BF'^  AD  und  um  so  mehr  BE'>  AD , als 
„Widerspruch  gegen  die  dritte  Voraussetzung. 

„II.  Beweis  durch  Calcul. 

„Man  nenne  die  Dreiecksseiten  a,  b,  c und  dis  halbirenden 
„Transversalen  d. 

Aus 


- „ uv 

, _ . a6’c 

„folgt,  wenn  d eiiminirt  wird, 

(a+6  -|-c)c(o— 6)[c*+(o+6)(o6-|-c*)  +3a6c]  =0 ; 

„welcher  Gleichung  nur  durch  a— 6=0  Genüge  geschieht.“ 

Was  deu  Satz  in  Betreff  des  sphärischen  Dreiecks  betrifft, 
so  lässt  sich  der  Beweis  ganz  in  derselben  Art,  wie  ich  ihn  beim 
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ebenen  Dreieck  gegeben  habe,  führen,  wenn  man  nämlich  be- 
denkt, dass  alle  Ebenen,  die  durch  den  Schenkel  eines  Winkel« 
gehen  und  auf  denen  Linien  liegen,  welche  mit  dem  andern  Schen- 
kel einen  Winkel  von  der  bestimmten  Grösse  q bilden,  den 
Kegel  schneiden,  dessen  Axe  der  andere  Schenkel,  und  dessen 
Erzeugungswinkel  q ist.  Denkt  man  demnach  um  jeden  Schenkel 
eines  Winkels  einen  Kegel  mit  demselben  Erzeugungswinkel  p und 
aus  dem  einen  Schenkel  (A)  eine  Schnittebene  durch  den  K^el 
des  andern  Schenkels  (B),  und  die  Ebenen  zwischen  je  einet 
Schnittlinie  und  der  Axe  des  zugehörigen  Kegels,  während  man 
sich  vorstellt,  dass  eine  Ebene  aus  oem  Schenkel  (B)  sich  um 
B um  360*^  drehe,  und  dass  fortwährend  die  Ebenen  durch  die 
Schnittlinien  (derselben  mit  dem  Kegel  (A))  und  dessen  Axe  ge- 
legt werden;  so  lassen  sich  in  Bezug  der  Neigungswinkel  aer 
erwähnten  Ebenen  gegen  die  Ebene  des  ursprünglichen  Winkel« 
dieselben  Schlüsse  anwenden  wie  im  obigen  Beweise. 

Im- Allgemeinen  braucht  wohl  nicht  erst  darauf  hingewiesen 
zu  werden,  dass  die  in  den  Figuren  zu  meinem  Beweise  vorkom- 
menden Kreise  nur  gebraucht  wurden,  um  der  Vorstellung  mehr 
Halt  zu  geben,  und  dass,  wie  in  einer  zweiten  Bearbeitung*)  ge- 
schehen, nur  die  elementarsten  Lehrsätze  der  Geometrie  Benutzt 
sind.  — Ferner  möchte  die  von  mir  gegebene  Beweisführung  viel- 
leicht desshalb  einige  Beachtung  verdienen,  da  sie  direct  zn 
Werke  geht  und  ein  einheitliches  Ganze  bildet. 


*)  Diese  zweite  Bearbeitung  «oll  auf  den  Wunsch  des  Herrn  Vb. 
in  einem  der  nächsten  Hefte  des  Arcliirs  noch  mitgetheilt  werden,  dt 
jetzt  kein  Raum  dazu  war,  und  ich  nur  zuerst  versrhiedene  Beweisaitss 
inittheilen  wollte.  • G. 
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vn. 

Die  contiiiuirlichc  Function  und  ihre 
Ahgeleiteten. 

Von 

Herrn  Professor  Franke, 

xwcitom  Dirrrtnr  der  polyteulinischen  Srhnle  zn  Hanno  % er. 


In  den  Exercices  d’Analyse  tnroell.  p.  54.  sagtCauchy: 
die  Function  fx  kann  nach  iUaclau rinis  Formel  io  eine  conver- 
gente  Reihe  nach  den  uufsteigenden  Potenzen  von  x entwickelt 
Herden,  wenn  der  Modul  der  reellen  oder  imaginären  Variabeln 
X einen  kleineren  Werth  hehält  aU  der,  für  welchen  die  Function 
(oder  deren  erste  Abgeleitete)  aufhürt,  continuirlich  zu  sein.  In 
dieser  Gestalt  hatte  sch^on  früher  Cauchy  den  Satz  aufgestellt,  je- 
doch ohne  den  in  der  Klammer  stehenden  Zusatz  beizufiigen.  Der  Satz 
ist  von  grosser  Wichtigkeit,  weil  er  die  Anwendbarkeit  der  ge- 
dachten Reihe  an  eine  klare,  feste  Bestimmung  knüpft.  Indessen 
scheint  er  nicht  richtig  zn  sein,  und  ohne  die  Gründe  (ur  diese 
Behauptung  vorzuführen , welche  in  Cauchy’s  Beweise  selbst 
liegen,  will  icb  vielmehr  direct  die  Grenzen  der  Anwendbarkeit 
der  Reihe  dadurch  versuchen,  dass  ich  in  der  ersten  Nummer 
die  doppelte  Form  des  Differentials,  in  der  zweiten  die  Beziehung 
der  continnirlichen  Function  zu  ihren  Abgeleiteten,  und  in  der 
dritten  die  Reihe  Maclauriiis  selbst  entwi^ele. 


1. 

Es  sei  Fx  eine  Function  von  x,  die  zwischen  Xi  und  Xi-fA 
entweder  nur  zunimmt  oder  nur  abnimmt  und  die  zwischen  den- 
selben Grenzen  continuirlich  bleibt,  d.  h.  die  uni  unendlich  kleine 
Grössen  derselben  oder  einer  höhern  Ordnung  zu-  oder  abnimmt, 
als  die  Veränderliche  x selbst.  Das  Differential  der  Function  ist 


Digitized  by  Google 


22^ 

/’(*-fo)  — Fx  = aP  X , 

wena  a eine  unendlich  kleine  Zunahme  bedeutet.  Diese  Gleichnni; 
ist  aber  nur  genau  bis  auf  das  Unendlich-Kleine  der  sweiten  Ord-  i 
Dung,  so  dass  vollständig  dafür  zu  setzen  ist  | 

1 ) F{x-\-a)  — Fx  = uF'x  -f-  a*Ai , 

wenn  ki  eine  endliche  Zahl  bezeichnet,  und  x zwischen  den  an- 
gegebenen Grenzen  liegt  Lässt  man  nun  x immer  um  die  unend- 
lich kleine  Grösse  a zunehmen,  bis  sie  den  Werth  A erhält, 
so  entstehen  die  streng  wahren  Gleichungen : 

F{x -ho)  — Fx  = uF'x  -f  a*ki , 

F{x  -f  2o)  — F(x-f  o) = ttF'{x  -h  o)  -f  a*k^ , 

l^x-h[n — 1 ]o)  — F(x.+ [n  — 2]o)  = oF'(.r-|-[n  — 2]o)  + o*A»_, , i 

F(x-f  Tio)  — F(a:-f  [n— l]o);=oF(x-f  [n — l]o)-f  a*Ai,; 

in  welchen  die  Grössen  k^, ...  kn-i,kn  dieselbe  Bedeutung  beib^ 
halten  als  k^.  Addirt  man  diese  Gleichungen  und  ordnet  rechti 
nach  Grössen  derselben  Art,  so  erhält  man 

2) 

F{x-\-na)—Fa=za\P  x-\rF\x-{-a)^..-\-P{x-^\n — 2]o)-f-F'(a:-h[n — l]o)l 

+ o*|Ai-hÄa-h...+A„_i-H«l,  I 


eine  Gleichung,  welche  wie  Gleichung  1)  streng  richtig  ist. 

Offenbar  giebt  es  einen  Werth  von  x,  der  zwischen  x und 
a;-|-no  liegt,  nemlich  x-\-mu,  für  welchen  P{x-{-ma)  das  arith- 
metische Mittel  der  Glieder  der  Reihe 

F'x,  F'(a:-ha),....F(a:  + [n — 2]o),  F'(x-h[«— l]e) 

bedeutet,  wenn  m eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  bezeichnet 
die  zwischen  Null  und  n liegt  Wenn  nun  m eine  Bruchzahl 

^ , zwischen  den  Ganzzahlen  p und  p -|- 1 gelegen , ist , so  dass 

die  Reihenfolge  der  Zahlen 


P+1 

statt  findet,  so  kann  man  immer  die  Zunahme  a mit  der  kleineren 
^ vertauschen,  weshalb  die  Reihenfolge  zwischen  p und  p-fl  in 
die  Reihe  der  ebenfalls  ganzen  Zahlen 

rp,rp-\  1,  ...rp-\-t,rp  + t+l,  ...rp-i-r 
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übergeht,  nnd  es  ist  klar,  dass  die  Gleichung  1),  folgilcb  auch 
Gleichung  2),  fdr  kleinere  a gültig  bleibt. 

Auf  gleiche  Weise  wird  es  einen  Mittelwerth  k«  der  Grössen 

» 

f •••••  — 1 , kn 

geben,  für  welche  der  Zeiger  q zwischen  0 und  n liegt. 

Werden  nun  diese  Mittelwerthe  mit  n multiplicirt  nnd  in  Glei- 
ehong  2)  eingeschaltet,  so  entsteht 

na)  — Fx = naF'(x-fma)  + na*kq , 

öder,  wenn  man  na  mit  h vertauscht, 

3)  F\xFh) — Fx  = h\P{x-\-ma)^ttk^\. 

in  dieser  Gleichung  ist  ky  von  der  Veränderlichen  x,  sowie  von 
der  Form  der  Function  Fx  abhängig;  es  wird  daher  immer  einen 
Werth  geben,  für  welchen 

F'(a'+pa)  = F(a:+mÄ)  + oky 

besteht.  Hier  bedeutet  p wieder  eine  Zahl  zwischen  Null  und  n; 
denn  P(x-i-ma)  ist  von  P(x+fia)  um  die  unendlich  kleine  Zahl 
oky  verschieden , man  kann  daher  «ky  als  das  Differential 

F{x  + ma)  — F{x  + ma  — ß) 

ansehen,  in  welcher  Differenz  die  unendlich  kleine  Zahl  ß so  ge- 
wSblt  werden  kann,  dass  die  Gleichung 

F(x + ma)  — F(x-i-ma—ß)=akq 

in  aller  Strenge  bestehe,  dass  daher 

P{x-\-ma)  + oky 

I 

in  die  Differenz 


F{x  + [irt+1]«)  — F{x-{^ma  — ß) , 

das  ist  in 


(«  + |S  )F'(a:  + OTo— /3), 


nnd  die  rechte  Seite  der  Gleichung 


in 


P{,X  + fia) 


Digitized  by  Google 


230 


flbergeht,  wenn  man  ma—ß  mit  ftu  vertauscht.  Die  Gleicbnng  3) 
verwandelt  sich  sonach  in 

4)  F(x+A)  — Fj:  = AF'(x  + fi.o). 

Schreibt  man  endlich  J.iict  oder  dh  statt  fia,  so  bedeutet 

einen  ächten  Bruch,  und  aus  Gleichung  4)  entsteht 

5)  F(ar+A)  —Fx=ihF'(x-\-^h) . 

In  der  vorausgehenden  Entwicklung  liegt  der  Grund,  dass  die 
Gleichung  5)  noch  für  eine  Function  gilt,  welche  innerhalb  der 
Grenzen  x und  j.' A nicht  mehr  co ntinu irli ch  bleibt;  denn 
in  diesem  Falle  sind  zwar  einzelne  der  Werthe 

Fx,  F'(a:  f F'Cx+[n — 2]«).  F'(o:+[h — 1]«), 

sowie 


"1» 

unendlich  gross,  aber  immer  wird  ein  Mittelwerth  F'(j;-|-ot«)  liir 
die  erste  und  kq  für  die  zweite  Reibe,  sowie  /•'(^+.““)  für  die 
Summe  von  F'(a:+7/ia)  und  ak«  möglich  sein,  dergestalt,  dass  die 
Zahlen  »i,  r/,  (x  zwischen  Null  und  » liegen. 

Eben  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  Gleichung  5) 
fiir  unendlich  kleine  Zunahmen  A gelten  müsse,  es  mag  die 
gegebene  Function  continnirlich  oder  discontinuirlich  sein;  sonach 
ist  für  ein  unendlich  kleines  a 


6)  F(x + a)  — Fx  — aF'(x + . 

Ist  daher  die  Function  continnirlich,  so  giebt  es  zwei  Formen, 
welche  das  Differential  ergänzen,  nemlich 


F(ar+ «)  — Fx  = ctF'x  + «*A, 

F(.r-|-a)  — Fj:=«F'(a'+z#a); 


und  es  ist  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  k,  sowie  in  der  zwei- 
ten jä  eine  endliche  Zahl,  denn  aus 

^Ur—/itiaz=:(ia  folgt 


und  wenn  A selbst  unendlich  klein  wird,  so  wird  n endlich,  folg- 

lieh  die  Bruchzahl  ~ selbst  endlich. 
n 

Die  Gleichungen  5)  und  6)  gelten  nur  unter  der  zu  Anfänge 
gestellten  Bedingung,  dass  Fx  zwischen  x und  o.'-l'A  entweder 
immer  zunehme  oder  immer  abnehme.  Nimmt  nun  die  Function 


'S 
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zwischen  x und  x-\-k'  zu  und  zwischen  x-{-k‘  und  :t-|-A'-fA  ab, 
oder  umgekehrt,  so  gelten  nach  Gleichung  5)  die  Beziehungen 

F(x-Vh‘)  - Fx  = h‘F(x^^i‘h') 


und 


/■(ar+A'+A)  — F(ar+A')  = hF{x\h‘\Jh) , 

wenn  und  ächte  Bruchzahlen  bedeuten,  und  es  entsteht 
durch  Addition  dieser  Gleichungen 

F(a:+A'+A)  ^ Fx=h'P{x-\-^'h')  + AF'(a:+A'+z/A) ; 

fiir  die  rechte  Seite  wird  aber  immer  ein  Mittelwerth  von  der 
Form 


(A'  +A)  Z'(a:+A'+A+^"[A'+A] ) 

sich  finden  oder  denken  lassen,  in  welchem  A"  wieder  einen 
ächten  Bruch  bezeichnet. 


o 


Aus  der' Gleichung  5)  in  Nr.  1.  lässt  sich  eine  Beziehung  zwi> 
sehen  einer  continuirlichen  Function  und  ihren  Abgelei- 
teten entwickeln.  Es  sei  nenilich  Fx  zwischen  den  Wertnen 
und  von  x continuirlich , so  gilt  innerhalb  dieser  Grenzen 

j I F(x-\a)  — Fx  = aP  (x-\-Ja) , und 

IF(x4a) — FxzriuF'x-i-a^k;  ' 

in  welchen  Gleichungen  und  k endliche  Zahlen  bedeuten,  wenn, 
wie  vorausgesetzt  wird,  o unendlich  klein  ist.  Ob  nun  auch  F'x 
continuirlich  oder  discontinuirlich  sein  mag,  immer  gilt,  wie  in 
Nro.  1.  nachgewiesen,  die  Gleichung 

F'(x  -F  ^a)—F‘x  — daF»{x-\-^‘a) 

in  welcher  /i'  einen  ächten  Bruch  von  Ja  bezeichnet.  'Wird  nun 
aus  dieser  Gleichung  der  Werth  von  F‘{x  \-Ja)  in  die  (erste  der 
Gleichungen  I.  eingeschaltet,  .so  dass  dieselbe  in 

F(xi-tt)  — Fx  = ttF'x  -f  Ja^F"(x-\-J‘a) 

übergeht,  und  diese  Gleichung  mit  der  zweiten  der  gedachten 
Gleitungen  1.  verglichen,  so  erhält  man 

k=JF\x-]-J'a). 

Nun  ist  J eine  endliche  ächte  Bruchzahl,  und  A ebenfalls 
eine  endliche , wenigstens  nicht  eine  unendlich  grosse  Zahl , da- 
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her  kann  F"(x+  z/'a) , das  Ist  zwischen  den  Grenzen  sro  and 
X,  nicht  unendlich  gross  werden,  wird  also  höchstens  endlich 
bleiben.  Wenn  aber  die  abgeleitete  Function  F"x  einer  gegebe- 
nen Function  F'x  innerhalb  bestimniter  Grenzen  von  x höchstens 
endlich  ist,  so  wird  fiiir  unendlich  kleine  Zunahmen  von  .r  auch 
F'x  um  unendlich  kleine  Grössen  sich  verändern,  das  heisst, 
Fx  wird  innerhalb  der  gedachten  Grenzen  continuirlich  sein. 

Wenn  also  Fx  eine  zwischen  zwei  Grenzen  conti- 
nuirtiche  Function  bedeutet,  so  ist  die  erste  Abgelei- 
tete derselben  zwischen  denselben  Grenzen  ebenfalls 
continuirlich. 

Sowie  der  Schluss  von  Fx  auf  F'a;  gilt,  so  ist  er  in  gleicher 
Weise  von  F'x  auf  F"x,  von  F"x  auf  F"x,....  gültig,  weil  F'x 
die  erste  Abgeleitete  von  F'x,  u.  s.  w.  ist,  daher  der  Satz: 

Wenn  eine  Function  von  x innerhalb  zweier  Gren- 
zen continuirlich  ist,  so  bleiben  auch  die  abgeleiteten 
Functionen  derselben  innerhalb  derselben  Grenzen 
continuirlich. 

Dieser  Satz  gilt  für  jede  nte  Abgeleitete  einer  zwischen  zwei 
Grenzen  continuirlicben  Function,  so  lange  n eine  endliche  Zahl 
bleibt ; wird  aber  n unendlich  gross , so  erfeidet  er  eine  Einschrän- 
kung, weil  er  nur  die  Beziehung  einer  Function  und  deren  Abge- 
leiteten enthält,  welche  von  der  Variabeln  x abhängig  ist.  Allein 
jede  Abgeleitete  einer  Function  ist,  ausser  von  dieser  Variabeln, 
auch  vom  Zeiger  n abhängig,  deshalb  kann  für  wachsende  n die 
Abgeleitete  ins  Unendliche  wachsen,  wenn  der  Zeiger  » als  Factor 
der  von  x abhängigen  Function  auflritt,  wie  bei  der  Abgeleiteten 
der  Function 


(« bx’’)’" , 

in  welcher  m jede  reelle  positive  gebrochene  oder  negative  Ganz- 
zahl bedeutet. 

Denn  nach  Gleichung  6)  in  Nr.  I.  bat  die  erste  Abgeleitete  von 
Fx  «Re  Form : _ 

wenn  J einen  endlichen,  ächten  Bruch  bedeutet.  Daher  ist  für 
das  unendlich  kleine  a die  zweite  Abgeleitete: 

und,  scbliesst  man  weiter,  die  nte  Abgeleitete 

F”i  -f  J"a  -F  2f"a  -F  ...  -f  , 
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«renn  diese  Gleichungen  für  die  Abgeleiteten  in  aller  Strenge  rich- 
tig sein  sollen,  üie  Zahl 

x-[-  /l"a  /l'”» + .... 

kann  nun  innerhalb'  der  Grenzen  und  liegen  oder  nicht, 
üer  erste  Fall,  fiir  «reichen  diese  Summe  grösser  als  die  untere 
Grenze  Xq,  und  kleiner  als  die  obere  Grenze  Xi  der  Continuität 
der  Function  ist,  ist  es,  den  unser  Satz  voraussetzt,  ist  aber 
diese  Summe  grösser,  als  die  obere,  oder  kleiner,  als  die  untere 
Continuit.äts-Grenze,  so  hört  auch  die  nte  Abgeleitete  auf,  con- 
tinuirllch  zu  sein. 

In  dieser  Einschränkung  unseres  Satzes  liegt  der  Griind, 
«ramm  nicht  jede  Function,  die  mit  ihren  Abgeleiteten  von  end- 
licher Zahl  innerhalb  zweier  Grenzen  continuirlich  bleibt,  nach 
Maclaurin’s  Theorem  in  eine  convergente  Reihe  sich  entwickeln 
lässt;  denn  die  eben  angedeutete  Form  der  Abgeleiteten,  so  «vie 
selbst  die  Form  des  Theorems  zeigt  ohne  Beweis,  dass 

1)  die  Function  eine  convergente  Reihe  giebt,  wenn  der 
Werth  der  nten  AbgeleTteten  mit  n nicht  ins  Unendliche  wächst, 
und  dass 

2)  die  Function  eine  divergente  oder  halb  convermnte  Reihe 
giebt,  wenn  der  Werth  der  nten  Abgeleiteten  mitn  in’s  Unendliche 
zunimmt. 


3. 

Aus  Gleichung  5;  in  Nro.  1.  lässt  sich  zugleich  Maclaurins 
Reibe  mit  dem  Restgliedc  ent«vickeln.  Bedeutet  nemlich  Fx  eine 
zwischen  Xq  und  x,  continuirliche  Function  von  x,  so  hat  man 
für  irgend  einen  Werth  k von  x,  der  innerhalb  dieser  Grenzen 
liegt,  die  identische  Gleichung 

F (Ä-)  =F(x  + [Ä— o:] ) , 

in  weicher  man  k~x  als  Zunahme  von  x betrachten  kann,  so 
dass  nach  Gleichung  5)  in  Nro.  1)  die  Beziehung  entsteht: 

1)  F(k)=F{x)F{l‘~^)Fix-\^d\k—x'^). 

ln  dieser  Gleichung  muss  k,  sowie  x,  zwischen  x^  und  Xi  liegen, 
und  fiir  jeden  der  Wertbe  von  k kann  x unendlich  verschiedene 
Werthe  annehmen;  es  kann  daher  x sich  ändern,  ohne  eine  Ver- 
änderung des  Werthes  von  k herbeizuführen.  Differentiirt  man 
daher  mehrmals  die  Gleichung  I)  in  Bezug  auf  x,  und  schreibt 
der  Kürze  wegen  »'  statt  F(xF‘^[f‘ — ^])>  oo  ergeben  sich  die 
Gleichungen : 


0=  Fx  -u'  + (k-x)  u", 

0=F"— 2a"  + (il— ar)u", 

Band  XV,  16 
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0=  F";r  - 3«”  f (*— 


0 = F(">a;  — nu<")  +'(A— a:)  u("+  ; - 
auü  welchen  für  u',  u",  u", ....  u<")  die  Werthe  folgen : 
m'=  Px  + (Ä — x)  u" , 

. (i=^V 

« — 2 + 2 ’ 


F^ar  . {k-x)' 


2.3 


2.3 


iir . 


«(»)= 


F(»)a: 

2.3..n 


(Ä-a:)" 

+ 2737:^ 


Diese  Werthe  aber  wandeln  die  Gleichung  1)  in  folgende  um: 


2)  F(k)=Fx+(k-x)F'x  + 


(k—x^ 


F"x+, 


{k-x)> 

2.3 


P«x 


(k-x)«  . (^5^  (,+X) 

+ ••••+  2.3...n  2.3...n  “ ’ 


in  welcher 

m(»+‘)  = FO+»)  (x  + A[k—x^ ) 

ist.  Bleibt  nun  die  Function  Fx  fär  den  Werth  x=0  continuir- 
lieh,  sind  sonach  mit  Fx  auch  alle  Abgeleiteten  derselben,  io 
endlicher  Anzahl  genommen,  continuirlich,  so  geht,  wenn  man  : 
ffir  k schreibt,  Gleichung  2)  über  in 


3)  F2=FO  + iF'0  + "^F'0+^F*'0+...+ 


F!»)0 


2.3.. 


2.3...M 

P»+i)(Jz) 
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irill. 

Anfl^suni^  der  Tom  Herausj^eber  des 
Archivs  grestellten  Aufgrabe:  llnrch 
zwei  i^e^ebene  Punkte  einen  Kreis  zu 
ziehen,  der  einen  anderen  (^e^ebenen 
Kreis  in  den  Endpunkten  desselben 
Durchmessers  des  letztem  Kreises 
schneidet. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Clausen, 

Observator  an  der  Sternwarte  an  Dorpat. 


1.  Es  seien  die  gegebenen  Punkte  A und  B (Taf.VlI.  1.) 
und  FGE  der  gegebene  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in  D.  llieilt 
man  AB  in  zwei  gleiche  Theile  in  J und  zieht  JC  senkrecht  auf 
AB,  so  liegen  die  Mittelpunkte  aller  durch  A und  B gehenden 
Kreise  auf  der  Geraden  JC.  Es  sei  C der  Mittelpunkt  des  gesuch- 
ten Kreises.  Zieht  man  CD  und  FDE  senkrecht  auf  dieselbe, 
80  sind  E und  F die  beiden  Durchschnitte  der  beiden  Kreise. 
Also  wenn  man 


AJ=a,  JC=Q,  CD=r,  DF=a 

setzt,  und  den  Durchmesser  des  gesuchten  Kreises 

A:*=o*  + p*=a*-Hra.  (1) 

Oer  geometrische  Ort  aller  Punkte,  in  denen  diese  Gleichung  zwi- 
schen den  Entfernungen  von  J und  von  D Statt  findet,  ist  eine 
Gerade,  die  auf  der  JD  senkrecht  steht.  Nimmt  man  nemlich  JD 
als  Axe  der  x und  J als  den  Anfangspunkt  rechtwinklichter  T oor- 
dinateu,  JD=f,  und  nennt  x und  y die  Coordinaten  eines  der 
gesuchten  Punlde;  so  wird 

16» 
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oder 

«*  = a»-2/x  + /‘a. 

Man  braucht  al*o  nur  einen  Punkt  dieser  Geraden  zu  kennen, 
um  sie  ziehen  zu  können.  Einen  solchen  findet  man  aber  äusserst 
leicht,  da  der  Gleichung  1)  durch  folgende  Annahme  Genüge  ge- 
leistet wird: 

Zieht  man  demnach  DG  senkrecht  auf  JD,  bis  sie  den  Kreis  in 
G schneidet,  und  errichtet  JH=:JA  senkrecht  auf  JD\  so  ist  in 
diesem  besondern  Falle  g=JG,  r=DH.  Mau  mache  also  JJi=JG 
und  DK=^DH  und  fälle  KC  auf  JD  senkrecht,  bis  sie  die  Gerade 
JC  in  C schneidet;  so  ist  Cder  gesuchte  Mittelpunkt  des  gesuch- 
ten Kreises.  Es  erhellet  zugleich,  dass  es  in  jedem  Fäle  nur 
einen  solchen  Kreis  giebt. 

2.  Man  kann  die  Aufgabe  auf  eine  andere  Art  lösen,  indem 
man  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreis«  isuchk 
die  durch  einen  gegebenen  Punkt  A geben,  und  den  gegebeneo 
Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durchmesser  dieses  Kreises 
durchschneiden ; und  nachher  auf  dieselbe  Weise  in  Beziehung  auf 
B verfährt.  Der  gemeinschaftliche  Punkt  dieser  beiden  geome- 
trischen Oerter  Ist  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises.  Es 
sei  C der  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  (Taf.  Vfl.  Fig.  2.), 
dessen  Halbmesser  R,  CA  die  Axe  der  x,  C der  Anfangspunkt 
der  rechtwinklichten  Coordinaten,  CA^a,  die  Coordinaten  des 
Mittelpunkts  eines  der  erwähnten  Kreise  |,  v;  dessen  Halbmes- 
ser jß';  so  sind  die  Gleichungen  für  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnitts dieser  beiden  Kreise  X und  y: 

a:*-Fya=J2>...(l);  (x-g)*-K2r-v)»  = Ä^.-{2); 

und  die  Bedingungsgleichung , dass  der  gesuchte  Kreis  durch  den 
Punkt  A geht,  ist: 

Subtrahirt  man  (I)  von  (2),  so  ergiebt  sich: 

? + «2— 2^— 2v^  + R^=R'*, 

und  wenn  man  wiederum  von  dieser  die  Gleichung  (3)  subtrahirt: 
2S  (u-x)—2vy=a^  — R^....  (4) 

eine  Gleichung  einer  Geraden,  die  die  Durchschnittspunkte  beider 
Kreise  enthält.  Die  Bedingung,  dass  sie  durch  den  Mittelpunkt 
des  gegebenen  Kreise  gehe,  oder  dass  sie  für  x = 0,  y=0  gelte, 
giebt': 

2oi^(a-R)  (o-f  Ä) (.5). 
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Die«e  Gleichung  zeigt,  dass  die  Mittelpunkte  aller  durch  A ge- 
henden Kreise,  die  den  gegebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  des- 
selben Üurchmessers  schneiden,  in  einer  auf  AC  senkrechten 
Geraden  liegen.  Nun  ist  aber,  wenn  man  die  Gerade  AC  bis  J9, 
ihrem  Durchschnitte  mit  dem  gegebenen  Kreise,  verlängert,  und 
eine  beliebige  Grade  AE  zieht,  die  den  Kreis  in  £ und  F 
schneidet: 


AF.A£=AD.AB=(a—ß)(a+R). 

Macht  man  also  AE=a,  oder  beschreibt  man  mit  dem  Halb- 
messer AC=a  einen  Kreis,  der  den  gegebenen  in  E schneidet, 
zieht  darauf  AE,  die  den  gegebenen  Kreis  noch  in  F schneidet, 
und  nimmt 


‘>S=AF,  oder  i=CG=^AF, 

errichtet  die  Senkrechte  GC  auf  AC;  so  ist  diese  der  gesuchte 
ueometrische  Ort  aller  sulchen  Kreise. 

Verfährt  man  völlig  eben  so  in  Beziehung  auf  den  Punkt  , in- 

dem man  um  B mit  dem  Halbmesser  BC  den  Kreisbogen  CE' 
beschreibt,  bis  er  den  gegebenen  Kreis  in  E'  schneidet;  zieht 
die  Gerade  2f£',  die  den  Kreis  in  einem  zweiten  Punkte  £ schnei- 
det, macht  auf  der  Geraden  BC,  CG'  = ^BE  und  errichtet  in 

(j  die  Senkrechte  G'O  auf  BC;  so  ist  diese  hinwiederum  der 
geometrische  Ort  aller  durch  B gehenden  Kreise,  die  den  gege- 
benen Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durchmessers  schneiden. 

Der  Durchschnitt  C der  beiden  Geraden  GC,  G'C,  und  nur 
dieser  allein,  ist  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises,  der  durch 
die  Punkte  A und  B geht,  und  den  gesuchten  Kreis  in  den  End- 
punkten H und  J desselben  Durchmessers  schneidet. 
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Aaflösung’  der  Aufgabe:  Durch  vier 
^e^ehene  Punkte  Tier  Oerade  zu  zie- 
hen, die  ein  Q,nadrat  bilden. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Clausen, 

Obiervntor  an  der  Sternwarte  zu  Dorpat. 


Es  seien  in  Taf.VII.  Fi^.3.  die  gegebenen  Punkte  A,  B,  C,  Bund  das 

fesucbte  Quadrat  ajSyd.  Zieht  man  senkrecht  auf  .tlß;  so  ist 

'ein  zweiter  Punkt  der  Seite,  die  durch  Z)  geht.  Man  ziehe  also,iimda8 
Quadrat  zu  bilden,  DE  und  durch  C eine  mit  ihr  parallele , ferner 
durch  A und  B zwei  auf  diese  beiden  senkrechte;  so  bilden  diese 
vier  Geraden  das  gesuchte  Quadrat.  Eben  so  würde  ein  Quadrat 
entstanden  sein,  wenn  man  den  Punkt  E auf  der  andern  Seite 
von  C auf  der  Geraden  CE  genommen  hätte.  Zwei  andere  fände 
man,  wenn  man  von  B eine  senkrechte  auf  AC,  und  wie- 
der zwei  andere,  wenn  man  diese  senkrecht  auf  AD  zöge.  Es 
giebt  also  in  allem  sechs  Auflösungen,  den  Fall  ausgenommen, 
wenn  der  Punkt  E mit  D zusammenfallt,  wo  es  deren  eine  unend- 
liche Anzahl  giebt. 

Um  die  Richtigkeit  der  Auflösung  zu  zeigen,  braucht  man 
nur  nachzuweisen,  dass  aß-=.ßd,  da  nach  der  Construction  alle 
Winkel  rechte  sind.  Es  sei  der  Durchschnitt  der  beiden  Geraden 
CE  und  BS  in  c:  der  beiden  Geraden  CE  und  AB  in  rj.  Es  ist 
^sr}B=^(6E  durch  die  Construction  beide  rechte  Winket,  ^8tE 
—^rjcB,  als  Scheitelwinkel,  also  in  den  beiden  Dreiecken  eiiB, 
tiE  auch  ^riBs=j^SEs , oder  ^ABa=^CEc.  Sei  Aa  senk- 
recht auf  Sd,  also  parallel  mit  aß  und  derselben  gleich;  Cc  senk- 
recht auf  cE,  also  Cc  parallel  mit  ßö  und  derselben  Geraden  gleich. 
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Es  sind  demnach,  da  die  beiden  Dreiecke  ABa  and  CEc  recht' 
winklicht  sind,  einen  gleichen  Winkel  überdiess  haben,  und  die 
den  rechten  Winkel  gegenüberstehenden  Seiten  AB  und  CE  ein- 
ander gleich  sind:  beide  Dreiecke  einander  gleich,  und  also  auch 
die  den  beiden  gleichen  Winkeln  ^ABa  und  ^CEc  gegenfiber- 
stebenden  Seiten  Aa  und  Cc  oder  aß  und  ßd  einander  gleich. 


X. 

Uelmiigsaufi^alken  für  Schüler. 

Sats  von  dem  Herrn  Doctor  T.  Clnuaen,  Observator  an  der 
Sternwarte  sn  Dorpat. 

Man  kann  in  Taf.  VII.  Fig.  4.  die  Gerade  AB  ohne  Zirkel 
balbiren,  wenn  man  bloss  zwei  beliebige  Gerade  durch  A und  B 
zieht,  die  sich  in  C schneiden;  darauf  eine  mit  AB  parallele  Ge- 
rade zieht,  die  AC  \n  D und  BC  in  E trifft.  Eine  durch  den 
Durchschnitt  F der  beiden  Geraden  BD  und  AE  aus  C gezogene 
Gerade  CG  halbirt  die  AB  in  G. 
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I • rtr  ’ I ■ *■»' 

Druckfehler  in  der  Abhandlung  ThI.  XUI.  Nr.  XVI. 

» 

MaD  setze: 


Seite  195  Zeile  2 v.  u.  (7)  statt  (1). 


>* 

197 

99 

3 

V.  u.  im  Zähler  — 3)+  statt  — 3 + . 

202 

99 

1 

im  Zähler  r"  statt  r®. 

9P 

99 

99 

3 und  12  (/r)^P+^  statt  (Ir)^. 

99 

99 

99 

4 

V.  u.  de  fr  statt  (fr). 

204 

2 

V.  u.  < 

99 

205 

99 

7 und  9I 

99 

206 

99 

1 

ira  Zähler  Cos®a:  statt  Cosa:. 

99 

99 

99 

9 

statt  d”. 

99 

208 

99 

3 

2Cos®a: — 1 statt  2Cos*a:  = l. 

99 

99 

99 

' 4 

= n statt  — -n. 

99 

99 

99 

13 

(k)  statt  (A). 

99 

99 

99 

16 

(80)  statt  (81). 

99 

209 

99 

19 

/*27t 

/ statt  / 

I/O  t/  0 

99 

210 

99 

16 

(71)  statt  (91). 

99 

211 

99 

10 

(57)  statt  (67). 

99 

216 

99 

13 

/»2»  f>n 

/ statt  / 

t/  0 1/  0 

99 

217 

99 

5 

2 4' 

99 

219 

99 

10 

(G3)  statt  (G2). 

Druckfehler  ira  ISten  Theile. 

S.  63.  Z.  3 statt  „a=“  (vorn  auf  der  Seite)  setze  man 

S.  106.  Z.  6.  V.  u.  statt  „ + 2 Lim.  iy%  — ^Liro.fy^“  setzeman 
» — ^ Lim  . ty®4  + ^ Lim . 
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lieber  den  .Bekiff  der  Combinalions« 
Lehre  and  die  Bezeichnung  in  dersel- 
ben und  einige  neue  Sätze  ttber  die 
Combinationen  mit  beschränkten  < 
Wiederholnnf^en. 

Von  dem  *' 

• Herrn  Hofrath  Oett'nger 

zu  F r e i b iirg  i.  B. 


I. 

Begriff  uDf]  Bezeichnung  der  Combinationen. 

§.  1. 

Es  ist  nicht  zu  verkennen,  dass  die  Lehre  von  den  Combi- 
nationen seit  -ihrer  BegrSodung  durch  Hindenburg,  Kramp, 
Pfaff,  Rothe,  Weingärtner  etc.  «n  Inbait  und  Umfang  sich 
sehr  erweitert  hat.  Eine  einfache  Vergleichung  der  diese  Wissen- 
schaft behandelnden  j$chriften  aus  der  frühem  Zeit  mit  denen  aus 
der  neuem  und  neuesten  bestätigt  diese  Behauptung  für  jeden, 
der  sie  mit  unbefangenem  Auge  betrachtet,  hinlänglich.  Sollte  nun 
auch  von  mancher  Seite  ein  ungünstiges  Urtheil  über  diese  Wis- 
senscbait  gefällt  werden  wollen , so  behauptet  sie  doch  durch  ihre 
Anwendbarkeit  und  Brauchbarkeit  in  so  verschiedenen  Zweigen 
der  Mathematik  ihre  Bedeutung  und  dadurch  eine  Stellung,  welche 
ihren  Einduss  auf  die  weitere  Ausbildung  der  mathematischen 
Wissenschaften  mehr  und  mehr  sichern  wird.  Denn  nicht  nur  in 
der  sngenannten -combin  atorischen  Analysis,  wofür  sie  ihre 
ersten  Behänder  benutzten,  bewährt  sie  eine  unbestrittene  An- 
wendbarkeit und  Brauchbarkeit , sondern  auch  in  der  Differenzen - 
und  Summenrechnung,  in  der  Lehre  von  den  Fakultäten  (und 

Theil  XV.  17 
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hiedurch  indirect  in  der  Uiffereiizial*  und  Integralrechnung),  bei  der 
Zerlegung  der  gebrochenen  Functionen  in  Partiaibräche,  und 
in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  leistet  sie  unverkenn- 
bare und  nicht  leicht  auf  anderem  Wege  ersetzbare  Dienste,  wie 
ich  durch  eine  Reihe  von  Abhandlungen,  welche  grüsstentheils 
in  Crelle’s  Journal  erschienen  sind,  nachzuweisen  mich  be- 
mühte, und  auch  in  einem  Aufsatze  in  diesem  Arch  iv  (13.Theil. 
1.  Heft.  Nr.  II.)  andeutete.  Sie  wird  diese  gewiss  auch  in  andern 
Zweigen,  z.  B.  in  der  Lehre  von  den  continuirlichen  Brü- 
chen, in  der  Zahlenlehre  nicht  versagen,  wenn  sie  zu  diesem 
Zwecke  benutzt  und  bearbeitet  werden  wird.  Ein  Versuch  dürfte 
wohl  der  Mühe  lohnen,  selbst  wenn  der  erste  nicht  gelingen 
sollte,  und  der  Erfolg  dürfte  nicht  zweifelhaft  sein,  wenn  der 
Gegenstand  von  der  richtigen  Seite  angefasst  wird. 

Wendet  man  nun  den  combinatorischen  Gebilden  seine  Aof- 
raerksamkeit  zu,  so  drängen  sich  sogleich  zwei  grosse  UebelstSnde 
auf.  Der  eine  ist:  die  verschiedene  Benennung  ihrer  Grnndbcgmb 
und  Grundgebilde,  der  andere  die  Verschiedenheit,  Zerfahrenbeit 
und  Unsicherheit  in  ihrer  Zeichensprache,  so  dass  kaum  ein  lei- 
tender Gedanke  zu  erkennen  ist.  Jede  Wissenseb^  bedarf  einer 
Terminologie,  denn  sie  muss  ihre  Begriffe  feststellen  und  benen- 
nen. Je  einfacher  die  Grundlage,  worauf  diese  gebaut  ist,  desto 
leichter  und  klarer  wird  sich  ihre  weitere  Entwicklung  geben  lassen. 
Der  Name  ist  die  Bezeichnung  der  Sache,  deswegen  aber  nicht 
gleichgültig,  denn  er  wird,  wenn  er  richtig  gewählt  ist,  das  Ver- 
ständniss  sehr  erleichtern.  Gleich  bei  der  ersten  Begründung 
einer  Wissenschaft  wird  daher  eine  scharfe  Sichtung  des  in  ihr 
zu  behandelnden  Stoffes  nüthig.  An  ihn  muss  sich  dann  Name 
und  Darstellung  knüpfen. 

Dieser  Grundbedingung  steht  in  der  Mathematik  die  Bezeich- 
nung des  B^riffes  zur  l^ite , denn  in  dieser  Wissenschaft  ist 
neben  dem  Begriff  und  der  Benennung  auch  noch  das  Zeichen 
sorgfältig  zu  beachten.  Das  Zeichen  oder  das  Symbol  kann  den 
Begriff  nur  andeiiten,  nicht  entwickeln.  Zwischen  ihm  und  den 
zugehüri'gen  Begriffe  findet  kein  innerer  Zusammenhang  statt.  Es 
ist  etwas  Sinnliches,  Zufälliges,  nicht  Haimt-  sondern  Nebensache 
und  unterliegt  der  Wahl.  Obgleich  das  Zeichen  für  etwas  Aeas* 
serliches  und  Zufälliges  erklärt  werden  muss,  so  ist  doch  die 
Wahl  desselben  nicht  gleichgültig,  denn  hieran  knüpfen  sich 
sentliche  Vortheile.  Es  unterstützt  das  Gedächtniss,  die  Auffas- 
sung und  Darstellung  der  Begriffe,  es  erleichtert  die  Entwicklui^ 
und  Ausbildung  des  Systems.  Zur  Verdeutlichung  wird  genügen, 
auf  einen  Fall,  nämlicn  die  Bezeichnung  der  Wurzelgrössen  durdi 
™ 1 

V a und  a"*  aufmerksam  zu  machen.  Während  die  erste  Be- 
zeichnungsweise für  die  Entwicklung  schwerfällig  und  mühevoll 
ist,  wirkt  die  zweite  sehr  erleichternd  und  fiirdernd.  Ein  Gleiches 
gilt  von  der  Zeichensprache  in  der  Combiuations-Lehre,  und  es  M 
nicht  zu  verkennen,  dass  die  Verschiedenheit  und  Zerfahrenheit 
in  der  Bezeichnung  sehr  ungünstig  in  der  Lehre  von  den  Com- 
binationen  gewirkt  hat  und  noch  wirkt;  denn  hat  sieb  der  Leser 
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die  ZeicbensfiTaclie  einer  Schrift  zu  eieen  gemacht^  so  ist  da 
durch  der  ScbiSasel  für  eine  zweite  nnd  dritte'noch  nicht' gefunden. 

! 1 • I '»  i 1 1 ' ■ 

Für  die  weitere  Ausbildung  der  CombihatnnnxLehK  ist  daber 
eine  Feststellung  der  Grundbegriffe  und  Bezeiebnungs* 
weise  von  Wichtigkeit.  Zu  dem^  Ende  mOgen  folgende  Bemer- 
kunmn  hier  ihre  Stelle  finden,  4i^  sich  an  die  in  meiner  Combi- 
natins-Lebre  gegebenen  Begründungen  und  Erörterungen  an- 
schliessen. 


Begriffs-Bestimmung  und' Eihfheilung  de r Cdm-  ] 
' ■ ‘ binationen.' 

I ••  'i,  r 

‘ ' Die  Combinationen  zerfallen , wie  sich  leicht  bei  der  ersten 
Anschauung  der  durch  sie  hervorgebrachten  Gruppen  ergibt,  in 
zwei  Arten  und  zwar:  ' i ■ i'  ■■  > > 

a)  in  solche,  worin  die  einzelnen  Elemente,  weiche  i die  Grop- 

pen einer  bestimmten  Classe  bervorbr ingen , in  ihrer  Stellung 
uod  Aufeinanderfolge  unter  einander  betKacbtefc  werden,  und 
dann  , ,•  . m . . , 

b)  in  solche,  worin  die  Stellung  oder' Ordnung  der  auf  einan- 
der folgenden  Elemente  in  den  einzelnen  Gruppen  'nicht  In  Betracht 
kommt,  sondern  nur  darauf  Rücksicht  genommen  wird,,  in  wie 
fern  sich  die  Gruppen  einer  bestimmten  Classe  von  einander 
durch  die  in  Ihnen  auftretenden  Elemente  unterscheiden.' 

In  der  ersten  Art  bildet  nach  dem'  angegebenen  Begriffe  die 
Ordnung,  worin  die  erzeugenden  Elemente 'unter  einander  er- 
scheinen, das  Merkmal  der  Ünterscheidung,  und  es  können  meh- 
rere Gruppen  die  gleichen  Ellemente,  jedoch  in  'veränderter 
Stellung  enthalten;  in  der  zweiten  Art  fallt  dieses  Merkmalj^'weg, 
die  Ordnung  oder  Stellung,  worin  'die  erzeugenden  Elemente  unter 
einander  erscheinen,  ist  ganz  gleichgültig  und  die  Gruppen 
untec^cbeiden  sich  durch'  die  Verschiedenheit  der  in  ihnen  vor- 
kommenden Elemente. 

.Stellt  man  der  Deutlichkeit  wegen  Combinationen  nach  dieses 
Begriffsbestimmung  hier  zusammen,  so  hat  man  für  die  Gruppen, 
der  dritten  Classe  aus  vier  Elementen,  worin  die  Stellung  dei- 
EleiAente  nnter  einander  beachtet  wird,  oder  für  die  Gruppen  der 
Ersten  Art  folgende  Zusammenstellung: 


abc 

bac 

cab 

dab 

abd 

bad 

cad 

dae 

acb 

bca 

eba 

dba 

aed 

bed 

ebd 

dbc 

adb 

bda 

eda 

dca 

ade 

bdc 

cdb 

deb. 

17» 
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Fflr  die  Gruppen  der  dritten  Classe  aus  vier  Elementen,  worin  die 
Stellung  nicnt,  sondern  nur  der  Zutritt  neuer  Elemente 
beachtet  wird,  also  für  Gruppen  der  zweiten  Art  hat  man 
folgende  Zusaromeueteliung : 

abc 

abd 

acd 

bcd. 

ln  den  Gruppen  der  ersten  Art  kommen  je  sechs  vor  (abe,  acb, 
bac,  bca,  cab,  cba  u.  s.  w.),  die  Sich  immer  nur  durch  die  Ord- 
nung oder  Stellung,  worin  die  Elemente  unter  einander  Vorkom- 
men, unterscheiden.  In  den  Gruppen  der  zweiten  Art  ist  dieses 
Merkmal  nicht  vorhanden.  Alle  diese  sechs  Formen  haben  nur 
einen  Repräsentanten  (abc)  und  diese  Gruppe  unterscheidet  sich 
von  der  Gruppe  abd,  acd,  bcd  durch  die  Aufnahme  von  wenig- 
stens einem  neuen  Elemente. 

Die  erste  Art  dieser  Gebilde  soll  mit  dem  deutschen  Namen 
Versetzungen  (die  Elemente  erscheinen  unter  einander  ver- 
setzt); die  der  zweiten  Art  mit  dem  Namen  Verbindungen  (die 
Elemente  erscheinen  unter  einander  auf  verschiedene  Art  verbun- 
den) bezeichnet,  und  beide  zusammen  unter  dem  allgemeinen  Na- 
men Combinationen  begriffen  werden. 

Untersucht  man  nun  beide  Arten  von  Combinationen  näher, 
so  können  in  jeder  einzelnen  Gruppe  beider  Arten  nur  verschie- 
dene Elemente  Vorkommen.  Diess  ist  in  den  oben  angegebenen 
Zusammensfellungen  der  Fall.  Es  kann  aber  auch  in  aen  einzel- 
nen Gruppen  wenigstens  ein  Element  (also  auch  alle)  oder  auch 
nur  bestimmte  Elemente  wiederholt  erscheinen,  und  zwar  auf 
allen  Stellen  der  einzelnen  Gruppen  oder  nur  auf  bestimmten.  Da- 
durch wird  man  ferner  auf  den  Begriff  der  Combinationen  mit 
Wiederholungen  gel'tlhrt,  welcher  sich  auf  die  beiden  vorhin 
genannten  Arten  von  Combinationen  ausdehnt,  und  man  erhält  so- 
fort Versetzungen  mit  Wiederholungen  Und  Verbindun- 
gen mit  Wiederholungen. 

Hiebei  unterscheiden  sich  nun  zwei  Unterarten  von  selbst.  Es 
können  nämlich  bestimmte  Elemente  ein  oder  mehrere  mal  io 
den  einzelnen  Gruppen , worin  sie  erscheinen , wiederholt  erschei- 
nen, oder  es  können  alle  Elemente,  wpraus  die  Gebilde  erzeugt 
werden,  wiederholt  erscheinen.  Im  ersten  Falle  können  dabei 
die  Wiederholungen  selbst  auf  verscMiedene  Weise  beschränkt 
Vorkommen.  Hiernach  zerfallen  diese  Arten  von  Combinationen 
in  solche  mit  beschränkten  Wiederholungen  und  in  solche 
mit  unbeschränkten  Wiederholungen. 

Da  die  Begriffsbestimmungen  dieses  Paragraphen  die  Grundlage 
der  nachfolgenden  Erörterungen  bilden , und  eine  klare  Einsicht  vor 
allem  hier  erfordert  wird,  so  soll  nun  auch  eine  Zusammenstellung  die- 
ser verschiedenen  Combinationsarten  hier  gegeben  werden.  Wir 
verfolgen  das  oben  gegebene  Beispiel  weiter. 
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Die  Gruppen  der  Versetzungen  mit  Wiederholungen 
aus  vier  Elementen  zur  dritten  Classe  sind: 


aaa 

aca 

baa 

bca 

caa 

cca 

daa 

dca 

aab 

acb 

bab 

beb 

cab 

ceb 

dab 

deb 

aac 

acc 

bac 

bcc 

cac 

ccc 

dac 

dcc 

aad 

acd 

bad 

bed 

cad 

ced 

dad 

ded 

aba 

ada 

bba 

bda 

eba 

eda 

dba 

dda 

abb 

adb 

bbb 

bdA 

ebb 

cdb 

dbb 

ddb 

abc 

ade 

bbc 

bdc 

ebe 

ede 

dbc 

ddc 

abd 

add 

bbd 

bdd 

ebd 

edd 

dbd 

ddd 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  mit  Wiederholungen 
aus  vier  Elementen  zur  dritten  Classe  sind: 


aaa 

bbb 

ccc 

aab 

bbc 

ced 

aac 

bbd 

edd 

aad 

bcc 

abb 

bed 

abc 

bdd 

abd 

ace 

acd  > 

add 

ln  den  Gruppen  der  ersten  Art  macht  sich  der  Begriff  der 
Versetzung  der  einzelnen  Elemente  in  einer  Gruppe  geltend,  wie 
tu  bed,  bdc,  ebd,  cdb,  dbc,  deb  u.  s.  w.  und  zugleich  der  der 
Wiederholung,  wie  in  aua,  bbb,....  und  endlich  beide  in  Verbin- 
dung mit  einander,  wie  in  aab,  aba,  baa,  oder  in  abb,  bab,  bba 
n.  s.  w.  Sie  führen  daher  mit  Recht  den  Namen  Versetzun- 
gen mit  Wiederholungen,  denn  ihre  Eigenthümlichkeit  ist 
durch  beide  Worte  festgehalten. 

ln  den  Gruppen  der  zweiten  Art  macht  sich  vorerst  der  oben 
unter  6)'  gegebene  Begriff  geltend.  Die  einzelnen  Gnippen  unter- 
scheiden sich  von  einander  nicht  durch  die  Stellung  der  in  ihnen 
vorkommenden  Elemente,  sondern  dadurch,  dass  in  den  verschie- 
denen Gruppen  nicht  dieselben,  sondern  verschiedene  Ele- 
mente Vorkommen,  und  es  genügt,  wenn  auch  nur  eines  unter 
den  verkommenden  Elementen  verschieden  ist,  wie  in  den  Grup- 
pen aaa,  aab,  bed,  bdd....  Ferner  macht  sich  neben  der  Art, 
wie  die  Elemente  in  den  verschiedenen  Gruppen  mit  einander  in 
Verbindung  treten,  der  Begriff  der  Wiederholung  geltend,  wie  in 
den  Gnippen  aab,  bbc , cec....  Diese  Gruppen  werden  in  ihrer 
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KigenthSmIicbbeit  gans  gut  durch  d«n  Namen  Verbind« mg en 
mit  Wiederholungen  bezeichnet. 

Die  Combinationen  mit  beschränkten  Wiederholungen  sollen 
hier  nicht  besonders  hervergehoben  n-erden,  da  «vir  später  auf  sie 
zurückkoratneu  «verden.  ^ 

Die  hier  gemachten  Bemerkungen  fuhren  nun  zu  folgendem 
Schema  über  Eintheilung  der  Combinationen; 

1)  Ver$etzunffen.  ^ 

a)  Versetzungen  ohne  Wiederholungen, 

b)  Versetzungen  mit  Wiederholungen. 

cO  Versetzungen  mit  beschränkten  Wieder- 
holungen, 

ß)  Versetzungen  mi  t unbeschränkten  Wieder- 
holungen. 1 . ■ I ■. 

® i . . , • .1 

2)  Verbindungen. 

a)  Verbindungen  ohne  Wiederholungen, 

b)  Verbindungen  mit  Wiederholungen. 

«)  Verbindungen  mit  beschränkten  Wieder- 
holungen, 

/3)  Verbindungen  mit  unbesch rankten  Wie- 
derholungen. 

Dieses  Schema  empfiehlt  sich  einerseits  durch  seine  Einfach- 
heit, andererseits  durch  den  Zusammenhang,  welcher  zw'ischen 
beiden  Corobinationsarten  herrscht.  Man  kann  nämlich,  wie  mau 
sich  leicht  aus  der  vorstehenden  Zusammenstellung  der  Gruppen 
für  dieselben  überzeugt,  von  den  Gruppen  der  Versetzungen 
(mit  oder  ohne  Wiederholungen)  zu  einer  bestimmten  Classe  auf 
die  Gruppen  der  Verbindungen  (mit  oder  ohne  Wiederholun- 
gen) zu  derselben  Classe  übergehen,  wenn  man  aus  den  Gruppen  der 
Versetzungendie  Aufeinanderfolge  der  Elemente  ausstüsst,  also 
nar  die  unter'sich  verschiedenen  Gruppen  berücksichtigt ; und  Umge- 
kehrt kann  man  von  den  Gruppen  der  Verbindungen  (mit  und 
ohne  Wiederholungen)  zu  einer  bestimmten  Classe  auf  die  Grup- 
pen der  Versetzungen  zur  nämlichen  Classe  übergehen,  wenn 
man  in  die  Gruppen  der  Verbindungen  die  verschiedene  Aufein- 
anderfolge aer  Elemente  oder  die  Versetzungen,  welche 
die  Elemente  einer  jeden  Gruppe  unter  sich  eingehen  können, 
einführt.  < ■ 

' ^ I »» 

Man  könnte  auch  zur  Benennung  der  verschiedenen  Arten  von 
diesen  Gebilden  nur  den  Namen  Combinationen  wählen;  dann 
würden  aus  dem  oben  vorgelegten  Schema  folgende  Namen  zur 
Unterscheidung  der  in  Frage  stehenden  Gebilde  fliessen:  , 

I ,,,  * 

a)  Combinationen  mit  Versetzungen.  • 

' b)  Combinationen  mit  Versetzungen  und  Wieder- 
Kolunghn.  ' . ■ . , 
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s)  Combin atlonen  mit  Versetzungen  und  be- 
schränkten Wiederholungen, 

ß)  Combiiiationeii  initVersetzungen  und  unbe- 
schränkten Wiederholungen. 

c)  Combi  11  ationen  ohne  Versetzungen. 

d)  Conibinationeii  ohne  Versetzungen  mit  Wieder- 
holungen. 

a)  Combinationen  ohna  Versetzungen  mit  be- 
schränkten Wiederholungen, 

ß)  Combinationen  ohne  Versetzungen  mit  un- 
beschränkten Wiederholungen. 

Diese  Benennungen  bezeichnen,  wie  man  sieht,  dieselben 
Dinge  und  Begriffe.  Sie  sind  aber  sehr  schvverlällig,  stehen  jeden- 
falls den  zuerst  gegebenen  an  Kürze  und  Z\veckinä.ssigkeit  nach 
und  empfehlen  sich  deswegen  keineswegs  zur  A.iinahme. 


§.  3. 

Geschichtliche  Notizen  über  Begriffsbestimmung  und 
Benennung  der  Combinationen  nebst  Kritik. 

Wir  stellen  nun  dem  im  vorigen  Paragraphen  auf^estellten 
ersten  Schema  die  von  Hindenhurg  geg^ene  Eintheilung  der 
Combinationen  entgegen.  Nach  ihm  zerfallen  sie  (Novi  systema- 
tis  Permutationum , Combinationum  ac  Variationum  primae  lineae. 
Lips.  1781.  pg.  4.  u.  ff.)  in  folgende  drei: 

o)  Versetzungen  (Permutationes  sive  transpositiones) , 

6)  Verbindungen  (Combinationes  sive  complicationes), 

c)  Variationen  (Variationes  sive  complicationes  cum  permu- 
tationibus). 

Unter  Versetzungen  (permutationes)  versteht  Hinden- 
buTg  diejenigen  Gebilde,  welche  immer  die  nämlichen  Elemente 
(res)  führen  und  sich  nur  durch  die  Steilung,  welche  die  erzeu- 
genden Elemente  unter  einander  einnehmen,  unterscheiden  (cum 
datae  res,  servata  earum  multitudine,  sed  non  ordine,  omnibus 
rpiibus  possunt  modis  coordinantur  et  transponuntur).  Dabei  künr 
neo  unter  sich  gleiche  Elemente,  aber  immer  gleich  vieüoal  wie- 
derholt erscheinen  (wie  z.  B.  abb,  bab,  bba).  Aus  der  weitern 
Ausführung  und  auch  aus  der  weitern  Bestimmung  der  zugehöri- 

gen  Gmppenzahl  (pg.23.  u.  f.  des  oben  an^lfihrten  Werkes)  gebt 
ervor,  dass  die  Zahl  der  erzeugenden  Elemente  der  Clas- 
senzahl  gleich  kommen  muss.  Nach  der  hier  gewählten  Termi- 
uelogie  sind  es  die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  aus  n 
Elementen  zur  nten  Classe  und  bestimmte  Fälle  der  Versetzpngen 
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mit  benchrSfikten  Wiederholungen  (abo  beides  nur  specielle  Fälle 
zM'cier  Coiiibiiiatioiisarten). 

Unter  Verbindungen  (Conibinationes)  versteht  er  solche 
ticbilde,  worin  die  Elemente  aus  irgend  einer  gegebenen  Anzahl 
einfach  oder  zu  zweien  (Biniones),  zu  dreien  (Terniones)  u.  s.  w. 
zusammengestelit  werden,  die  Ordnung  aber,  worin  die  Elemente 
auf  einander  folgen,  ausser  Acht  gelassen  wird  (nullo  tarnen  ordi- 
nis  singularum  (rerum)  vicissitudinisve  habito  respectu).  Dabei 
können  die  erzeugenden  Elemente  wiederholt  erscheinen  oder 
nicht. 

Unter  V’ariationen  versteht  er  die  Gebilde,  welche  entste- 
hen) wenn  in  den  Gruppen  der  Verbindungen  (ohne  und  mit  Wie- 
derholungen) auch  die  Versetzungen  Vorkommen  (Variationes  sive 
Complicationes  cum  Permutationibus).  Hiebei  wird  die  unter  a) 
gegebene  Beschränkung  aufgehoben,  dass  die  Elementenzabl  mit 
den  Classenexponenten  übereinstiramen  müsse,  und  es  können  die 
einzelnen  Gruppen  weniger  Elemente  führen.  Hierunter  werden 
also  nach  unserer  Ausdrucksweise  die  Versetzungen  mit  und  ohne 
Wiederholungen  aus  n Elementen  in  den  verschiedenen  Classen 
verstanden,  mit  Ausnahme  der  genannten  besondern  Fälle.  Die 
von  Hindenburg  gegebene  Begriffsbestimmung  wird  von  ihm  je- 
dorh  nicht  sehr  strenge  gehalten,  denn  er  führt  auch  noch  andere 
Fälle  bei  Aufstellung  der  zugehörigen  Zahlenausdrficke  unter  die- 
ser Benennung  auf. 

Einen  allgemeinen  Namen,  welcher  die  drei  von  ihm  aufge- 
fuhrten  Arten  dieser  Gebilde  umscbliesst,  hat  Hindenburg  nicht 
gegeben. 

Die  von  Hindenburg  aufgestellte  Eintheiinng  der  Combina- 
tionen  wurde  in  den  meisten , die  Combinationslehre  behandelnden 
üchriften  beibehalten.  So  von  Weingärtner  (Lehrbuch  der  com- 
binatorischen  Analysis.  2 Thie),  Stahl  (Einleitung  in  das  Stu- 
dium der  Combinationslehre),  Lorenz  (Lehrbegriff  der  Syntaktik 
oder  Combinationslehre),  Sn  ehr  (Lehrbegriff  der  reinen  Conibi- 
nationslebre) , Th i baut  (Grundriss  der  allgemeinen  Arithmetik 
oder  Analysis)  u.  A. 

In  dar  gebrauchten  Benennung  zeigt  sich  jedoch  einige  Ver- 
schiedenheit. So  werden  die  Verbindungen ' auch  mit  dem 
Namen  „Corabiiiationen  überhaupt“  mit  und  ohne  Wieder- 
holungen, auch  „Combinationen  im en gern oder  „eigent- 
lichen Sinne“  bezeichnet.  Auch  kommen  die  Namen  „geord- 
nete, wohl  geordnete“  oder  „gut  geordn ete  Combinatio- 
nen“ vor,  so  dass  man  unwillkflhrlich  an  die  Titel  „wohlgeboreo, 
bochwobigeboren  “ etc.  erinnert  wird. 

i.i. 

Der  hier  gegebene  Begriff  der  Variationen  ohne  und  mit 
Wiederholungen  fällt  offenbar  mit  dem  der  Versetzungen  ohne 
und  mit  Wiederholungen,  wie  er  oben  in  dem  von  roh  aufgestell- 
ten Schema  vorkommt,  zusammen.  Nur  ist  dort  weiter,  wie  es 
in  der  Natur  der  Sache  liegt,  zwischen  beschränkten  und  nn- 
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beschränkten  Wiederbolongen  unterschieden.  Die  Gebilde, 
welche  Hindenburg  und  seine  Nachfolger  unter  dem  unter  a) 
aufgel'Ohrten  Namen  Versetzungen  (Permutationes)  bezeichne* 
ten,  sind  nach  der  Hindenburg^chen  Terminologie  in  der  That 
nichts  anderes  als  Variationen  ohne  Wiederholungen  aus 
n Elementen  zur  nteii  Classe,  worin  auch  eine  be.'itimmte 
Zahl  von  Elementen  einander  gleich  sein  kann,  verstanden. 

Die  von  Hindenburg  aufgestellte  Eintheilung  der  Corobina- 
tienen  in  drei  Arten:  in  Perrautationen,  Combinationen  und 
Variationen,  ist  nun  nicht  in  der  Natur  der  Sache  begrändet, 
widerspricht  sogar  einer  richtigen  Anschauungsweise  und  ist  daher 
unrichtig.  Sie  charakterisirt  einen  besonder n Fall  einer  be> 
stimmten  Unterart  als  allgemeinen  Begriff,  coordinirt  ihn  anstatt 
ihn  unterzuordnen. 

I * 

Alle  Combinationen  (Versetzungen  und  Verbindungen) 
zerfallen  nach  der  Zahl  der  in  den  einzelnen  Gruppen  Vorkommen* 
den  Elemente  in  verschiedene  Classen  oder  Ordnungen  und  unter- 
liegen in  dieser  Zergliederung  durchweg  den  gleicnen  Gesetzen. 
Dimer  ist  nicht  abzuseben,  warum  die  Gruppen  des  bestimmten 
Falles,  wenn  gerade  so  viel  Elemente  in  innen  Vorkommen  als 
der  Classenexponent  Einheiten  enthält  (Versetzungen  aus  n Ele- 
menten zur  nten  Classe)  einen  besondern  Namen  führen  und 
sogar  zu  einem  GattungsbegrifI  erhoben  werden  solleu.  Diese 
geschieht  aber  offenbar  in  dem  vorliegenden  Falle  nach  der  Uin- 
denburg’schen  Eintheilungsweise.  Wollte  man  consequent  ver- 
lahren,  so  müsste  man  den  Verbindungen  aus  n Elementen 
zur  nten  Classe  (mit  und  ohne  Wiederholungen)  und  den  Ver- 
setzungen und  Wiederholungen  aus  n Elementen  zur  nten  Classe 
auch  einen  besondern  Namen  beilegen  und  sie  zu  einem  Gat- 
tungsbegriff erbeben,  was  offenbar  gegen  jede  richtige  Schluss- 
folgerung verstösst. 

Diese  Erörterung  dürfte  einem  unbefangenen  Blicke  unzwei- 
felhaft darthun,  dass  die  Hindenburg’sche  Eintheilung  der  Com- 
binationen in  drei  unter  sich  verschiedene  und  coordinirte 
Arten  (Permutationen,  Combinationen  und  Variationen)  unrichtig 
ist,  und  dass  eine  richtige  Zerlegung  des  Begriffes  nur  zwei 
unter  sich  verschi edene  und  coordinirte  Arten  zulässt,  die 
von  Hindenburg  Corobinationes  sive  CompKcationes  und  Varia- 
tiones  sive  CompTicationes  cum  permutationibus  genannt  wurden, 
und  die  ich  mit  dem  schon  lange  gebräuchlichen,  deutschen  Na- 
men „Verbindungen  und  Versetzungen“  bezeichne  und 
wobei  nur  der  Unterschied  vorkommt,  dass  die  Benenuun^  „Va* 
riationen“  durch  „Versetzungen“  ersetzt  ist.  Diess  schien  mir 
uro  so  zulässiger,  da  das.. Wort  „Versetzungen“  den  oben 
g^ebenen  Begriff  ganz  gut  und  richtiger  bezeichnet  als  das  Wort 
,,\^riationen“,  denn  letzteres  Wort  bedeutet  „Verwechslung,  Ab- 
wechslung“ und  entspricht  dem  fraglichen  Begriffe  durchaus  nicht. 

Hindenburg  hat  keinen  allgemeinen  Namen  für  die  io  Frage 
stehenden  Gebilde  aufgestellt,  wie  der  Titel  des  oben  angeführ- 
ten Werkes  biwagt.  Sie  lassen  sich  ganz  zweckmässig  mit  dem 
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Jibtuea  „Conibinationeo“  besaichnen.  Dafür  bat  auch  der 
Sprachgebrauch  eatscbiedeii , wie  die  Auadrückei  MCombinatU' 
rische  Analysis,  Combin ations-Lehre,  conibinatorisches 
Verfahren  etc.“  deutlich  darthun,  wodurch  im  Allgemeinen  die  Ope- 
rationen, welche  die  Coinbinationslehre  lehrt  und  die  Analysis 
gebraucht,  mit  allen  sich  daran  knüpfenden  Geschäften,  angedeu- 
tet werden. 

Ganz  unstatthaft  ist  die  Benennung  „geordnete,  wohlge- 
ordnete oder  gut  geordnete  (rite  ordinatae)  Combination en“. 
Sie  bezieht  sicm  nur  auf  die  Methode,  wie  die  Gruppen  dieser 
Verbindungen  gebildet  werden  (wobei  man  zur  Erleicnterung  des 
Verfahrens  allerdings  ganz  sachgemäss  die  Elemente  nach  einer 
bestimmten  Weise  ordnet),  nicht  aber  auf  die  Gruppen  und  d«n  Be- 
griff selbst,  wie  diess  auch  bei  der  Gruppenbildun^  der  Versetzun- 
gen mit  und  ohne  Wiederholungen  geschieht.  Die  Verbindun- 
gen (mit  und  ohne  Wiederholungen)  charakterisiren  sich  nach  der 
in  ‘2.  gegebenen  Begriffsentwicklung  vorzugsweise  als  solche 
Gebilde,  worin  gerade  die  Ordnung,  in  welcher  die  Elemente 
auf  einander  folgen,  ausgeschlossen  und  daher  ganz  unwesent- 
lich ist.  So  stellen  z.  B.  die  sechs  Formen  oAc,  acb,  bae,  bcu, 
eab,  cba  nur  eine  Gruppe  dar,  wenn  von  den  Gruppen  der  Ver- 
bindungen zur  dritten  Classe  die  Rede  ist , denn  aeb  bat  in  die- 
sem Falle  die  nämliche  Bedeutung  wie  cba  oder  bca  u.  s.  f.  und 
alle  zusammen  vertreten  den  nämlichen  Begriff,  ist  aber  von  den 
Versetzungen  zur  dritten  Classe  die  Rede,  dann  stellen  diese  Ge- 
bilde sechs  verschiedene  Gru|^en  dar  und  acb  ist  eine  an- 
dere Gruppe  als  abc,  oder  cba.  Sie  sind  nicht  mehr  unter  ein- 
ander identisch,  sondern  dem  Begriffe  nach  unter  sich  gesonderte 
Dinge. 


S-  4. 

Bezeichnung  der  Combinationen. 

•\  • 

Um  die  so  wünschenswerthe  Einheit  und  Einförmigkeit  für  die 
Bezeichnung  der  Combinationen  zu  gewinnen,  werden  folgende 
Sätze,  die  ich  schon  in  meiner  Combinationslehre  7.  aufgeßthrt 
habe,  als  fordernd  zu  betrachten  sein. 

Die  zu  wählenden  Zeichen  sollen  so  beschaffen  sein , dass  sie 

' 1)  den  anzudentenden  Begriff  richtig  aufnehmen  und  daher 

klar  und  erschöpfend  vorlegen.  Alle  zur  Erzeugung  des  Begriffs 
mitwirkende  Elemente  müssen  znsammengefasst  werden , keines 
darf  übersehen,  und  dichts  Unerhebliches  oder  Zufälliges  als  we- 
sentlich bezeichnet  sein:  : ■ ■ . 

. 

2)  dass  sie  sich  der  Methode,  wornach  die  Zeichen  einer 
Wissenschaft  überhaupt  gewählt  werden,  anschiiessen.  WiBkübt 
und  Unsicherheit  müssen  unterdrückt  und  allgemeinen  Gesiefatn- 
punkten  ontergeerdnet  werden. 
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■\  3)  .Zeichen»',  die  ln 'der  Wbsenschaft  .schon  eine  bestämmte 

fiedeutang  erhalten  haben,  müssen  hiefür  ausschliesslich  beibe- 
halten uml  kSnneii  nicht  auf  andere  Begriffe  übergetragen  wer- 
den. l^ie  Vernachlässigung  dieses  Punktes  bringt  Unsicherheit 
und  Verwirrung  in  die  Beeeichnuogsw eise.  ...|t 

Nach  diesen  Andeutungen  müssen  die  Zeichen  in  ,der  Com- 
binationslehre  so  gewählt  werden,  dass  in  ihnen  alle,  von  einem 
Begriffe  umschlossenen  Geschäfte  enthalten  und  ausgesprochen 
siiidw  Das  Zeichen  muss  daher  angeben : 

a)  die  Art  der  Combinationdu,  welche  gebildet  werden 
sollen,  als  da  sind:  Versetzungen  oder  Verbindungen,  ohne  und 
niit  Wiederholungen,  mit  beschrankten  und  unbeschränkten; 

die  Elemente,  woraus  die  Gruppen  gebildet  werden  sol- 
feti,  aus  dl II er  oder  mehreren  Elementenreihen.  Viele  von 
den  bisher  gewählten  Zeichen  übersehen  diese  Bedingung  ganz, 
und  dürften  deswegen  unzulässig  sein; 

c)  die  Classe,  oder  Ordnung,  d.  i.  die  Zahl  der  Elemente, 
welche  in  jeder  der  zutbildeiiden  (Jlassen  zusammengestellt  wer- 
den sollen  II.  :i  . I' 

Ausser  diesen  drei  Grundbedingungen,  die  in  keineni  Zeichen 
fehlen  dürfen,  können  noch  andere  Nebenbegriffe  aufgenommen 
werden,  'wie'  z.  B.  Summen,  welche  die  zusammenwir- 
kenden Elemente  bervorbringen  sollen,  oder  Abtheilungen 
oder  Fächer,  worein  sie  gebracht  werden  sollest  und  derglei- 
chen mehr. 

Stillschweigend  werden  wohl  in  jedem  Werke,  worin  auch 
nur  die  ersten  Elementarsätze  der  Combinationslehre  behandelt 
werden,  und  selbst  von  denen,  die  keine  Zeichen  gebrauchen,  son- 
dern deu  darzustellenden  Begriff  mit  Worten  geben,  die  hier  auf- 
gestellten Bedingungen  als  massgebend  anerkannt.  Bis  zu  einer 
gleichförmigen  Bezeichnungsweise  hat  sich  aber  diese 'Aner- 
kennung ' noch  nicht  gesteigert.  Jeder  gebt  der  hergebrachten 
Gewohnheit  nach.  Ein  richtiges  Zeichen  aber  ist  die  kürzeste 
Terminologie,  erspart  viele  Worte  und  erleichtert  die  weitere  Aus- 
bildung der  Wissenschaft  ungemein.  Die  Mathematik  erfreut  sich 
dieses  Vorzugs.  Die  Einigung  aber  scheint  auch  in  diesem  Ge- 
biete eine  Sisyphus  - Arbeit  zu  sein.  Sie  kann  nicht  von  dem  Ein- 
zelnen durchgeführt , sondern  muss  durch  das  Zusammenwirken 
Einzelner  angebahnt  4ied  durch  allmälige  Verbesserung  bewerk- 
stelligt werden.  Hier  soll  nun  der  Versuch  einer  solchen  Anbah- 
pi|Bg  io  wohlgemeinter  Absicht  gemacht  werden,  der  .sich  viel- 
leicht dadurch  empfehlen  dürfte,  dass  die  von  Hin  den  bürg  ge- 
wAbltfi  aber  nicht  durchgefiibrte,  in  vielen  Schriften  auch  schon 
nngeoonithene,  von  andern  wieder  verlassene  Bezeichuungs weise 
ou  .Grunde  gelegt  wird,  die  überdiess  den  Vorzug  grosser  Bild- 

ffidleit  nud  Brauchbarkeit  bietet  , wie  aus  meiner  Combinations- 
e bervorgeht , -wo  sie  sich  systematisch  weitgr  auagebildet  und 
durehgeföhrt  findet. 

••i  . II  • .i|!  ■ . . . ' 
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Die  Versetzungen  werden  dieser  Methode  zufolge  durch  P 
fAnfangsbuchstabe  des  Wortes  Perinutatio) , die  Verbindungen 
durch  C (Anfangsbuchstabe  des  Wortes  Combinatio)  angedeutet, 
die  Elemente  werden  neben  an  geschrieben,  durch  Korainata  ge- 
trennt und  in  Klammern  eingeschlossen.  Rechts  oben  an  die 
Schlussklammer  kommt  die  Classenzahl  als  Exponent  zu  ste- 
hen, so  wie  die  unter  a)  — c)  aufgestellten  Sätze  es  fordern.  Die 
Wiederholungen  werden  durch  einen  Strich  angezeigt,  der 
oben  rechts  au  äen  Buchstaben  P und  C nach  dem  Vorgänge  der 
meisten  Schrillen  gesetzt  wird.  Beschränkte  Wiederholun- 
gen werden  durch  Exponenten  angedeutet,  welche  oben  an  die 
zu  wiederholenden  Elemente  angeschrieben  werden,  wie  diess  be- 
kanntlich längst  gebräuchlich  ist. 

Hiernach  werden  die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen 
aus  den  Elementen  U],  a^....On  (n  Elementen)  zur  9 ton  Ciasso 

bezeiebuet  durch 

'4)  /*(0|,  O2,  O,....  On)». 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  (unbeschränkt) 
aus  denselben  Elementen  zu  derselben  Classe  durch 

5)  P'(«i,  «a,  o,,....On)«. 

Oie  Versetzungen,  worin  ein  Element  (oj)  kmal,  ein  an- 
deres (04)  Araal  wiederholt  erscheint  (mit  beschränkten  Wie- 
derholungen) durch 

6)  ^(«it  a*a.  «»»  “‘4.  a*,....On)». 

Hierin  ist  bekanntlich 

Die  Verbindungen  ohne  und  mit  Wiederholungen  aus  den 
oben  genannten  Elementen  zur  ften  Classe  werden  analog  durch 
folgende  Zeichen  angedeutet: 

7)  C(oi,Oa.  «3 «»)’* 

8)  C(ai,  a^,  a,,....an)f 

9)  C(ai,  a*a,  Oj,  0*4,  Os,....o»)r. 

' Sollen  Combinationen  in  irgend  einer  Classe  zu  einer  bestimm- 
ten Summe  bezeichnet  werden,  so  tritt  noch  ein  neues  Element 
hinzu , das  in  das  Zeichen  aufgenommen  werden  muss.  Diess  wird 
dadurch  angedeutet,  dass  man  in  die  Klammer  vor  die  Elements 
den  kleinen  lateinischen  aber  langen  Buchstaben  (/)  und  neben 
ihn  die  verlangte  Summe  schreibt,  und  dann  ein  Semikolon  vor 
den  Elementen  fol^n  lässt.  Alles  andere  bleibt  an  der  Bezeich- 
nung nngeändert  Die  Combinationen  (Versetzungen  und  Ver- 
bindungen) mit  und  ohne  Wiederholungen  aus  irgend  einer 
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Elementenzahl  in*  der  Claose  zur  Summe  m werden  sofort 
der  Reihe  nach  bezeichiiet  durch: 

» 

10)  09,  o, )», 

11)  i®'(/m;o,,  Oa,  a»_,+,)t, 

12)  C(//«;oi,  fla,  fl, )«, 

13)  C(Jtn",ai,  fla,  <i,  .... Om— 

Sollen  Combinationen  zu  bestimmten  Unterschieden  angedeutet 
werden , so  werden  sie  auf  die  vorstehende  Weise,  nur  mit  der 
Abänderung  dargestellt,  dass  man  allenthalben  d statt  / schreibt' 
und  alles  Uebrige  in  dem  Zeichen  unverändert  lässt  Kommen 
mehrere  Elementenreihen  in  Frage,  so  werden  sie  in  die  Klammer 
eingetragen. 

# 

Die  Zahleoausdrücke  der  bisher  angedeuteten  Begriffe 
lassen  sich  einfach  durch  eckige  Klammern  statt  runder  aii- 
geben.  Man  bat  dann  . 

M)  P[fli,  fla,  fl,.... a<i]*=»m-*=«(n — l)(n— 2)...(n — 7+I). 

Die  hier  gegebene  Bezeicbnungsweise  beurkundet  ihre  Zweck- 
mässigkeit insbesondere  dadurch,  dass  sie  sehr  leicht  noch  ander- 
weitige Bestimmungen  in  sich  aufnimnit,  und  dass  sich  noch  an- 
dere Arten  von  Combinationen  und  vielerlei  mit  ihnen  vorzuneh- 
mende  Geschäfte  durch  sie  andeuten  lassen,  die  bisher,  durch 
Worte,  also  auf  viel  umständlichere  Weise,  ausgedrückt  wurden. 
Diess  ist  bei  der  Verbindung  der  aus  verschiedenen  Elementen- 
reiben  erzeugten  Gruppen  unter  einander,  bei  der  Vertheilung 
der  Elemente  einer  oder  mehrerer  Elementenreihen  in  Fächer  li. 
8.  w.  der  Fall,  wie  man  sich  aus  meiner  Combinationslebre,  -aus 
meiner  Abhandlung  „die  Versetzui>gen  mit  Wiederholungen  zu 
bestimmten  Summen  aus  einer  oder  mehreren  Elementenreihen 
u.  s.  w.“  überzeugen  kann.  Sollen  -z.  B.  die  Gruppen  der  Combi- 
nationen verschiedener  Elementenreihen  so  mit  einander  verbun- 
den werden,  dass  je  h Elemente  der  ersten  Reibe  mit  je  k Ele- 
menten einer  zweiten,  mit  je  / Elementen  einer  dritten  u.  s.  w. 
znsammentreten  und  zwar  so,  dass  sich  die  E^teinente  verschiede- 
ner Reihen  nicht  unter  einander  vei mischen,  so  kann  man  diess 
dadurch  darstellen,  dass  man  die  Dimeiisionen,  in  welchen  die 
Elemente  neben  einander  treten , als  Exponenten  neben  einander 
schreibt  und  durch  Kommata  von  einander  trennt.  Hierdurch  ent- 
stehen folgende  Zeichen: 

15)  P(flj  , fla’,  O,  ,...  flm , 69,^3 ,....  Öa i C]  , Ca>-" 

16)  C («1 , 09 , ....  flm : *1 , Aa , 63 ....  6n ;ci , Ca, ...  Cp ; ....)*> *> '> - 

die  auch  für  die  Versetzungen  und  Verbindungen  mit  Wiederho 
luugen  gelten. 
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E«  wird  eeaflgen,  die  Grundzflge  dieser  Bezeidurangaweise 
hier  festgestellt  zu  habeo.  Wegen  der  weitern  Ansffibmng'ver^ 
weise  ich  auf  den  Inhalt  der  Abschnitte  IV — VIII.  meiner  Com- 
binations-Lehre,  wo  das  Hieher-Gehürige  nacbzusehen  ist. 


«.  . . 1 . 

S-5 

Geschichtliche  Bemerkungen. 

Die  Elemente  wurden  anfänglich  durch  die  Buchstaben  des 
Alphabetes  ; , 

Q)  ()y  Cf  ilf  Cf  ff  

oder  durch  Zahlen, 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  

bezeichnet  und  zwar  so,  «lass  a das  erste,  A das  zweite,  c das 
dritte  Element  u.  s.  w.  darstellte.  Jedem  Elemente  wurde  auf 
diese  Weise  ein  Ordnungswerth  beigelegt.  So  bei  Hindenburg, 
W eing.’i r t ner,  Stahl  u.  s.  w.  In  spätem  Schriften  von  Thi- 
baut,  Scherk  u.  A.  wurde  diese  Darstellungsweise  wieder  ver- 
lassen und  man  lindet  nur  ein  Element,  und  über  dasselbe  die 
Ordnungszahl  geschrieben  auf  folgende  Weise; 

12  3 4 .'■>  6 n 

u,  fl,  a,  a,  a,  a....a. 

Diese  Bezeichnung  ist  im  Schreiben  sehr  zeitraubend  und  für  den 
Druck  ungeeignet.  Die  oben  in  §.  4.  angenommene  Bezeichnungs- 
weise der  Elemente  durch  Anhängen  der  Stellenzahlen 


^'3» 

vermeidet  diese  Nachtheile  und  fürdert  den  Ueherblick  sehr. 

Das  Vorschreiben  der  grossen  Buchstaben  P und  C vor  die 
in  Klammern  eingcschlnssenen  Elemente  zur  Bezeichnung  der 
verschiedenen  Cnmbinatinnsarten  steht  mit  der  Methode,  welche 
in  der  neueren  Zeit  zur  Bezeichnung  der  Begriffe  in  der  Mathe- 
matik in  Anwendung  gebracht  wurde,  vollkommen  in  Einklang. 
Man  darf  sich  nur  an  die  Bezeichnung  der  Differenzen,  Logaritn» 
men,  Sinus,  Cosinus  etc.  erinnern.  Schon  Hindenburg  fasste 
diese  Idee  auf  und  sagt  p.  41.  des  oben  angeführten  Werkes: 
,,Operationes  combinatoriae  optinie  et  siniplicissime  indicantur 
praeponendo  ipsa  verba,  vel  literas  initiales  literis  sive 
nuroeris,'  positis  pro  rebus  (Elemente),  quibuscum  operatio  in- 
stitui  debet“  und  schlägt  folgende  Zeichen  vor: 

Permutationes  (a,  b,  c,  d ) sive  P(l,  2,  3,  4,....), 

Complicationes  (1 , 2,  3,4 ) vel  C(«,  ß,  y,  6,...), 

Variationes  (I,  2,  3,  4,.,..)  sive  V(a,  ß,  y,  d ); 
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hSit  ab«r  den  Gedanken  nicht  fest,  und  wählt  ao^r  eine  Bezeich- 
Bungsweiae,  worin  die  den  Begriff  erzeugenden  Momente' gat  nicht 
zu  erkennen  sind.’  So  bezeichnet  er  z.  B.  die  Verhindungen  aus 
»Elemente  zur  ersten,  zweiten,  dritten  Classe  u.  s.  w.  durch 

, , ' 

'A,  >B,  C. 

Diese  Bezeichnungsweise  wird  von  Weingärtner,  Stahl  u. 
festgehalten.  Dem  Classenexponenten  wird  aber  in  all  diesen  Dar- 
stellungen keine  Rücksicht  getragen.  In  spätem  Schriften  wird 
der  Exponent  über  den  die  Gebilde  andeutenden  Buchstaben  und 
die  Elemente  oder  Zahlen  werden  unten  oder  rechts  zur  Seite 
angeschrieben  auf  folgende  Weise: 

^(a,  b,  c,....n)  oder  /’(!,  2,  3 tt) 

oder 

^ oder  t^’ 

(n,  b,  c n)  (1,  2,  3,....n). 

Unzweifelhaft  gebührt  dem  Zeichen 

C(fli  , fla,  <tn)^ 

vor  den  genannten  der  Vorzug.  In  manchen  Fällen  und  naroent- 
lieh  bei  Collectiv-Bezeichnungen  können  zur  Raum-Ersparung  die 
Elemente  unten  angeschrieben  werden. 

Sollte  nun  noch  der  Begriff  der  Summe  aufgenomroen  wer- 
den, so  wurde  die  sie  bezei^nende  Zahl  rechts  oder  links  oben 
angeschrieben.  Diese  Stelle  gebührt  aber  nicht  der  Summe,  son- 
dern dem  Exponenten ; daher  muss  das  die  Summe  vertretende 
Zeichen  eine  andere  Stelle  einnehmen , wie  diess  auch  schon  oben 
durchgeführt  ist. 

Um  nun  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  die  Bezeichnungen  in 
den  Combinationen  durch  einander  laufen , soll  hier  Einiges  zu- 
sammen und  den  oben  gegebenen  Zeichen  gegenüber  gestellt 
werden.  Wir  geben  das  Schema  mit  unseren  Z^eichen  und  denen 
von  Hindenburg,  Thibaut,  Eytelwein  upd  Spehr  ge- 
brauchten: 
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Hiudenburg  Thibaul  Eyt«lwei»5p«lir 


1)  Versetzungen 


ohne  Wieder 
holungen 

P(«„a„...an)",  .Äf'(lieg.Af),  F', 

F-; 

2)  Versetzungen 
mit  Wiederho- 
lungen 

/*'(«!. fla.-«*»)’". 'F, 

'F„. 

Ff 

3)  Versetzgn.mit 
Wiederhol,  zu 
best  Summen 

P'(Jn\Oi  .o„..)”,  «J#(lieg.JI#),"  Fm, 

•F'«. 

m 

-V; 

4)  Verbindungen 
ohne  Wieder- 
holungen 

C(ai,fl2,...an)’",  M'(steh.M),  C, 

Cm. 

m 

C; 

5)  Verbindungen 
mit  Wieder- 
holungen 

'M(steh.M),  'O, 

Cm. 

m 

Ci 

6)  Verbind,  mit 
Wiederh.  zu 

C'(/n;ai,ff.2,..i'",m"M(steh.M),c"C, 

fi*  ^ mi 

P”C. 

best.  Summen 


Wer  ein  treues  Bild  von  dieser  verwirrenden  BezeichnungS' 
weise  wünscht,  der  wird  sie  in  der  Schrill  über  „die  Bezeichnung 
in  der  corabinatorischen  Analysis  von  Weingartner“  finden, 
wo  noch  weitere  Zusammenstellungen  hierüber  gegeben  sind. 
Jedenfalls  wird  das  Streben , und  das  ist  hier  Hauptsache,  gerecht- 
fertigt erscheinen,  Ordnung  in  diese  Unsicherheit  und  systemlose 
Zerfahrenheit  und  Verwirrung  zu  bringen.  Zu  diesem  ZwecK  ist  auch 
eine  Schrift  von  C.  (i.  Scheiberterschienen  unter  dem  Titel  „Ein 
Versuch  die  Combinationslehre  als  Wissenschaft  zu  begründen 
und  die  Wort-  und  Zeichensprache  in  ihr  festzustellen“.  Ferner 
hat  der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  schon  längst  (1.  Supplera.- 
Bd.  zu  Klügel’s  Würtbrbuch  der  Mathenjatik  S.  4IK.  u.  f.)  auf  das 
Bedürfniss  und  die  Nothweiidigkeit  hiogewiesen,  auf  möglichste 
Vereinlachiing  der  Bezeichnung  in  der  Combinationslehre  hinzu- 
wirken und  sich  zu  einer  glei^förmigen  und  gemeinschaftlichen 
Bezeichnungsweise  zu  vereinigen.  Diesem  Bedürfnisse  soll  die 
von  mir  vorgeschlagene  Bezeichnungsweise  entgegen  kommen. 
Ich  bin  weit  entfernt,  sie  für  die  einzig  richtige  zu  erklären.  Sie 
soll  eine  Grundlage  sein,  auf  welcher  man  weiter  aufbauen  kann. 
Oer  Vorzug  dürfte  ihr  wenigstens  zuzusprechen  sein,  dass  man 
durch  sic  und  auf  ganz  consequente  und  systematische  Weise 
weiter  gelangt,  als  man  mit  jeder  der  bisher  vorgeschlagenen  und 
angenommenen  gekommen  ist  Man  verbessere  oder  suche  sie  zu 
verbessern.  Genügt  sie  nicht  und  ist  das  Mangelhafte  an  ihr  nach- 
gewiesen , so  verlasse  man  sie.  Es  wird  immer  ein  Gewinn  sein, 
auf  dem  SVege  des  Ungenügenden  zu  dem  Bessern  vorgeschritten 
zu  sein. 

Aus  den  hier  vorgelegten  Gründen  kann  ich  mich  auch  nicht 
der  Ansicht  derer  anschPiessen,  die  bei  der  genannlen  Sachlage 
in  der  neuesten  Zeit  auf  die  Begriffsbestimmung  und  Benennung 


I 
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ans  der  Zeit  des  ersten  Anfangs  der  Combinationslehre  ton  Hin 
den  barg  wieder  zarückkehren , da  sich  diese  Bestimmungen  und 
Bezeichnungen  den  gemachten  Bemerkungen  zufolge  ungenügend 
erweiseu.  : 

Diese  ist  der  Fall  in  einer  Abhandlung  von  Herrn  Weiss^ 
welche  im  34.  Bande  S.  255.  und  38.  Bd.  S.  107.  in  Grell e’s 
Journal  erschienen  ist  und  den  Titel  fahrt:  nFinige  Anfgaben  aus 
der  Combinationslehre“.  Der  von  dem  Verfasser  gewähUe  Gegen- 
stand ist  gut  und  gründlich  durchgearbeitet.  Man  findet  aber  dort 
„im  Einklänge  mit  altern  Werken“  wie  es  heisst,  die  Definitionen, 
Eintheilung  und  Benennungen  wieder,  wie  sie  oben  §.3.  von  Hin- 
denburg  aufgestellt  wurden,  und  wornach  sie  in  ,, Permutatio- 
nen, Combinationen  und  Variationen“  (S.  255.  Crelle’s 
Jonrn.)  zerfallen.  Ich  glaube  es  dem  Urtheile  des  Lesers  fiber- 
lassen zu  sollen,  ob  nach  dem  in  $.  3.  Gesagten  diese  Einthci- 
lung  zulässig  ist  oder  nicht,  und  bedauere  nur,  dass  der  Verfas- 
ser, der  mit  sehr  grosser  Gewandtheit  seinen  Stoff  behandelt  hat, 
nicht  Veranlassung  genommen  hat,  die  Gründe  anzugeben,  warum 
er  diese  Eintheilung  und  Benennung  festbfilt,  nnd  warum  eine 
Aenderung  derselben,  die  sich  meines  Dafürhaltens  im  Laufe  der 
Zeit  doch  schon  fühlbar  gemacht  hat,  unzulässig  erscheinen  dürfte. 
Es  hätten  sich  gewiss  hieran  Anhaltpunkte  zur  Verbesserung  und 
Berichtigung  und  dadurch  unmittelbar  oder  mittelbar  zur  Feststel- 
lung der  Begriffe  und  der  Zeichen  knfi^fen  lassen.  Wir  veimissen 
diess  um  so  mehr,  da  Herr  Weise  in  seiner  Abhandlung  einen 
bisher  noch  wenig  beachteten  Zweig  der  Combinationslehre  „die 
Combinationen  (Versetzungen  und  VeTbinduiigen)  mit  be- 
schränkten Wiederholungen“  behandelt  bat,  der  ihm  ge- 
wiss Gelegenheit  zu  weitern  Andeutungen  für  richtige  Bezeich- 
nungsweise gegeben  hätte.  Den  Gegenstend  selbst  hat  er  in  einer 
Ausdehnung  untersucht,  wie  er  bisher  in  den  hierher  gehörigen 
Schriften  nicht  untersucht  wurde.  Ein  Theil  der  einscblagenden 
Aufgaben  findet  sich  von  Herrn  Professor  Scherk  (Mathema- 
tische Abhandlungen.  Berlin  1825.  S. 67.)  bearbeitet,  aber 
nicht  bis  zu  dem  Umfange  fortgeffihrt,  welchen  der  Verfasser 
ihm  zu  geben  wusste. 

Wenn  nun  der  genannte  Gegenstand  auch  von  mir  hier  anf- 
gegriffen  wird,  so  geschieht  diess  einerseits  deswegen,  weil  ich 
die  Bedeutung  dieses  Gegenstandes  in  der  Combinationslehre  und 
den  beiden  angeführten  Arbeiten  gerne  anerkenne,  andererseits 
deswegen,  weil  sich  diesem  Gegenstand  noch  eine  weitere  Ansicht 
abgewinnen  lässt,  wodurch  sich,  ira  Hinblicke  auf  die  zu  erzie- 
lenden Resultate,  die  Ausbeute  neuer  Sätze  noch  steigert.  Oer 
Gegenstand  wird  aber  hier  nicht  in  seinem  ganzen  Umfang  behan- 
delt werden,  da  es  sich  nicht  darum  handelt.  Bekanntes  wiedm’- 
ziigeben,  sondern  nur  in  so  weit,  als  die  Ent»  icklungsweise  ver- 
schieden ist,  und  soweit  die  Auffindung  anderer  Sätze  etwa  Vor- 
bereitung erheischt.  Hierbei  werde  ich  mich  der  oben  aufgestell- 
ten und  in  meiner  Combinationslehre  durchgefubrten  BezeichnuUgs- 
weise  bedienen. 
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IL 

Einige  Sätze  Ober  die  Verbindungen  und  Versetzun- 
gen mit  beschränkten  Wiederholungen. 

■ , s-  6.'  _ . 

Unter 

^ ) p r I.  q 

1)  ■ Oj,  05,  U4  j ••• . Ufi) 

» erden  die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  n Elementen  zur  gteo 
Classe  verstanden  und  zwar  so,  dass  in  jeder  einzelnen  Gruppe 
das  Element  Ug  gerade  j^mal  (nicht  mehr  nicht  weniger)  und  das 
Element  gerade  rmal  und  gleichzeitig  mit  ihnen  von  den 
übrigen  Elementen  jedes  nur  einmal  in  der  erforderlichen  Ergän- 
zung bis  zur  Classendimension  (q)  verkommen  soll.  Dieser  Be- 
griff und  das  Zeichen  1)  steht  ganz  analog  mit  dem,  was  schon 
längst  durch  das  Zeichen 


2) 


P(«i, 


p 

flg,  03, 


ausgedriickt  wird. 

Die  hiedurch  bedingte  Gruppenanzahl  ergibt  sich  durch  Aus- 
scheidung der  zu  wiederholenden  Elemente  sehr  leicht  und  es  ist 


3) 


p »■ 

Gffll  , Og  , <13,  04,.... 


— (n— 2)y_p_r — 


P r 

. o„]v  = «204  C[ai,  0J,  05, ...  0,]f-p-’’ 

(«-2)(n— 3)....(«+pd-r— y— 1) 

U‘i (q—p—r) 


Das  Gesetz  trägt  sich  auf  folgende  Weise  in’s  Allgemeine  über: 


Pi  Pa  Pr 

4)  C [uj  , Og, ...  0r  ,0r+i  , Or-i  2>  — An]* 

Ti  P»  Pr«r 

=»O,0g...Or  C[0r^i  , 0rlg....  0n]»-P‘-P<  -— Pr 

— _ (0— r)(0-r-])...(>i— q+p^  -f  pj...p,+  J) 

-(«-r),-P,-P,...-r,  - (q-Pr-p^-....-p;) 


wenn  unter 


K)  ‘ _ Mm—l) ....  (m— x+ 1) 

oder  nach  Legendre’scber  Schreibart 


U(w»  + 1)  _ 
r(0-:|-l)T(m) 
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verstanilen  wird.  Der  Kürze  wegen  werden  wir  im  Folgenden  um 
gewühnlich  des  Ausdrucks  5)  bedienen. 

ln  der  vorstehenden  Form  ist  der  in  1),  3)  und  4)  liegende 
Begriff  sehr  enge  und  bald  erschöpft.  Bemerkt  man  aber,  dass 
in  den  Gruppen  der  VerbindFni^en  mit  unbeschrfinkten  Wieder- 
bolaogen  jed^es  Element  für  sich  alle  Wiederholungen  bis  zum 
Classenexponenten  in  allen  nwisehenliegenden  Abstufungen  durch- 
laufen kann,  so  lässt  sich  der  in  1),  3)  und  4)  liegende  Begriff  er- 
weitern und  man  kann  folgende  ProMeme  zur  Beantwortung  vor- 
legen. 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  ans  irgendeiner 
Elementenzahl  zur  9ten  Glasse  werden  gebildet: 

a)  .wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Groppen,  worin 
eine  be'stimmte  Anzahl  von  Elementen  wenigstens  ein- 
mal, eine  andere  wenigstens  zweimal,  eine  dritte  we- 
nigstens dreimal  n.  s.  w.  wiederholt  erscheint? 

b)  wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin 
eine  bestimmte  Anzahl  von  Elementen  höchstens  ein- 
mal, eine  andere  höchstens  zweimal,  eine  dritte  höch- 
stens dreimal  n.  s.  w.  wiederholt  erscheint? 

Hieran  schUesoen  sich  noch  folgende,  in  anderer  Beziehung 
nicht  uninteressante  Aufgaben  an. 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  irgend  einer 
Elementenzahl  zur  ^ten  Classe  werden  gebildetj 

c)  wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin 
irgend  eines  der  gegebenen  Elemente  wenigstens  rmal 
wiederholt  erscheint? 

d)  wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  es 
hSchstens'rmal  wiederholt  erscheint? 

Die  unter  a)  aufgestellte  Aufgabe  soll  so  angedeutet  werden; 

» I » 3 ' 3 4 t 

6)  ...  (tn,  >On,-f]  > Oni4.a»—  *01,  > On,+l  > ••  On,>  ••  On,..Onj)*. 

Die  unter  6)  aufgestellte  so:  • i ' . 

k k k k—l  k—i  3 » 

T)  j .*•  On, , On,4-|  s •*•  5 1 1 • On,)^- 

Id  dem  Symbole  6)  liegen  folgende  Bedingungen : »i  Elemente 
(®i  > Oa>  ) 

sollen  wenigstens  einmal;  Elemente 

2 « a a , . , . 

• ■'  (0|  , ffj, ....  Ob,  , fln.) 

1«* 
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sollen  wenigstens  zweimal;  itg  Elemente 

9 3 3 3 3 

(Oi , flj,  Qn,  Rn,) 

sollen  wenigstens  dreimal  wiederholt  u.  s.  w.  in  den  zu  bilden- 
den Gruppen  Torkommen.  Diess  liegt  in  der  Natur  der  Sache. 
Denn  wenn  eine  bestimmte  Elementenzahl  wenigstens  einmal  Vor- 
kommen soll,  so  muss  sie  auch  zweimai,  ferner  dreimal  u.  s.  w. 
und  endlich  ^mal  (so  oft  als  der  Exponent  angiebt)  Vorkommen. 
Für  die  Gruppirnng  der  wiederholenden  Elementenzahlen  ergibt 
sich  daher  hinsichtlich  der  Grosse  folgende  Bedingung: 

8)  ni  <«a<ns  <n4,....<nit. 

Hiernach  ist  nj  die  kleinste  und  nt  die  grösste  Zahl.  Die  zwi- 
schen liegenden  Werthe  von  n sind  aufsteigend  geordnet. 

In  dem  Symbole  7)  liegen  folgende  Bedingungen.  Elemeate 

(«j  , flj,  03....  On,), 

also  alle,  sollen  höchstens  einmal;  n^  Elemente 

las  2 

(«1,  «a,  O3....U11,) 

sollen  höchstens  zweimal  oder  als  Zweifaches ; Elemente 

3 9'  3 3 

. ( > ®3  ) 

sollen  höchstens  dreimal  oder  als  Dreifaches  u.  s.  w.  Vorkommen, 
wie  diess  auch  hier  in  der  Natur  der  Sache  liegt.  Es  ist  ferner 
»i  die  grösste  und  nt  die  kleinste  Zahl.  Die  übrigen  Zahlenwerthe 
liegen  zwischen  beiden  Grenzen  in  abnehmendem  Werthe.  Hier- 
aus ergibt  sich  folgende  Bedingung: 

9)  ni>nj>n,>n4....  >nt. 

k kann  sich  höchstens  bis  zu  q erbeben.  Das  Gesagte  scbiiesst 
jedoch  nicht  aus,  dass  in  8)  und  9) 


Jl|  — Wj  — ^^5  — ^*4  — ••  •• 

sein  kamt,  oder  dass  die  n alle  unter  einander  oder  partienweise 
unter  einander  gleich  sein  können. 

Die  Aufgaben  unter  c)  und  d)  stellen  sich  durch  folg^de 
Symbole  ganz  einfach  dar- 


10) 

'C(o,V 

T 

r 

»3.  .. 

r 1 

••  On)  , 

11) 

r 

«a. 

r 

“3>  ■ 

...  <r»)  . 

Wird  r=l  ln  10),  so  fallt  die  Bedeutung  von  10)  mit  C(a^,a^..an)f 
zusammen,  denn  es  entstehen  sofort  die  Gruppen  der  VerbiodaB- 
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^en  mit  unbeschränkten  Wiederholungen  aus  n Elementen  zur  ^ten 
Classe,  denn  es  sollen  die  Gruppen  der  Verbindungen  gebildet  wer- 
den, worin  jedes  Element  wenigstens  einmal  vorkommt.  Wird  r=q 
io  11),  so  fällt  II)  mit  dem  nämlichen  Begriff  zusammen,  denn  es 
sollen  die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  n Elementen  zur  ^ten 
Classe  gebildet  werden,  worin  jedes  Element  höchstens  ^mal  wie- 
derholt Vorkommen  soll.  Mehr  als  ^mal  kann  es  nicht  wiederholt 
Vorkommen. 

Manche  werden  vielleicht  die  Symbole  6)  und  7)  als  schwer- 
fällig tadeln.  Ich  glaube  aber  nicht,  dass  dieser  Vorwurf  gerecht 
ist,  wenn  man  bedenkt,  wie  viele  Worte  erfordert  werden',  um 
den  Sinn  derselben  nach  a)  und  6)  anzndeuten , und  ferner  bedenkt, 
wie  viele  Bedingungen  in  die  Zeichen  nach  dem  Inhalte  der  Auf- 
gabe gelegt  werden  müssen , die  alle  anzugeben  in  Worten  noch 
viel  umständlicher  ist,  und  wenn  man  endlich  berücksichtigt,  wie 
mühsam  es  wird  aus  den  Worten  die  Bedinrangen  der  Aufgabe 
sich  klar  zu  machen,  was  alles  durch  das  Symbol  sehr  veran- 
schaulicht wird. 

Die  unter  a) — d)  aufgestellten  Probleme  lassen  sich  auf  die 
Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederholungen  anwenden.  Die 
Uehertragung  auf  die  Versetzungen  wird  damirch  leicht  bewirkt, 
dass  man  in  die  Verbindungsgruppen  die  zugehörigen  Versetzungs- 
zahlen  einfährt. 


§.  7. 


Die  im  vorigen  Paragraphen  vorgelegteii  Aufgaben  lassen  sich 
durch  die  besondere  Art  von  Coinbinationen  lösen , die  sich  im 
5ten  Abschnitte  meiner  Combinationslehre  §.  31  — §.  37.  S.  73  u.  ff. 
aufgeluhrt  finden , und  die  durch  den  Zusammentritt  mehrerer  Ele- 
mentenreihen  entstehen.  Uie  Gleichung,  welche  zur  Beantwortung 
dient,  ist  §.  36.  Nro.  11'2.  S.  85.  angegeben  und  folgende; 


1)  6i,6g,...6,n;cx,cz co ; 

n»l-i(m-A)‘I-»(o-A-Ä)fl-‘....  

= ]<,|i.im;i<(i" ={n)k{m—h)k{o—h—k)i. 


üiese  Gleichung  bestimmt  die  Gruppenanzabl  der  Verbindungen, 
wenn  h Elemente  der  ersten  Elenientenreihe,  mit  k nicht  ähnli- 
chen (ungleichartigen)  Elementen  aus  der  zweiten  und  beide  mit 
weitern  l nicht  ähnlichen  oder  ungleichartigen  aus  der  dritten  Ele- 
mentenreihe  u.  s.  w.  zusammen  treten.  Unter  ähnlichen  oder 
gleichartigen  Elementen  werden  nämlich  solche  verstanden, 
welche  verschiedenen  Elementenreihen  zugehören,  aber  die  glei- 
chen Stelienzahlen  fuhren,  also  die  ersten,  zweiten,  dritten  Ele- 
mente u.  s.  w.  in  den  verschiedenen  Elementenreihen,  wie  z.  B. 
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•i  > 

> ^2 » <^2 » 

u.  8,  f.  Die  Gleichung  1)  hat  daa  Eigenthdniliiihe,  dass  bei  d«a 
nSiulichen  Elemeoteareihen  und  Clasaenexponeuten  die  verfinderte 
Orduuog,  u’orin  die  Elemeotenreihen  mit  ihren  augebOrigeo  du* 
senexponenten  auf  einander  folgen,  verschiedene  GruppeeanzahleB 
erzeugt.  (S.  Combinationslehre  S.  74.  und  75).  Die  Gruppenaozahl 
wird  am  gcSssteo,  wenn  die  Elementmireihen  nach  der  eaU  ihrer 
Elemente  geordnet  werden,  so  dass  die  Elementeheahl  jeder 
folgenden  Reihe  die  der  vorhergehenden  an  Grösse  fifaertrifi. 
Diese  Anordnung  wird  im  Folgenden  vorausgesetzt  uad  ist  scheB 
in  8)  $.'  6.  voraasgesehen.  Wira  eine  andere  Anordnung  verlangt, 
oder  bedingt,  so  Hadert  sich  damit  die  Gruppennahl. 

l 

Die  Gleichung  l)  Icann  nun  dadurch  für  den  verliemedm 
Zweck  bei  Bildung  der  Verbindungen  mit  besehränkteo  VVieder 
bolungen  benutzt  werden,  dass  man  unter  den  Elementen  dervee 
scbiedenen  Reiben  bezieblich  solche  Elemente  versteht,  welche 
als  einfache  oder  gmtdeleinmal  wiederholt,  welche  als  nwei- 
fue he  oder  gerade  zweimal  wiederholt,  als  drpifachn  u.«. 
w.  zu  hetracnten  sind.  Hiernach  ist  z.  B. 


C a 2 S 3 3 3>t»l 

C[öl»  öj»  ÖJi>  Oj  pOq,  ....  QmiOl  j f ••••  Op  J 


= (w),.(m— 3)2(/»— 5), 


n(n— I)(n— 2)  (m — 3)(m — 4)  p — S 
~ 1.3.3  r.2  ‘ 1 


und  man  erhSit  die  Gruppenanzahl  der  Verbindungen,  worin  drei 
unter' skh  verschiedene  Elemente  der  ersten  Reihe  als  einfache 
oder  gerade  einmal  tviederholt,  mit  zwei  weitern  unter  sich 
und  von  den  aridem  verscbiedeuen  Elementen  der  zweiten  Reihe 
als  .zweifache  oder  gerade  zweimal  wiederholt  und  beide 
sofort  luit  je  einem  weitern,  von  sämnitlichen  vorhergehenden 
verschiedenen  Elemente  aus  der  dritten  Reihe  als  drei/acken 
oder  gerade  dreimal  wiederholt  erscheint.  Die  hierdurch 
entstehenden  Gruppen  gehören  der  (3.1 +2.2+1.3)ten  oder  lOten 
Classe  an.  Die  allgemeine  Darstellung  ftir  dieses  Gesetz  ist 

, 22  288  **  * 

z)  ^1^*1  j ®a»  **•  •••  •••  J 

• («2--yi)r.  - (»3— 7l— 9i)»,  ••••  («*-«!  -?8— T— 

wi(n,— 1)...  {»i—Vi  -I- 1)  (wa— yt)(»a— »3— gt-gn-H), 

' ' i .2..  .^ 


Da  diese  Darstellung  die  Grundlage  des  Calculs  bildet,  »oaeli 
ein  besonderer  Fall  zur  bessern  Einsicht  und  firieichteruag  den 
Geberblickos  hier  .stehen: 

f , ^ * i * 
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3)  C(ai , a.2> ><^4)  i >^a> ^ •%) 


= «i  «a«s 

«4  «4 

«»«6 

+ 

Üi  O2  ^4  Ö3  O3 

«6  «5 

<*■6  ^6 

1 2 3 

4 4 

5 5 

7 7 7 

1 2 4 3 3 

5 5 

777 

1 2 3 

4 4 

6 6 

5 5 5 

1 2 4 3 3 

6 6 

555 

1 2 3 

4 4 

6 6 

7 7 7 

1 2 4 3 3 

6 6 

777 

12  3 

5 5 

6 6 

4 4 4 

1 2 4 5 5 

6 6 

333 

12  3 

5 5 

6 6 

7 7 7 

1 2 4 5 5 

6 6 

777 

+ a*«3«4 

ajUft 

®e®4 

+ 

Ö2  (I3 

«s«s 

««0««4 

13  4 

2 2 

S 6 

7 7 7 

2 3 4 1 1 

5 5 

7 7 7' 

13  4 

2 2 

6 6 

5 5 5 

2 3 4 1 1 

6 6 

2 2 2 

1 3 4 

2 2 

6 6 

7 7 7 

2 3 4 1 1 

6 6 

7 7 7 

1 3 4 

5 5 

6 6 

2 2 2 

2 3 4 5 5 

6 6 

1 I 1 

13  4 

6 5 

6 6 

7 7 7 

2 3 4 5 5 

&Ö 

7 7 7 

Diese  Darstellung  umfasst  die  Gruppen  mit  beschränkten  Wie- 
derholungen zur  lOten  Classe  aus  sieben  Elementen , worin  je  drei 
Elemente  von  den  vier  ersten  gerade  einmal  mit  je  zwei  an- 
dern Elementen  von  den  sechs  ersten  gerade  zweimal  und  mit 
je  eipem  weitern  Elemente  von  den  sieben  ersten  gerade  drei- 
mal wiederholt  zusammen  Vorkommen.  Die  Elemente  und 
dürfen  daher  nicht  weniger  als  zweimal,  das  Element  Oj  nicht 
weniger  als  dreimal  Vorkommen,  wie  klar  vorliegt.  Die  Grappen- 
anzahl  des  vorliegenden  Falles  ist 

a * 3'  i 3 s>aa 

4)  > ®a>  — *1  ®i  »04«  •••Or  J 

4 3 3 3 2 9 

= (4)3  (6-3)*  (7-5)i  = ■ Ö • f =24 . 

Sollen  nun  die  für  die  Verbindungen  aufj^efundenen  Sätze  1)— 3) 
anf  die  Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederholungen  unter  den 
gleichen  Prämissen  über^tragen  werden,  so  wird  diess  sich  leicht 
bewerkstelligen  lassen.  Betrachtet  man  nemlich  die  Darstelimig  3), 
so  zeigt  sicii  klar,  dass  Jede  Gruppe  gleichviel  verschiedene  und 
gleichviel  wiederholte  Elemente  führt.  Man  findet  daher  für 
jede  einzelne  Gruppe  nach  6.  9.  meiner  Combinationslehre 
aus  der  bekannten  Formel  die  verlangte  Versetzungszahl. 

Da  nun  jede  Gruppe  demselben  Gesetze  unterliegt,  so  bat  man 
die  Gesammtzahl  der  Gruppen  mit  der  fiir  jede  einzelne  Gruppe 
geltenden  Versetzungszahl  zu  vervielfachen.  Hiernach  ist  für  den 
besonderii  mit  3)  correspondirenden  Fall 
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|11  121212  3 ^)aC^  ®)i  — 3628800 


_ (3.1+&2-H.3)»'i+«-»+»=»l-^ 

— (l*!*)*  .(1*1*)*.  1*1*  WsV'*^'*)aU  ■ 


■S),. 


Um  nun  den  in  2)  au^esteüten  Satz  auf  die  VersetzuD^eo 
fiberzutragen,  hat  man  jede  Gruppe  so  vielmal  zu  nehmen,  als  sieb 
die  in  ihr  verkommenden  Elemente  unter  einander  versetzen  lassen. 

Es  kommen  nun  in  jeder  Gruppe  vor  o,  Elemente  je  einnial 
tviederbolt,  Elemente  je  zweimal,  igr}  Elemente  je  dreimal  u. 
B.  w.  und  endlich  gk  Elemente  je  Amal  wiederholt.  Daher  bat 
die  Dimension  der  zugehörigen  Classe  oder  der  Classenexponent 

5)  9=l.yj-f2.'9a  + 3.ys+4.y4  + ....A.5't  ^ 

Einheiten.  Die  hiedurch  bedingte  Versetzungszahl  ist  sofort 

^ (1*1*)«.  (l*l*)Vi  (1*1*)»...'  (’l‘f*)“«i 

g(q—i)(g-~Q) 3.2.1 

(1)«.  (1.2)«.  (1 .2.3)«.  .....  0-2. 3.,.Ä)*‘ 

» I 

mit  Rfickslcfat  auf  die  Bedingungs^leichung  5).  Die  gesuebta 
Grupjienanzahl  der  Versetzungen  mu  beschränkten  Wiederholun- 
gen ist  sofort  unter  den  oben  angegebenen  Voraussetzungen 


7) 


* * ' * ‘ ‘ 

12.3 g 

(1)».  (1.2)v.(1.2.3)«.  ...(1.2.3..4)«*  ~ 

(«t-9*-9*-— 


Oie  Gleichungen  2)  und  7)  vereinfachen  sich  sehr,  wenn  die 
Zahl  der  Elemente  in  den  verschiedenen  Reihen  gleich  und 


ni  = na=....  na=n 

ist  Für  diesen  Fall  nehmen  die  begleitenden  Fakultäten  folgende 
Gestalt  an : 


n I 

1 . 2....  9i . 1 . 2 ....  9a  •••■  1 -2  ■•••  gh 

w(n— 1)  (n— 2) (n  — 9i  — 9a — V*-l- 1) 

1.2....  9i . 1 . 2 ...  9a *..*1 .2.3...  gk 
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Dte  beiden  Glekhnngen  lassen  sich  in  so  weit  noch  verallgemei* 
nero  als  die  Wiederholungsexponenten,  weiche  in  einer  bestimm- 
ten Reihenfolge  (l,i,3 ) bisher  genommen  wurden,  such  be- 

liebig angenommen  werden  kOnnen.  Diese  Bemerkung  üQhrt  zu 
folgenden  allgemeinen  Formen : - ■ ' ' 

* . . t • . 

^1  ^1  Vj 

o)  t/l®i 5 ®i  f •••  ••••  J 

= («i)».  («*— 9i)f . (»»3  ~9i -9%)t.  — (nk—gt—qt  — gk-i)^  ■ 


9) 


&4  k« 


^[®i » ^ S » •••*  5 Ol  > **••  0*^1 

1.2. 3. 4 q 


**  ** 


(ni)».(«a— Vi)».« 


(«» —qi—g* — 


mit  der  Bedingung,  dass  in  9)  ist 

10)  9 =^i9i  + ^s9a  + hqt  • **9«  • 


WillkQhrlich  ist  in  diesen  Darstellungen* 

a)  die  Zahl  der  Elemente,  welohe  in  den  einzelnen  Reihen 
Vorkommen , 


«I,  «a.  «»•••••  «4 

» ‘ J * f . 

mit  der  in  8)  6.  angegebenen  BeschrSnkung ; 

6)  die  Wiederhotungszahlen 

^3  ^„kk\ 

, , ■ . . t > 

c)  die  Exponenten 

• <1  . ' , • . I 

9i>  9a»  9»— '9*»  ■ ' 

welche  sich  auf  die  verschiedenen  Reihen  beziehen.  (Vertheiiungs- 
exponenten). 

Der  Classenexponent  ist:  eine  Funktion  der  k und  g,  -also 
von  diesen  nach  Massgabe  der  Gleichung  10)  abhängig. 

Anders  stellt  sich  die  Sache,  wenn  die  im  vorigen  Paragra- 
phen 'unter  a)  bis  d)  gestellten  Fragen  beantwortet  werden  sollen, 
m diesem  Falle  sind  dann  die  Wiederhoiungsexponenten  (1,2,3...A) 
der  Elemente  und  der  Classenexposent  (o),  der  für  2)  und  7), 
b)  und  9)  gilt,  gegeben  und  man  i hat  nach  dem  Gesetze  der  Glei- 
chungen 3)  und  10)  die  Vertheilungsexponenten  o^,  q^,  93 ....94 
aus  dem  Classenexponenten  und  oen  WiederhoinngsexpoDenten 
abiuleiten.  Dadurch  wird-  die  Aufgabe  im  Allgemeinen  zu  eiofn 
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uubestiiumtea.  Sie  wiril  jedoch , für  jedeo  beeondero  .Fall  lüsbat 
und  die  Auflfisiuig  besteht  daou  darin,  dess, man  ihr  eot- 

halteaen  besoadera  Fälle  specialisirt  und  toach  den  vorstebeoden 
Gleichungen  behandelt.  Der  Inbegriff , aller  hierdurch  erhalteneo 
Grnppenzahlen  ist  dann  die  Antwort  auf  die  in  6.  vorgelegten 
Fragen.  Wir  erörtern  zu  dem  Ende  die  verschiedenen  Classen, 
daraus  wird  sich  dann  ein  ßildungsgesetz  ableiten  lassen- 


1)  Die  Gruppeuzabl.der  Verbindungen  zur  .zweiten  Classt 
soll  bestimmt  werden 


<**>•••  Uoi,  On,+i  > ••••  U»,  J » 

. — ii>  . 

worin  »i  Elemente  wenigstens  einmal  und  % Elemente  zweimal 
wiederholt  erscheinen. 

• ■ I : 

Die  Aufgabe  umschliesst^zwei  Fälle,  Elemente  sollen  ah 
einfache  gerade  'zweimal  nnd-rtj  als  zweifache  erscheinen. 
Es  ist  aus  2)  §.  7.  , . 


f'L®!  > ••••  J — 


■I-  I 

n(»-^  l). 


rir  a * a 0*1 

«^a*"*®»! >®i »®a«'*“®»« J ~ (ua)i=na- 

, f . , I"*  t.  » / ■ , 

2)  Die  Gruppenzahl  soll  bestimmt  werden  i für 

'C[öi  ,U2, ....  Mn.  , Mn,4l  »•••  ®n, , fln,+i  , ...Mn,  J . 

|l‘»  * . ■'  ■ 

Diese  Aufgabe  umfasst  drei  Fälle,  n,  Elemente  sollen  als  ein- 
fache gerade  dreimal;  Elcfmente  isollen  als  zweifache  mit 
Ri  Elementen  als  einfache  und  »3  Elemente  sollen  als  drei- 
'fache  erscheinen.'  Ans  2)  ’S.  t.  ist  ■ • ’ *■ 

«r.  * * » 3,8>0>0  , ^ Mi(Ri— 1)(Ri— 2) 

»M* .....  Mn^  ; Oj  , ....  Cn,  ; ®|  , ....  Oo,  j — j(t*l)3~  1~23  ' 


a 3-'  ' 8 HIM) 

C[a,  ,Ma...an,  ;a,...an,;oi,.~.an,J  « (»i)(»»a-J)=«i(»*a— 

< - in: 

.;t  I . aas  s 


' Man  Sentit  schon « hieraus,  dass  das  Speekdisiren  der  ein- 
zelnen Fälle,  das'  sich  bei  den  hohem  Chissen  nehrt,  aiemhefa 
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weitläufig  wird.  Wir  wollen  ea' dadurch  abkfireen,  dass  wir<iilr 
die  H|  Elemente,  welche  als  einfache  erscheinen  sollen,  das 
Zeichen  als  Repräsentanten;  fOr  die  % Elemente,  die  als 
zweifache  erscheinen  sollen,  das  Zeichen  als  Repräsentanten 
wählen  a.  s.  w.  Hiernach'  werden  die  Elemente  bezeichnet  'wer- 
den, wie  folgt:  , , 

o».  a*>  «s «»■  durch 

* • 1 

3 S a 2 

, fli>  «2»  Os#-— ö".  durch  • 


3 8 3 3 

r.  I ' 01»  0a*  0$»**«*0i>»  durch  . ntni-jK 

, -*t.:  -...tp  l ;».ii 

II.  8.  f.  Soll  nun  die  Gruppenzahl  bestimmt  werden  für  nubiini 
’ * * a ‘ 

, <*n,>  On,+i , ••••  «n,,  On, , «n,J,  ' ‘ " 

80  ergeben  sich  folgende  Fälle,  n^  Elemente  sollen  als  einfache 
gerade  viermal  erscheinen;  Elemente  sollen  als  zweifache 

einmal  mit  Elementen  als  einfache  zweimal;  Elemente  als 
zweifache  zweimal;  Elemente  als  dreifache  einmal  mit 
tti  Elementen  als  einfache  einmal;  »4  Elemente  als  vier- 
fache einmal.  Wir  deuten  diess  durch  die  e*,  c*,  e®  an  und 
fuhren  dabei  diese  Symbole  zwischen  Gleichheitszeichen  mit  auf, 
wodurch  allmälig  das  Bildungsgesetz  hervortreten  wird. ,,  Nach  2) 


•i  ili.'i: 


G[ei . e«,  «1«  Vc*=  (e^)*  = (wj)* , 

= (O®  =(«a)a> 


= e*c®  = («i)i(wa — l)t 
, C’[e*,c*, e®,«*]*’'®'®’’ = e*  = 114,. 

4)  Die  Gruppeuzahl  soll  bestimmt  werden  für 

...  1 ■ . ■..  . 


' C\üi  ,02, — rin,  I<ln,-|-1  » — n«,»  •••  ffn,,...  On, , ...  On,  ] • 

Die  Aufgabe  umschliesst  die- Fälle:  R|  Elemente  sollen  als  ein- 
fach« fSiiAeal  erBchelnee:;  »2 Elemente  aU  zweifacheeiiuual  mit*|  . 
Elementen  als  einfache  dreimal;  n2^l^’nenteals  z w ei.fache  zwei- 
mal  mit  »j  Elementen  als  einfache;  Elemente  als  drei- 
fache mit  Rj  Elementen  als  einfache  zweimal;  r,  Elemente  als 
dreifache  mit  Rj  Elementen  als  zweifache;  R4  Elemente  als 
vierfache  mit  Rj  Elementen  als  einfache;  Elemente  als 
fiinlTache.  Aus  2)  §.  7.  ist 
cb 

I 
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C[e*.  e»,  e»,  e*.  e*  ] («i)»  _ , 

C[eK  A e»  «4,  «»]*.*.».o,o  — gl  gl  gl  g%  - (e»)»«a=(ii,),(»,-3), 
C[e^c•,e*,c*.e*]*>*>®>®>®=  c*e*c*  =«*(«*)*=  (nj),  (n* — 1),, 
C[e*,e*,e*,«*,e*]*'®>‘>°>®=  c*e*e*  =(«*)*«*=  («i)*(«s“2), 
C[c»,«*  e».c^e®]‘*.•.‘.‘^o=  e*c*  = '(w*)i  (««— 1). 

C[e»,e*  «»,e«,e‘]W,o.»=  e‘  = («s)i . 

Schon  aus  den  Darstellungen  3)  und  4)  erkennt  man  durch 
die  Exponenten  der  e das  Fortgangsgesetz.  Sie  bilden  die  Ver- 
bindungen mit  Wiederholungen  zu  derjenigen  Summe, 
welche  der  Classenexponent  angibt,  durch  alle  mögli- 
chen Classen,  oder  die  Zerfällungen  des  Classenexpo- 
nenten  in  alle  möglichen  Zahlen,  zu  einem,  zweien, 
dreien  Gliedern  u.  s.  f.  ln  Nro.  3)  entsteht  die  Snmme  4,  in 

4)  entsteht  die  Summe  5)  aus  den  Elementen  J,  2,  3....  mit  Wie- 
derholungen. 

' Han  hat  %un  niclit  mehr  nöthig  alle  Verbindungsausdrücke 
zum  Voratis  ' darzustellen , um  die  nötbigen  SpecialiVirungen  ze 
erhalten.  Man  bann  sogleich  mit  Darstellung  der  Gruppen  der  t 
beginnen,  und  die  Auflindung  aller  zusammengehörigen  Fälle  sich 
dadurch  erleichtern,  dass  man  mit  (dem  Exponenten  in  der 
ersten  Dimension  als  Einfaches)  beginnt,  und  diesen  so  oft  wie- 
derholt bis  der  Classenexponent  erzeugt  ist.  Hierauf  nimmt  man 
e*  (den  Exponenten  in  der  zweiten  Dimension)  und  lässt  so  olt 
e*  und  e*  (beide  zuerst  getrennt  und  dann  in  Verbindung  mit  ein- 
ander) zutreten,  bis  auf  jede  mögliche  Weise  die  zu  bildende 
Summe  erzeugt  Ist  Hierauf  nimmt  man  e*  (den  Exponenten  in 
der  dritten  Dimension  oder  den  Repräsentanten  der  dreifachen) 
und  lässt  so  oft  e*,  e*,  e*  (getrennt  und  in  Verbindung  mit  ein- 
ander) zutreten,  bis  die  zu  bildende  Summe  auf  jede  mögliche 
Weise  bervorgebracht  ist,  und  steigt  so  allmälig  zn  den  höhem 
Dimensionen  auf,  bis  alle  durchlaufen  und  alle  möglichen  Fälle 
durch  Zutreten  der  gleichen  und  niedern  Dimensionen  erschöpft 
sind. 

Soll  nun  die  Gruppenzahl  für 

* * a 

5)  •"  > — On,  , ...  Ön, , — — Un,  J 

angegeben  werden,  so  hat  man  hiernach  folgende  Specialisirosg 
lind  Zasammenstellung; 
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e‘e*«*«*e*e*=  (e*)*, 

e>e»e>e«e*  + «>«>eV  + <>*e*e*= (e*)*c»  + (e>)*(e*)*  + (e*)» . 
e*e*e*e*  + e*e*e*  + e*e*  =(«*)*«* + c*e*e*  + (e*)*, 
e‘e»e«  + e*e*  =(e»)*«*  + eV,  ' 

e*e*  =e*e*, 

«•  =e*. 

Hiefür  ergeben  sich  nun  folgende  ZahlenausdrScke  aus  2)  §.  7. 

6)  (**i  )•  + (”1)4  + ("i)*(**a — 2)j  -f  («j)j 

+ (»i)s  (»s— 3)i  + (»1)  (»*— l)(«s— 2)  + (»3)2 
>.  f (wi)a(**4 — 2)i  7i<2,(n^ — l)i 

+ n,  (nj— I)  + (n,)i. 


Vergleicht  nutn  nun  die  Darstellung  6)  mit  der  Darstellung  der  e aus 
6)  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens,  so  kann  man  die  Zah- 
lenausdrücke  in  6)  direct  aus  jenen  und  ohneBeihfilfe  von  2)  $.7.  erhal- 
ten, wenn  man  die  Exponenten  der  e innerhalb  derrKlammer  als  Stel- 
lenzablen  von  n schreibt  und  die  Exponenten  ausserhalb  der 
Klammern  als  Fakultätsexponenten  aohängt.  Bei  dem  Zutritt  von 
einem  neuen  n muss  immer  die  Summe  der  vorhergehenden  Fa- 
kultfitsexponeiiten  abgezogen  werden.  Kommt  bei  einem  e kein 
Exponent  ausserhalb  der  Klammer  vor , so  ist  immer  die  Einheit 
als  solcher  anzunehnien. 

Wird  nun  zu  weiterer  Verdeutlichung  noch  der  Ausdruck 
T * 2 s r r 

nach  dieser  Methode  behandelt,  so  hat  man  sofort  als  Schema 
für  die  e 

e‘e*e*e*e^«*e^  ^ 

e*e*e*e*c*e*+e‘e*e*e*e*  + e^e*e*e*=(ej)*e*+(c*)*(e*)*-|-e*(c*)*, 
e*e*e*e*e*+c*e'e*e®+e*e*e*+e*e*c*=(e^)*c®-Kc*)®e*e®-|-c\e*)*+fe*)*e* 
e*e*e*e*  e*c*c*  + e*e*  =(e*j*e*-E  e*e*c* -E  e*e*, 

e*e*e*  -E  e*«*  =(«•)*«•+ e*e*, 

e^e*  + e*  =c*e*-Ee^. 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort  folgende  Gruppenzahl  fdr  7): 
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(«i)r  + («i)s(w«— + + ' •• , 

+ («i)4(ns  -^4)  + (n,)^«*— 2)(j^— 3)+ ni(«3— 1)> 

+ (»l)»("4 — 3)  + (flgj— 1)  (»l4-'2>-l-«3(n4'-l)  . 

+ ('»l)2(«S— 2)  + W»(k&— l) 

+«i(we— 1)  +«T* 

Diese  Untersuchungen  fähren  nun  zu  folgender  Zusarnnrenstellang: 

8)  'C[rt,  = 


Ol  f •••  fli»i  j > ••••  Ofii  3 — (^1)2*1*^* 

a « a 8 3 

'C[ai  , Oj  , ...  On, ) 3 “(^l)s  ■f'**!  (**2  "f'^3  > 

'CJlOl  ...  Ob,  t an,4i,  Oji,  > — On^i  — 

= (”1)4  + («i)a(***'”^)  + (”*)»  + **»(*•»  ~1)  + "«> 

^,r  # 2 4 6 •• 

'C  [ax,<72>  ■■■  J — 

= («i)6  + ("i)3(«9-*3)  + «i  (»2  — 1)* 

+ («i)a  («3  — 2)  + »,(»3—1)  + »1  (»4— 1)  +»ö . 

y 

a 2 3 0 6 

'C[/7i  , //2>  •**  > ^».+1  » J ” 

= («l)6  + («l)4(»2— 4)  + (»,),(»»— 2),  + (»2)3 

+ (»1)3  (»3—3)  + »1  (»2—1)  (»3^2)  + (»s), 

+ (w,),(m4— 2)  + »*(»4— l)+«i  (r^— l)+«e 

u.  s.  f.  \ 

\ 

In  allen  den  vorliegenden  Problemen  findet  sich  die  Forderung, 
dass  eine  bestimmte  Zahl  Elemente  wenigstens  einmal'^  eine 
zweite  wenigstens  zweimal  wiederholt  Vorkommen  soll  ii>  s.  f. 
Es  können  nun  in  den  Wiederholungszahlcn  auch  Unterbr<*chun- 
gen  Vorkommen.  Diess  ändert  die  Schlossweise  und  Bilcfunp- 
methode  in  nichts,  und  man  hat  die  zwischenliegenden  fehlcpo^" 
Wiederhoiungszahlen  sämmtlich  der  nächstvorhergehenden  niedern 
gleich  zu  setzen  und  dann  nach  der  Zusammenstellung  8)  dieicr- 
forderlichen  Gruppenzahlen  anzugeben.  Oder  man  haf  nach  (kr 
oben  angegebenen  Vorschrift  das  Schema  der  e ohne  Rückskl)l 
der  »1,  »,,  »3....  zu  entwerfen  und  nach  Massgabe  desselben  di« 
zugehörigen  Gruppenzahlen  ( 2)  §.  7.)  abzuleiten.  Ist  z.  B.  ^ 

2 2 4 4 4 4 

'C[<ri , <^2...> »n, »•••  J 
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za  besttimmen , so  fehit  die  Wiederholuogszahl  3,  und  die  ihr  zn- 
gehörige  Elementenzabl  n^.  Sie  ist  durch  zu  ersetzen,  denn 
aas  Schema  4)' bleibt  in  Kraft,  da  »g  Elemente  auch  dreimal  (nreil 
neoigstens  zweimal)  Vorkommen  sollen.  Man  hat  sofort 

a a 4 4 ft  6 

9)  '('[oti  ffn,  an, , ••■"n,]  — 

=(«i)ft  + (»i)a(»*— i;)a  . 
i-i  +(Mi)a(«a— 2)+*a(»8-*-l)+%(»*4-^*)+«ft* 

Eben  so  ist 

*.  I 

• . t 2 3 B 

10)  'C [rtl  ,^2  — an,  ,an,4i  , — an, , — an,  J = 

_=(ai)6  + (ai)4(»*a — l)+(ai)a(%  2)  + (m2)3  ^ ^ 

+ (»i)3(»»-3)  + (»s— 2)  + («s)a  .1 

, - +(«i)a(«s— 2)  + w,(»i3— l)  + »i(ws-l)  + Tij. 

, • • i,  • • • 

I 

Die  Anwendung  auf  besondere  Fälle  ergibt  sich  nui^_  sehr 
leicht.  Man  hat  nämlich  für  den  besondern  F^l 


«334ftft  s 
‘C[ai,n^,  ag,ag ,O]0 ,ff|j  »®i3  j ~ 


8.7.6.S.4  . 8.7.6 


7.6  . 8.7 


rSi + tB-  « +8-  + o • *0+8" +8.11  + 14 


Denn  es  ist 


«1=8,  «2=8,  «3  = 12,  «4  = 12,  «,  = I4.  V 

Bei  allen  diesen  Gebilden  ist  Bedingung,  dass  sich  die  Wie- 
derholoAgszahlen  bis  zum  Classeiiexponenten  erheben  missen. 
Fehlen  die  spätem,  so  ist  stillschwei^nde  Bedingung,  dass  sie 
bis  dahin  fortgeführt  werden.  Fehlen  aber  frühere  VViederholungs- 
zahlen,  so  mllen  alle  die  Gebilde  der  e aus  dem  Schema  weg 
und  deswegen  sind  auch  die  n,  welche  die  fehlende  Stellenzahl 
tragen,  in  den  Darstellungen  von  8)  gleich  0 zu  setzen.  Es  liegt  als- 
dann die  Aufgabe  vor,  die  Summen  der  Verbindungen^init  Wie- 
derholungen zu  bestimmten  Summen  in  den  verschiedenen  Clas- 
sen  mit  ausgeschlossenen  Anfangselementen  zu  bilden  und  darauf 
die  Gleichung  2)  §i  7.  anzuwenden. 

Hiernach  ist  z.  B. 

11)  'C[«1 , , ...  "n, , ...  «n.  ]*=  e®c®c*  + cM  + c*t*  + e* 

. = (»a)3  + »a(«4— 1)  + («3)ä  + w« . 
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= (»«s),  + »3  («6— 1 ) + «4  («»— 1 ) + *6 


}.  9.  . 

Die  'BSmIicbe  Schlussrolgeruiig.  so  nie  die  im  vorigen  Para- 
graphen entwickelte  Methode,  gilt  auch  für  die  in  7)  $.  o gestellte 
Aulgabe 

* * t *— 1 3 2 

*C(Oi  t ßa»  — ••Oiij  » 

I 

Man  hat  zur  Darstellung  der  Grimpenzablen  die  nämlichen  Sche- 
mata der  e zu  entwerfen.  Die  Symbole  e\  e®,  e*, ....  vertreten 
dann  der  Reihe  nach  die  Elemente 

2 2 2 3 3 3 

Oa>-“^"i>  ®a*  — ®n«;  ®i » — ••• 

jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier 

«1  > »2  > «3  > «4  — • > «* 

ist,  und  dadurch  die  n^,  n^,  in  der  entwickelten  Darstellnng 

die  umgekehrte  Ordnung  wie  in  §.  8.  einnehmen. 

Berücksichtigt  man  diess,  was  sich  leicht  durch  Specialisfrung 
einiger  Fälle  rechtfertigt,  so  hat  man  sofort  zor  Darstellung  der 
gesuchten  Gruppenzahleu  Folgendes : 

1)  ^a , • • • “ w , 

*C[öi,  «a,...  Ob,,  = -f  «a» 

«a»- - + Wa(”i  — ^ 0 + *3-» 

'^  4 4 4 2 

*C[Oj,  Oa» • • ^TbJ*  — (**1)4  + Wa(”i — ^)a'K**2)^i 

+ W3  («»—•)  +«4- 

3 S S 4 3 2 

C[«1  , - ■^■a>  ■ ■ ^«1  >•  ••  = 

= (Wl).  + «s(Wl— 1)3  +(%),  (»t— 2)  + «3  («1—1)2 

+ »3  («2—1)  + «4  («1  — 1)  + «5  . 


«4  «3  2 

, «a*  - «»4  » • • *^«4  » - • , . . ..  «n,  j® — 

= («i)4  + «a(ni-l)4  + («2)  («1— 2)a+(«,),’ 


+ «3  («1—1)3  +«3  («2—1)  («1—2)  + («s). 

+ «4(«i-l)a  > «4  («2— 1)  + «3(«i  -1)+»'« 
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u.  8.  w.  Die  Wiederholuogszablen  und  die  mit  ihnen  correspon- 
direnden  Stellenzahlen  der  n können  sich  höchstens  bis  zum 
Classenexponenten  erheben.  Fehlen  die  höhern  Wiederholungs* 
zahlen  von  oben  herab,  so  fallen  die  sie  vorsteilenden  e aus  dem 
Schema  und  die  » mit  den  correspondirenden  Stellenzahlen  wer- 
den 0.  Fehlt  eine  zwischenliegende  Wiederholungszahl,  oder 
mehrere,  so  tritt  so  lange  die  nächst  höhere  Wiederholungszahl  an 
ihre  Steile,  bis  wieder  andere  folgen.  Fehlen  die  niedersten,  so 
ergänzt  die  nächst  höhere  sämmtliche  fehlende  Stellen.  Hiernach 
ist  z.  11. 

6 8 6 4 8 

2)  1 • • • ^»4»  • • 5 • • • “ 

=(ns).  + «af«3— l)s  + K).  («8—2)  + («s— l)a 

+ «8  («8—1)  +«4(«8— 1)  + «6  . 

denn  es  ist  nj  = ns,  n^==ni,  weil  n,  ,02,. . Elemente  höch- 
stens dreimal,  also  auch  zweimal  und  einmal  Vorkommen  sollen, 
und  ferner 

444  8 B 

3)  f > • • • > • • • > • • • ffiij  • • 

= («1)4  + »a  («i— 1)4  + («2).  («1  -2)2  + («a), 

+ «8  («1— l)s  + «8  («a— 1)  («1— 2)  -Kbs), 
+ «4(«i— l)a  + «4  («a— 1) . 

weil  keine  fünf-  und  sechsfachen  Elemente,  also  auch  nicht  und 
»g  Vorkommen  sollen  u.  s.  w.  Die  besondern  Fälle  bestimmen 
sich  leicht.  So  ist  nach  1) 


44  4 2 2 2 

<T#,..«g,  «r.  «8»  «9]*  = 11'16 


9. 8. 7.6. 5 s./.o  , y-ö  , , fl  »./  ,fl  o , flp. 

- r¥37i  rs + ^ • rr.  3 + 1 . 2 ■ ~ ® • o + ® • ^ + 


8.7.6 . 9.8 


denn  es  ist 


nj  = 9,  na=9,  n3=6,  nt=6,  »14  = 0. 


Ebenso  hat  man 


. 4 4 4 2 

f'l«!»  <5^a>-‘®4»  «6>-’ 


's.  ^9  «10]* 
10.9.8.7 
“.1.2.3. 4 
=566, 


+ 8t:2+?^+^-9+^ 


denn  es  ist 


Thcil  \V 


n,=  I0,  Ba— 8,  Bjssd,  »4=0. 


19 
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Der  Ausdruck,  der  auch  geschrieben  wird: 


6 4 4 4 2* 

*^V^t  f ^4>  ^ö>  ^8»  ^2*  ^10  J > 

ist  nicht  wohl  zulässig,  denn  die  Wiederholungen  können  nicht 
höher  als  der  Exponent  (4)  steigen. 


§.  10. 

Die  in  6.  6.  unter  c)  und  d)  genannten  Aufgaben  lassen  sich 
nun  ohne  alle  Schwierigkeit  lösen.  Sie  charakterisiren  sich  als 
besondere  Falle  der  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen 
beantworteten  allgemeineren.  Sollen  nun  die  Gruppenanzanleti  im 
einzelnen  Falle  bestimmt  werden , so  hat  man  die  verschiedenen 
Elementenzahlen  gleich  und 


Wj  = «2  = «3  = 7lk  = n 

zu  setzen,  und  die  nötbigen  Schemata  nach  §.  8.  aufzustellen, 
oder  man  kann  auch  die  Zusammenstellung  8)  §.  8.  und  1)  §.  0. 
direct  benutzen,  indem  man  diejenigen  Ausdrücke  unterdrückt, 
welche  vermöge  der  Aufgabe  nicht  voncommen  dürfen.  Diess  Un- 
terdrücken hängt  von  der  Stellenzahl  der  »r  ab.  Nach  der  Aufgabe 
c)  §.  6.  müssen  nämlich  alle  Ausdrücke  in  8.)  §.  8.,  worin  alle  Stel- 
lenzahlen der  11  ausschliesslich  niederer  als  r sind,  aus^estossen 
werden.  Nach  der  Aufgabe  d)  §.  6.  müssen  aber  diejenigen  Aus- 
drücke ausgestossen  werden , worin  Stellenzahlen  der  n Vorkom- 
men, welche  höher  als  r sind. 

Im  letzten  Falle  ist  die  Sache  an  und  für  sich  klar.  Weni- 
ger klar  dürfte  die  Sache  im  ersten  Falle  sein.  Es  werden 
aber  einige  Worte  genügen,  um  sie  festzustellen.  Soll  die  Grnp- 
penzahl  der  V’erbindungen  aus  n Elementen  zur  ^ten  Classe  bestimmt 
werden,  worin  irgenu  ein  Element  wenig.stenst  r mal  wiederholt 
erscheint,  so  ist  dadurch  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  andern 
Elemente  nicht  in  niederer  Anzahl  wiederholt  Vorkommen  dürfen, 
denn  die  Aufgabe  verlangt,  dass  irgend  ein  Element  entw  eder  r, 
oder  (r4'l),  oder  (r+2)  mal  u.  s.  w.  Vorkommen  solle.  An  diese 
Forderung  können  sich  nun  alle  die  Erscheinungen  in  den  einzel- 
nen Gruppen  knüpfen,  die  mit  dem  Sinne  der  Aufgabe  nicht  in 
Widerspruch  stehen,  als  da  sind  das  Vorkommen  einzelner  Ele- 
mente in  geringerer  Wiederholungszahl.  Sollte  der  Zutritt  der  so 
eben  berührten  Elemente  ausgeschlossen  sein,  so  müsste  die  Auf- 
gabe so  formulirt  sein : Oie  Gruppenzahl  der  Verbindun- 
gen aus  n Elementen  in  der  r/ten  Classe  soll  bestimmt 
werden,  worin  keinEienient>ve,niger  als  rmal  wiederholt 
er s che i n t , oder  worin  j ed es  mi  t wirkend e E lernen  t we- 
nigstens rmal  wiederholt  erscheint“.  Der  Sinn  dieser 
Aufgabe  ist  aber  offenbar  ein  ganz  anderer  als  der  hier  in  Frage 
stehende  iigd  unter  c)  §.6.  ausgesprochene.  Die  hierher  gehörigen 
Fragen  können,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  mit  den  vorhandenen 
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Mitteln  nnr  im  einzelnen  Falle  bestimmt  werden,  lassen  sich  aber 
immer  beantworten.  Hiernach  hat  man  z.  B.  ßir  die  Gruppenzahl 
der  Verbindungen  aus  n Elementen  in  der  6ten  Classe,  worin  irgend 
ein  Element  wenigstens  dreimal  wiederholt  erscheint. 


+ + 2«  (n-1)  + «. 


Die  Gruppenzahl  ^er  Verbindungen  aus  n Elementen  in  der 
6ten  Classe,  worin  irgend  ein  Element  höchstens  dreimal  wiederholt 
erscheint,  ist  aus  1)  §.  9. 


3 

9’ 


8 n(n — 1)...3."2.1  n(n — 4)  «(n— l)(n — 2) 

1.2...«  + — '1.2.3.4 + r.-2 

. n(w— l)(w— 2)(n— 3) 

+ 1.2.3 


Dass  die  hier  gemachten  Schlüsse  richtig  sind,  bestätigt  sich  da- 
durch, dass  man  von  den  Gruppenanzahlen  der  Verbindungen  mit 
beschränkten  Wiederholungen  auf  die  mit  unbeschränkten  über- 
»eben  kann.  So  ist  aus  8)  §.  8. 


'Cf«, 


«*,. .«n]®- 


n(n— l)(n— 2) 
- 1.2.“3 


1,  , „ w(n-fl)(n-p2) 

1 . 52  . 3 


nie  diese  sein  muss,  nenn  die  Gruppen  der* Verbindui^n  ans 
'(  Elementen  zur  3ten  Classe  gebildet  werden,  worin  die  Elemente 
venigstens  einmal  (also  auch  zwei  und  dreimal)  wiederholt  er- 
«chemen  sollen.  Ebenso  ist  ans  1)  9. 


C[o\ 


n(n— l)(n— 2)  . , . _«(»+l)(«+2) 

— j 2 . 3 — *)  + « — 1~2T3 — 


ff,,..«»]* 


= C'K,  fl*,. .««]*, 


vie  dies»  sein  muss,  weil  die  Elemente  in  den  Gru]tpen  büch- 
itens  dreimal  (also  auch  zwei  und  einmal)  wiederholt  erscheinen 
iollen.  Diess  bestätigt  sich  auch  an  Zahlenbeispielen.  So  ist 


C[ffi.  aj,..  fl«l*  = 321 


—3.3+  6 5.4  + O d o • 4 + 2.6.5-h6 , 


19* 
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6.5..2.1  . 6.5.4.3,2  . 6.5  4.3  . 6^ 
“1.2..0  + 1.2.3.4  +1.2’  1.2  1.2.3  ' 


Beide  Ausdrücke  ergänzen  sich  zur  vollständigen  Groppep- 
anzahl  mit  unbeschränkten  Wiederholungen,  und  es  ist,  wie  sein 
muss , 


C*[a,,  + 321  + 141=462, 

6.7.8,9.10.11 

C'[«i , «2» • • — 1.2.3.4.5.6  — 


also 


§.  11. 


Die  Gruppenanzahlen  der  Versetzungen,  ohne  ttnd  mit  Wieder- 
holungen, lassen  sich  aus  den  Gruppenanzahlen  der  Verbindun- 
gen ^biie  und  mit  Wiederbolungcn)  ableiten,  wenn  man  in  die 
einzelnen  Gruppen  der  Verbindungen  die  Versetzungen  einfuhrt, 
welche  die  in  innen  vorkommenden  Elemente  unter  einander  ein- 
gehen  können. 

Wendet  man  das  Gesagte  auf  die  in  §.  7.  — $.  10.  gefundenen 
Sätze  an,  so  beantworten  sich  folgende  Probleme: 

Die  Versetzungen  aus  irgend  einer  Elementenzahl  zur  jiten 
Classe  werden  gebildet.  Wie  gross  ist 

а)  die  .Anzahl  der  Gruppen,  worin  eine  bestimmte  Anzahl  von 
Elementen  wenigstens  einmal,  eine  andere  wenigstens  zweimal, 
eine  dritte  wenigstens  dreimal  u.  s.  w.  wiederholt  erscheinen! 
Diess  stellt  sich  in  Zeichen  so  dar: 

a a 8 * 

1)  '/*[«!,  a,,...o»j, 

б)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  eine  bestimmte  Anzahl  von 
Elementen  höchstens  einmal,  "eine  andere  höchstens  zweimal,  eine 
dritte  höchstens  dreimal  u.  s.  w.  wiederholt  erscheinen  ? In  Zeichen 

k k k k—l  k—l  2 

2)  */*[<?!,  ®2>---®>»i’  *•  ,. ..  ®n,, . • ■ e^n,— 1 , 

c)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  irgend  ein  Element  wenig- 
stens r mal  wiederholt  erscheint? 


Digitized  by  Google 


277 


3)  '^[«1, 

d)  die  Anzahl  der  Gruppen , worin  irgend  ein  Element  höchstens 
rmai  wiederholt  erscheint? 

4) 

Man  hat  zu  dem  Ende  nach  Angabe  von  §.  8.  die  nütbigen 
Schemata  zu  entwickeln,  hieraus  die  Funktionen  der  n,  wie  dort 
geschehen,  abzuleiten  und  mit  jeder  einzelnen  nach  G)  und  7)  §.  7. 
die  gehörige  Versetzungszahl  zu  verbinden,  denn  jede  Funktion  ' 
von  ft  bezieht  sich  auf  gleichartige  Gebilde  der  Gruppen. 

Die  Versetzungszahlen  leiten  sich  dadurch  aus  den  Gebilden 
der  e unmittelbar  leicht  ab,  wenn  man  bemerkt,  dass  alle  zusam- 
mengehörige Ansdrücke  eines  Schemas  einer  und  derselben  Di- 
mension oder  Classe  zugehöreii.  Jede  einzelne  Gruppe  der  e 
führt  daher  auf  eine  Bruchfakultät,  deren  Zähler  die  so  vielte  um 
die  Einheit  steigende  Fakultät  von  der  Einheit  ist  als  die  Summe 
aller  in  ihr  vorkommenden  Exponenten  von  e angiebt,  und  deren 
Nenner  aus  so  vielen  um  die  Einheit  steigenden  Fakultäten  be- 
steht, als  e Vorkommen.  Die  Exponenten  der  e bilden  dann  die 
Exponenten  der  einzelnen  Fakultäten.  Kommt  man  auf  das  Schema 
5)  m §.8.  zurück,  so  gehört  zu 


e*  «1  e»  e*  c»  c»=(e>)*  die  Versetzungszahl  ^ q ,, mm  i. 


c*  c*  e*  e* 

II 

>> 

l«|i 

e*  e*  e*  c* 

»9 

16|l 

e*  e*  e* 

II 

99 

1«|1 

e»  e» 

99 

1SH1S|1» 

u.  s.  f.  Bringt  man  nun  diese  Zahlenausdrücke  mit  den  zugehö- 
rigen Fakultäten  der  n in  V'erbindungen,  so  erhält  man  iiir  die 
Gruppenanzahlen  der  Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederho- 
lungen für  die  verschiedenen  Classen  folgende  Zusammenstellung : 

5)  ffa,. ...«»]*,=«, 

3 2 

'P[«l,  — ”l(”l — + 

a*.  • " («i-l)  (n— 2)+3ni(iia— 1)  -hw,. 


✓ 


Digitized  by  Google 


278 


2 S 4 

'P[au  «2 «».. «». • •••■  = ”i  («1— l)(«i  -2) («1  -3) 

+ «X  («1 — ^2)  +3nj  (»t2 — 1)  + 4ni  («3— 1)  »4. 

‘P  K , «2  •■•"".  > •••''».  > «»]*  = 

51—1  3l— 1 21—1 

= llj  + 10.«1  («2—1)  + 18 -«l  (»»2—1) 

+ («3— 2)  + 10«2(«3— 1)  + 5«i(«4““1)  +”»• 


2 « 

* P[^\  t ^2  » »»**1  > •***  »»“i — 

61-1  41-1  21-1  „21-1  31—1 

= n,  +15«!  (»2 — 4)+45«i  («2 — ^2)  +16wg 

+ 20 «1^ («3-3) +60«x(»»2— l)(»»3-2)+l0n3^ +15«,^^  . (;n4 ~2) 

+ ]5t12(R4 — 1)  +®»*1  (»»S~l)  + »»«  > 


u.  s.  w.  , 

Die  Zahlenausdrücke  für  die  Gruppen  der  in  2),  3)  und  4)  aiige- 
deuteten  Versetzungen  ergeben  sicn  nun  aus  D §.  9.  und  aus  dem 
Gesagten  leicht  Man  hat  daher  aus  gleichen  Gründen: 

6)  */*[«!,  «2 fln]*=»». 

2  2 2 21-1 
P\f^Xt  »»2> »»*i*  »»*1+1  — »»1  "§'»»2» 

3 3 2 3 1 

*P[«X «ni]*  = «l  + 3«a(«x— i)  + »»3i 

4 4 3 2 

*/»[«X>  »»*4  » »»*1  » ••••  »»«!>  ••••«ByJ  * 

41-1  , 21-1  „ 21-1  . , 

=«x  +0n2(»»i — 1)  +3«2  +4n3(«x— 1)  + »4, 

6 5 4 2 

*jP*j^«X » ••••  ÖH4>  •••  • »»«4  j •••  Un*  •••>  »»*1 J 

: J> f -|-10n2(«l — 1)  +15«2  (»»1 — 2)+ 10»»8(»»1“*^ 

+ 10»3  («2—1)  + 8 «4  (»1  — 1)  + «6  > 


*/>[4 


®»«4 , ••••  «05»  ••••  «n,  ®n,J®  — 

61-T  41-1  21-1  „21-1  31— « 

= «x  +15«2(»x — 1>  +45«2  («X — 2)  +15«a 

+ 20  «3  («X  — if  + 60  «3  («2 — 1)  («I  —2)  + 10»^* 

+ 15w4(«x— if  + 15  «*(«*— 1)  +6  «3  («X— 1)  + «6 . 
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li.  8.  «•.  Bei  diesen  Fakultäten -Ausdrücken  ist  die  Kranijt'sche- 
Bezeicliungs\Teise  = w(m — l)(;n— —x  -f- 1)  gebraucht. 

Hiernach  ist : 


4 4 8 3 3 2 - 

1®1  » — <<4 1 ^6»  ^9> 


.r= 


= 12.11.10.9+6.9.11.10  + 3.98-1^4.7.11  +4=18:148 


für 


«1  = 12.  «2=9,  «3  = 7,  «4=4. 
Würde  man  schreiben 


* 


3 4 4 3 

«3>  «J> 


3 3 

^7> 


2 2 

«S>  <*9>  ®10* 


«11.  «laJ^ 


wie  auch  geschieht,  so  hat  , «2  keine  Bedeutung,  da  die  Wic- 
derholungsexponcnten  nicht  höher  als  der  Classenexponent  wer- 
den kSiiiien. 


§.  12. 


Die  in  S-  6.  — §•  H geführte  Untersuchung  hat  die  darin 
aufgestellten  Frubleme  gelöst,  aber  keine  geschlossene  Ausdrücke 
geliefert,  uni  die  dort  vorgelegten  Fragen  zu  beantworten.  Wir 
wenden  uns  nun  zu  einer  zweiten  Auüösungsniethode,  die  dieser 
Beschränkung  nicht  unterliegt,  und  stellen  folgendes  Problem  zur 
Untersuchung  auf; 

Die  Verbindungen  raitWiederholungen  aus  n Ele- 
menten zur  «ten  Classs  e werden  gebildet.  Wie  gross  • 
ist  die  Zahl  Jer  (lru|i|ien,  worin  irgend  ein  Element 
wenigstens  rmal  erscheint? 

Die  Aufgabe  stellt  sich  in  Zeichen  dar; 

r r r r 

'C[«i,  «2,  «3....«nj». 

Eine  nothwendige  Bedingung  ist,  dass  ist.  Die  Methode, 

welche  wir  betreten,  besteht  darin,  dass  wir  uns  die  Gruppen  ge- 
bildet denken  und  nach  einer  liiehtung  hin  (von  der  Linken  zur 
Rechten)  dieselben  untersuchen  und  (ragen,  in  welchen  sich  die 
auflösenden  Gruppen  linden  können  und  dann  die  hiedurch  be- 
dingte Zahl  angeben. 

Din  auflösenden  Gruppen  sind 

(«lY.  (<hY,  (a^y.-ConY. 

Diese  Gruppen  können  entweder  auf  den  r ersten  Stellen,  oder 
auf  r Stellen  von  der  zweiten  Stelle  an,  oder  auf  r Stellen  von 


Digitized  by  Google 


der  dritten  an  u.  a.  f.,  oder  auf  den  r letzen  Stellen  erscheinen. 
Mit  jeder  eingenommenen  Stellung  werden  bestimmte  Bedingun- 
gen eintreten,  die  nicht  übersehen  werden  dürfen.  Cs  kann  nSm- 
lieh,  so  verlangt  es  die  Bildungsweise  der  Gruppen  der  Verbin- 
dungen mit  \^^ederholungen , keiner  der  genannten  Gruppen  ein 
Element  vorausgehen,  welches  die  gleiche  oder  gar  eine  hö- 
here Steilenzahi  führt,  und  ein  Element  folgen,  welches  eine 
niedere  Stellenzahl  fuhrt.  Elemente  mit  der  gleichen  Stellenzahl 
dürfen  folgen.  Nach  dieser  Bemerkung  beginnen  wir  mit  der 
Untersuchung  der  einzelnen  Fälle. 

a)  Die  auflösenden  Gruppen  nehmen  die  r ersten  Stellen  eia 
In  diesem  Falle  kann  auf  den  (q — r)  letzten  Stellen  jede  beliebige 
Zusammenstellung  von  Elementen  folgen,  welche  aen  oben  ge- 
stellten Grundbedingungen  nicht  widerspricht.  Hieraus  hat  man 
folgende  der  Aufgabe  genügende  Aufstellungen: 

(«a)’’(C'(«a.  «s-— «n)’“'’. 

(«s)'’  G'(ffa , «4, ...  an)i-' , 

«»'■  <7  («„)«-*•. 

Bestimmt  man  die  jedem  einzelnen  Ausdrucke  zugehörige  Grup- 
penzahl, so  hat  man  folgende  Reihe: 

=[w]?-r+  [n— l]«-r  + [n — 2]fl_r  + ....  [3]*-r  + [2]j_ r + [l]r-r 
Hierin  bedeutet 

[mjx-  j2 ^ — lx|i- 

b)  Die  auflüseuden  Gruppen  erscheinen  auf  r Stellen  von  der 
zweiten  Stelle  an.  Ein  Element  kann  daher  vorausgehen  und 
(^q—r — 1)  Elemente  können  folgen.  Vorausgehen  und  folgen  darf 
keines,  den  oben  genannten  Bedingungen  widersprechendes  Ele- 
ment Diess  führt  zu  folgender  Aufstellung: 

«i  (PiY  C («a . «8  ««)♦"'■“* . 

C'f«!,  öa)M«s)’’C'(«3.  «4.-o«)’“’‘"^ 

<7(01,  «f„  

— i )'^  C* (^i»— 1 > r7„)9~r~*, 

(y  (ff|, 
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Hierdurch  wird  folgende  Gnippenzahl  berbeigezogen ; 

+|L« — + j [« — 3]^— r^l...+  j-  [2],-r-,  . 

I 

= [n— =[k — 
denn  die  Gruppenfonn 

OiittifCfay, 

kann  als  den  Bedingungen  widersprechend  nicht  aufgenommen 
werden  und  ist  auch  in  der  Tbat  schon  unter  a)  vorgesehen. 

Die  Reihe  A%  und  alle  hierhergehürigen  Reihen  werden  nach 
folgendem  Gesetze  summirt: 

1)  Mt[llj.  + [»»— l>[2]p  + [2]t[n»— l]p  + [l]i[wi], 

r 1 m(fn  + l)(m +2)....(m  + A +p) 

— l»»J»+P+i  — 1.2.3 (A  + p + 1)  ~ l*+?+ii» ■ 

c)  Die  auflosenden  Gruppen  erscheinen  von  der  dritten  Stelle 
an.  Zwei  Elemente  können  vorausgehen  und  {q—r — ^2)  Elemente 
können  folgen.  Diess  führt  zu  folgendem  Aggregate: 

C'.(«i)*(«a)^  O ("a.  «s  - 

^ (®i  ®a)* (^a)’’  f'  (®8 » ®4> .... an)9^~* , 

«*,  «s)* («4)'' C" (*, a»’, ..  a» )»->-», 

®8»  a)*(®»— 1» 

C (ffi  «*, ...  «,_i)*(a„)>-  Cior, )«— *. 

Werden  die  einzelnen  Gruppen  gezählt,  so  erhält  man  nach  1) 

^8  = [l]a  [« — l]f-r-a  + [2J*  [n— 2J«-r-a + •••  [**~2]a  [2]»-r-a 

+ [” — Ha  [l]»-r-a 

= [n— l]j_r+i. 

d)  Rücken  die  auflösenden  Grapen  auf  r Stellen  vor  von  der 
vierten  an,  so  hat  man  folgende  Zusammenfassung: 

C'(®i)*(®i)*'  

C'K,  aa)®(«a)’^  C"(a„  «4,... 

0{.a^,  ö*,  ®s)»)(«4)’‘  C"(®4. 


Digilized  by  Googl 


282 


G {fli  fln— l)'^  C’^(rta— 1,  rtn)^  ^ *> 

C («i  «a  ...an-i)*(rtn)''  C'(an)«-’’-*. 


Hieraus  und  aus  1)  ergibt  sich  die  Zahl  der  Gruppen 

^4  = [l]s  [« — lJ«-r-3  + [2]s[«~l]«-r-S*—[”~2]3[2],_r-3 

+ [«  — l]3[l],-r-3 

= [« — l]f— r-|-|. 

Diese  Schlüsse  wiederholen  sich-  Jede  einzelne  Aufstellung  fuhrt 
zur  nämlichen  Gruppenzahl,  denn  die  den  auilOseiiden  Gruppen 
vorausgehendeii  und  nachfolgenden  Gebilde  ergänzen  sich  immer 
zu  gleichen  Dimensionen.  Hiernach  erzeugt  sich  der  Ausdruck 

[11 — lj,_r+i  im  Ganzen  {q — r)  mal.  Denn  er  kommt  in  allen  Fäl- 
en  mit  Ausnahme  des  ersten  («),  also  in  den  {q—r)  letzten  Stel- 
lungen vor.  Die  Summe  aller  auf  diese  Weise  io  Betrachtung 
kommenden  Gruppen  ist 

"k  "k  + + » 

und  sie  fuhrt  zu  folgendem  Ausdrucke: 

2)  Af=[n],-r+i -f  (y-T)[n— l],-r+, 

w(;t  + l)(w  -f  2) (w  4- q—r)  fy— r-1) 

~ 1.2.3 (9--r  + l)  1.2.3...(9-r+l) 

Diese  Schlüsse  führen  so  lange  zu  einem  richtigen  Resultate, 
bis  die  vorausgebenden  Gruppen  zur  rten  Classe  angewachsen 
sind.  Geschieht  diess,  dann  enthalten  die  vorausgehenden  Grop- 
pen selbst  wieder  Gebilde,  welche  der  Aufgabe  genügen.  Diese 
müssen  sofort  gezählt  und  ausgeschieden  werden.  Die  Darstel- 
lung, wodurch  me  erste  Ausscheidung  bedingt  wird,  hat  folgende 
Gestalt; 

G(aiY  («a)'-  «3...//,)«-*^  . 

I . . .. 

C'K,  a^y  («3)<-  C'(Ö,,  «4,,,.  , 

0^(01  (^4)^  (/Z4*  Ä5f  j 


G (Ol,  «s.  - «»-!»)’■  («n-i)’^  ^(««-1 , a„y-^  , 

C'  («1.  «8. ...  K)’’  G K)«-»' . 

Die  Ausscheidungen  können  durch  die  Gleichung  2)  bewerk- 
stelligt werden,  indem  man  der  Reihe  nach  wegen  oer  vorausge- 
gehenden  Ausdrücke  q = r und  statt  n allmählig  die  Eiementen- 
anzahlen,  also  I,  2,  3,  4,  ....,n— 1 setzt.  Wegen  des  ersten  Aus- 
drucks ist  dann  auszuscheiden: 

[l]i  [n — l)t-ar  . 
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wegen  des  zweiten 

[2] ,  [n— 2]9_4r . 

w’egen  des  dritten 

[3] i  [«— 2],_4r 
u.  8.  w.  wegen  des  letzten 

^(®l»  0%’"  On—iY  > 

endlich 

l«-i]iLiW.  ■ 

Die  Summe  aller  dieser  Ausscheidungen  bedingt  folgende, Reihe : 


Bl 1[»— l]y-4r  +[2]i'[n — 2],_jr  +[3]|[n — 2]j—jr  ••■.[« — l]l[l]»-*r 

I 

Die  Darstellung,  wodurch  die  zweite  Ausscheidung  bedingt 
ist,  fasst  sich  in  Folgendem  zusammen: 

CKK+K«*)’’  «73 

C'C«!  öt)r+*(ä’s)’’  ffa.-.ön)«“*'“*. 

Cifli  <7*,  CXa*>  «6>  - 

C'  (fli  «a «n-i)’’+*  («n)’’  C 

/ 

Um  alle  hieraus  auszuscheidende  Gruppen  zu  erhalten,  hat  man 
r-|- 1 statt  if  und  1,  2,  3....(n— 1)  statt  n in  2)  zu  setzen  und  mit 
den  nachfolgenden  ergänzenden  Gruppenzablen  zu  vervieltachen. 
Eis  entsteht  sodann:  ... 

■ [[2],  + l.[l].][«-2] 

[[3].+  l.[2J,][n-3],_„-3, 


[[n-l],  + l.[n-2]]a[l]^i. 

Wird  nun  vervielfacht,  so  entstehen  zwei  Reihen,  die  sich 
nach  der  Gleichung  1)  summiren  lassen,  und  man  erhält 

[ l ja  l«  — 1 Ja-  ai— 1 + [2]a  [«  — 2Ja_ar-i  • • • 

.. ..  [n—  l]a  [IJa-ar-i  =[w  — IJf-ar^^s  > 
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2]f-2r-i  +[2]2[w  — SJj-y— J.... 

....[m— 2]j[l]j-ar-i  =[m — 2],_ar^,. 
Die  hiedurch  bedingte  anszuscheidende  Gruppeozahl  ist 
[«— 1]?— ar-fa  + 1 [n — ^2]f-ar4-2  • 

Die  dritte  Ausscheidung  ist  durch  folgende  Zusaiumenstellung 
bedingt : 

C C («a,  «, ... 

C'K,  ffa5’‘+“(«3)’’  «n)«-®'-*, 

ff*,  «,)’■+*  (a,)''  6’'(ff4,  ff6,...a„)«-»r-». 


e(a„  ffa,...«B-i)'’+®(ffn)'’  C'(ff»)«-*'-a. 

Die  hieraus  hervorgehenden  Gruppenzahlen  ergeben  sich,  wenn 
r+2  statt  r/  und  allniählig  1,  2,  3,....n— 1 statt  rt  in  2)  gesetzt 
wird.  Dadurch  entsteht 

([^]s  + 2-0)  [n — l]f— *!■_* » 

([2]s  + 2 [IJa)  [n— 2]j— ir-a » 

(Piz  + 2 [2]j)  [n— 3]«_ar-a , 

([w— l]s  + 2 [n— 2]3)  [l]«_ar-a  • 

Wird  hier  vervielfacht,  so  entstehen  wieder  zwei  Reiben,  die 
sich  nach  1)  sumrairen  lassen  und  man  erhält  sofort  fiir  die  durch 
obige  Aufstellung  bedingten  Ausscheidungen 

Bi  = l**— l]«-ar+a  + 2 [« — ^2]f-ar4a- 

Diese  Ausscheidungen  führen  sich  nun  leicht  weiter  fort.  Die 
Darstellung,  wozu  man  bei  der  letzten  Ausscheidung  gelangt,  ist: 

e(ffi)«-^(ffa)*- , 

e(ffi  ffa)»-’-(«8)'-. 

C*(ffi  ff*,  ffs)«-^(ff4)’'  . 

OiOi  ff* (ff„)r  . 


Um  die  hiedurch  bedingte  Gruppenzahi  zu  erhalten,  hat  man  in 
2)  q — r statt  q und  l,  % 3 ...  (n — 1)  statt  n zu  setzen.  Man  erhält: 
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[J]»-v+i  +(7 — 2r).0, 

[2]»-*f4i  +(7 — 2r)  [l]^_jr4j , / 

Plfl-ai+i  + (7 — ^r)  [2]y_,rfi . 

[«-l]«-*’'+i+(7— 2»-)[«-2],-*rfi.  ' , 

Diese  zn^ei  UaiheD  vereinigen  sich  in  folgenden  Ausdruck: 

^«-*'■+1  = + (7— 2r)  [n— 2]j-ar+* . 

Alle  die  auf  diesem  Wege  erhaltenen  Ausscheidungen  werden 
durch  die  Summe 


ßl  + Bf  -t-Äj-f-....  Bq—^r-\-l  — N 

angegeben,  welche  (7— 2r  + l)  Glieder  hat.  Alle  ß enthalten 
den  Ausdruck 

[n— 

Dieser  Ausdruck  kommt  daher  {q — 2r  + l)  mal  vor.  Die  (7 — ^2r) 
letzten  ß enthalten  noch  einen  zweiten  Ausdruck,  der  einem  be- 
stimmten Gesetze  unterliegt,  sich  auf  folgende  Weise  darstellt 
und  zusaiunienziehen  lässt;  ' 

1,  [n — 2],_2r+a  + 2 [n — ^2],-ar+a + 3 [n — 2]f-ar^2  + ... 

•••[7— 2r][n— 2],-ari* 


^(7  ^rK7_2r  + 1)  [y-2r},.[n-2],-ar+.. 


Die  Gruppenzahl,  welche  daher  von  2)  ausgeschieden  werden  muss, 
begreift  sich  in  folgendem  Ausdruck: 


3)  i\  = [7 — 2r+l]i  [n— l]v-ar4*+  [7~2r]2[n— 2],_ar4a 


_(7  2r  + l)  1.2....(9_2r  + 2) 

. (7-2r)(7— 2r+l)  («— 2)  (n-1)« 

1.2  1.2.3. 


• tn+y— 2r— 1) 
(9-2r  + 2 • 


Diese  Ausscheidungen  sind  so  lange  richtig,  bis  sich  die  den 
auilüsenden  Gruppen  vorangehenden  Verbindungsclassen  bis  zur 
(2r)ten  Dimension  erheben.  In  diesem  Falle  sind  zu  viel  ausge- 
scbieden  worden  und  zwar  alle  unter  den  ausgeschiedenen  begrif- 
fene Gruppen,  welche  die  Eigenschaft  der  auilüsenden  Gruppen 
selbst  hauen. 

Die  Gleichung  3)  kann  nun  benutzt  werden,  um  die  Ausschei- 
dungen zu  bewerk^stelligen,  denn  sie  zeigt  die  Gruppen  an,  welche 
die  Eigenschaft  des  wiederholten  Zusammentrittes  haben.  Es 
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wird  nun  nicht  mehr  nOthig  die  erforderlichen  Zasammensteilon 

gen  zu  geben.  Mat  hat  nur  2r,  2r-|-l,  2r-(-2, q — r statt  9 and 

allmählig  1,  2,  3 ....  (n  1)  statt  n bei  jedem  einzelnen  Werthe  ron 
o in  3)  zu  setzen,  und  jedes  einzelne  Glied  mit  der  ergänzenden 
Verbindungszahl  zu  vervielfachen.  Es  werden  auch  hier  immer 
Reihen  entstehen,  die  sich  nach  1)  snmmiren  lassen.  Die  Ans- 
drücke, welche  hiedurch  erzeugt  vrerden,  sind  der  Reihe  nach 
folgende: 


Ci  — [l]i  . [l]a  [k — 2]j_8r  — [l]i 


[lil[3]a[n-4],-8. 


Wird  nun  2r-f  1 statt  9 und  allmälig  1,  2,...  (n— 1)  statt  n in  ^ 

fesetzt  und  werden  die  hieraus  sich  ergebenden  Ausdrücke  mit 
en  ergänzenden  Verbinduugsclassen  verbunden,  so  entsteht  in 
Rücksicht  auf  1) 

Cn— (2  [l]s+  [U«®)  — 2]j_3r-i  =2  [n— 2]4_gr+8  -f-  [l]a  [»— 3j9_gr.f1 

(2  [2]g  + [l]a  [I]j)  [n-3]9_gr-i 

(2[3]g  +[l]a[2]3)  [m— 4]9_jr_| 

(2  [m  2]3  -f  [lJ-2  [m  — 3]g)  [1  Jj-jr-i  ; 

Ferner  wird  für  2r4'2  statt  9 und  unter  den  oben  angegebenen 
Bedingungen : 

C3  = (3[l]4+[2]*[0j4)[«— 2j9-3r-2=3fn— 2],_3r^g+[2]3[«_3]9_jr4s 
(3[2j4+[2]2Llj4)[«-3J,_3r-a 
(3[3J*  F [•2]a  [2]4[w— 


(3]  rt — 2]g  F [2 Ja  \n~Z\i^  [l]9_3r_a 

n.  s.  w.  Man  erkennt  nun  leicht,  welchem  Gesetze  die  sämmtli- 
chen  C unterliegen.  Es  entstehen  zwei  Reihen,  wovon  die  erste 
(^— 3r-|-l)  Glieder  und  die  andere  (9— 3r)  Glieder  zählt,  die 
sich  auf  folgende  Weise  behandeln  lassen: 


(1 F 2 F 3 F 4 ....  F (9— 3r  F !))[«— 2],-3r+3 


(9-3rFT)(9-3rF2) 
l , 2 


[n — 2]9_3r43T 
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([1]b  ■♦■[2J2  +[3]a  •..'-K9-r2r]a)  [rt-SJ^sr+a  =i[9-2r]3  [»— 3]a_„+g 
Für  die  aus  3)  auszuscheidende  Gruppenanzahl  ist  sofort 

4)  P=  [9 — 3r+l]a  [n — 2]g— gr-f-s  + [9 — 2r]g  [n — 3]{-gr-fg 

’_(9— 3r-fl)  (9— 3r+2)  (w— 2)(n— 1)....  («-^9— 3r) 

— *1.2  1 . 2....(9— 3r+3) 

. (9— 2r)(9— 2r+l)(9— 2r+2)  (n— 3)(n— 2)....(n+9-3r— 1) 
1.2.3  1 . 2~T3  ...  (9-3r+3)  ’ 

Setzt  man  nun  diese  Schlussweise  fort,  so  erhält  man  für  die 
Zahl  aller  auflüsenden  Gruppen  (A) 

5)  A-M-N+P—Q+ 

Hieraus  entsteht  durch  Einführung  der  anfgefiindenen  Werthe: 

‘ r r r r * 

6)  ^ 0^9  <^8» — 

— [«]»— r f-i  + [9 — r]i  [n — l]y— r.|-j 

- [9— 2r  fl],  [W— l]«-ar+2  — t?— 2j-]a[n— 2],_ar+g 

-f  [9 — 3r-fl]g[n  2]j_gr4-g  +[9 — 3r]g[Jt — 3]f— gr^-g 

[9 — 4r+l]g  [W  — 3]^_4r+4  — [9 — 4r]4  [»— 4]j-4t+4 
: • \ 

_(»«(«+ l)...(n-f  9— r)  9— rfn— l)w  (n+1)...  (nf9— r— 1) 

“1.2  ..  (9-r+l)  + 1 1.2.3....  (9-r+l) 

9— 2yfl  (n— l)«....(wf 9— 2r) 

1 r.2...(9-2r  + 2) 

(9— 2r)  (9— 2rf  1)  {n — 2)  (n — 1) ....  (m  f 9— 2r — 1) 

- 1 . 2“  rr2  . . .T  (9~— 2^+ 2)~ 

(9— 2rfl)(9— 2rf2)  (n— 2)  (w— 1) ...  («f  9— 3r) 

1.2  '1.2....  (9-3rf3) 

(9-2r)(9-2rfl)(9-2rf2)  («-3)(«-2)...(uf9-3r-l) 
1.2.3  ■ 1.2....  (9-3r  + 3)  ' 

Diese  Darstellung  lässt  sich  auch  so  umformen ; 

^ l>»4«-rll  ^ 9— r ln+«-r-l|l 

> ^~]n-l|ll9-V+llT  + 1 • Jn-auij-r+lil 

9— 2r  + l ]"+«-2rll.  (9— 2r)*,l  In+«-2r-lil 

1 ln-271  2?-2r+2|  I l«n  ln-3il 
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(flr— 3r+l)*l»  (7-3r)»l»  l»+»-ir-J|l 

l»-8  11,-lr+S|l+  18|1  • J5=l4P^ar+«|r 


lau 


Werden  hierin  die  Fakuitäten  im  Nenner,  welche  den  Exponenten 

ly  führen,  auegeschieden , so  ergibt  sich  folgende  Darstellung: 

» 

,(9-r+2)»-iU  y-r(7— r+2)«-*U 

— + 1 


q — 2r+l  (9 — 2r+3)"~®l*  {q — 2r)*l^  {q — ^2r+3)"~*I* 

1 l*ii  I5=8fi 

.'(7-3r+ly®U  (9— 3r+4)»-»|»  , (9-3r)»l»(9— 3r+4)—«l» 
+ pTi  ■ + i8|i  1«-4U 


Bei  kleinen  n wird  sich  diese.  Darstellung  Tortbeilhaft  gebrau- 
chen lassen. 

Die  Anwendung  dieser  Gleichungen  auf  besondere  Fälle  ut 
sehr  bequem.  So  ist  z.  B. 


8 8^^  fl.7.8.9  . „ 6.6.7.S  , 5.6 

~1.2.3.4+'^1.2.3.4~*’1.2 


= 126+3.70  — 15=321, 


wenn  man  r=3,  » = 6,  q = 6 in  Nr.  6)  setzt,  wie  schon  oben 
$.  10.  gefunden  wurde. 

Die  Gruppenanzahl  der  Verbindungen,  worin  irgend  ein  Ele- 
ment höchstens  rmal  wiederholt  erscheint,  ergibt  sich  aus  6)  leicht 
Man  bat  zu  dem  Ende  (r+1)  statt  r zu  setzen  und  das  erhaltene 
Resultat  von  der  Gesaniiutzahl  der  Gruppen  mit  unbeschränkten 
Wiederholungen  abzuziuhen , denn  die  gesuchte  Gruppenanzabl 
ist  die  Ergänzung  zu  der  vollständigen  Gruppenanzahl.  Uiernacbi8t 


r r r r 

9)  ®a*  Og,...On]^~ 

= Me 


- [fl'-»--l]i  [n-l]?-r 

+ [” — l]«-ar  + [9 — ^2r— 2]a  [» — 2]^— 

— [y— 3r — 2]j  [w— 2]j_3r  — [5^ — 3r — 3]3  [n — 3]f-3r 
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- 

-|f»w 


Mit 

Uie  f 
menten  in 
die  Zahl  dtiW  . 
rmal  wiedrlt^ 


Dieaes 
bejdeitendet 
indüaeDdeii 
itimmt  «ich 
Und  das  M 


10) 


0®fk  Ci/  ad ' 
deiteteo  Zahk^^,^ 
»ickelten  Dan^^^ 

Dieser 


§.  13. 

ch  übrig  folgendes  Problem  zu  lösem: 

'.iingen  mit  Wiederholungen  aus  n Efa* 
II  Classe  werden  gebildet.  Wie  gross 
r Grunpen,  worin  irgend  ein  Element 
1 wiederholt  erscheint'!  ln  Zeichen 

igen,  welche  zu  der  Aufgabe  des  vorigen 
wurden,  gelten  mit  wenigen  Abänderungen 
■■abe  wird  deswegen  auf  eine  ähnliche  und 

Gruppen 

'1^.  («2)^  («s)".-.(«n)’- 

steil  Stelle  an.  In  diesem  Falle  können 
terschied  auf  den  letzten  (q—r)  folgenden 
'en  Anordnung  aufrücken.  Hieraus  ergibt 

= P'  (Oj  r , «ij'- , . . . an’')  ' P'  (ff  1 , «9  . . . 


Ban  hat  (r+iai 
■Bst  Ton  6)  ^ 
^ Problem. 

nenten 

urnpp^f^^ 

r und  höehn,»: 
'+*.  >-+2,> 
Hiebei  in 
12) 


i*t,  wie  nch, 
»eAindniijtt  ^ 
Classe.  ^ 

TVü  XV. 


...inP'(o,r,  a3r,...a„>-)i 
L wird. 

ch  bedingten  Gruppen  ist 

li 

Stelle  weiter,  so  kann  ein  fremdes 
nden  Gruppen  treten,  ohne  dass  die 
ifkehoben  werden.  Die  Fieraente  der 
1**“  j.  ersten  Stellen 

■gesehen.  Daher  muss 
n Stellen  erscheinen, 
den  nachfolgenden 
ohne  Unterschied 
h: 

„)<l-r-l 

20* 
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üie  Richtigkeit  dieser  Gleichungen  soll  an  einigen  besondem 
Fällen  nachgevrieseii  werden. 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  6 Elementen  zur  flten  Classe 
sollen  gezählt  werden,  worin  irgend  ein  Element  gerade  dreimal 
wiederholt  erscheint.  Man  findet  sie,  wenn  man  q—Q,  n = 6 und 
r=3,  dann  r—i  in  Nr.  6.  setzt.  Hiernach  ist 


— C«, 


^ fi.7.8.9  . „ 5.67.8 


1.2.3.4 
6.7.8 
■ 1.2.3 


i.2.3.4 

5.6.7 

oni 


• 1.  — = 321—126=195. 


Löst  man  die  Aufgabe  nach  der  in  8)  angegebenen  Methode, 
so  hat  man  für  die  e folgendes  Schema : 

e®  e*  e*  + e*  e®. 


woraus  sich  folgende  Gruppenzabl  ableitet; 


6.S.4.3  6.5 


Die  Gruppen  der  Verbindungen  zur  6ten  Classe  aus  6 Elemen- 
ten sollen  bestimmt  werden,  worin  ein  Element  wenigstens  zwei- 
mal und  höchstens  viermal  wiederholt  erscheint.  Man  hat  q=6, 
n~6,  r=2  und  ir  = 5 zu  setzen,  und  es  ist 

, ^ ^ 6.7.8.9.10  . , 5.6  7.8.9  „ 5.6.7.S  „ 4 5,6.7 

^*•4—  U’t  U.s  — 1 .2.3.4, 5 + '*1.2  3.4.5  ‘ 1 .2.3.4  ~ '*1 .2.3.4 

4.5.6 
+ 1.2.3 

“1.2“1.2 

= 461  — 36  = 425. 

Löst  man  auch  hier  die  Aufgabe  nach  dem  Schema  der  e, 
so  ist 


e*  c*  + c*  e*  e*  e*  e* 

e*  e*  c*  e*-t  e*  e®  e* 

c*  c*  c*  + e®  e*. 


wodurch  folgende  Anzahl  bedingt  ist : 

^2.4-  1.2.3.4  -+ 1.2  • 1.2  + 1.2.3  + 1.2.3'^ + " 

= 425. 
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§.  M 

Es  ist  nan  nocii  übrig  fotgendes  Probleifl  zu  iSsea: 

Oie  Versetzungen  mit  Wiederholungen  aus  n Eie* 
menten  zur  ^ten  CJasse  «yerdeo  gebildet.  Wie  gross 
ist  die  Zahl  der  Gruppen,  vrorin  irgendein  Element 
wenigstens  mal  wieuerholt  erscheint?  fn  Zeichen 

P[ai',  ««^1«. 

Die  Vorbedingungen,  welche  zu  der  Aufgabe  des  vorigen 
Paragraphen  gestellt  wurden,  gelten  mit  wenigen  Abänderungen 
auch  hier.  Die  Aufgabe  wird  deswegen  auf  eine  ähnliche  und 
folgende  Weise  'gelöst: 

ä)  Die  auflösenden  Gruppen 

(«l)^  («a/.  (aJ)^...(a«)'• 

erscheinen  von  der  ersten  Stelle  an.  In  diesem  Falle  können 
alle  Elemente  ohne  Unterschied  auf  den  letzten  (9— r)  folgenden 
Stellen  in  leder  beliebigen  Anordnung  aufrflcken.  Hieraus  ergibt 
sich  folgendes  Schema: 

(u,yP'(oi,  ==P(o/, 

(«,)'■/*' («1,  04, ...  ««)«-'■ 

(««)'■  P'(ai, 

wenn  jede  der  Gruppen  \ 

(«I)^ 

als  ein  Element  betrachtet  wird. 

Die  Anzahl  der  hiedurch  bedingten  Gruppen  ist 

Ai=n.n9—^ . 

b)  Geht  man  nun  eine  Stelle  weiter,  so  kann  ein  fremdes 
Element  in  jede  der  auflösenden  Gruppen  treten,  ohne  dass  die 
Bedingungen  der  Aufgabe  aufgehoben  werden.  Die  Elemente  der 
auflüsenden  Gruppen  dürfen  aber  nicht  auf  den  r ersten  Stellen 
erscheinen,  denn  dieser  Fall  ist  in  a)  vorgesehen.  Daher  muss 
ein  fremdes  Element  auf  einer  der  r ersten  Stellen  erscheinen, 
oder  es  bann  r Stellen  durchlaufen.  Auf  den  nachfolgenden 
(f-~r— 1)  Stellen  können  alle  Elemente  ohne  Untersdüed 
erscheinen.  Hieraus  entsteht  folgendes  Schema: 

(fll)«— «fj  . . . 

20* 
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(a,)'-‘P'(«|.  %.  Ö4>  fla.  - nn)’  ’’  ’ 

(On)’'-^/*'(«l.  «a,...ffn-iP-OnP'(ai,  fl*,  . . . • 

Das  getrennte  Element  hinter  dem  Punkte  nimmt  eine  feste  Stel- 
lung ein.  Jede  Zusammenstellung  von 

03>--®n)*5 

bringt  wegen  des  Eintrittes  eines  fremden  Elementes 
r(r— 1)...2,1  r 

Versetzungfen  hervor.  Hieraus  ergibt  sich  folgende  der  Aufgabe 
genügende  Gruppenzahl: 


= j . n(n — 1)  »?-»■- 1 . 

c)  Geht  man  nun  zwef  Stellen  weiter  und  dehnt  diese  Be- 
trachtung auf  (r  + 2)  Stellen  aus,  so  können  zwei  fremde  Ele- 
mente zwischen  die  auflösenderi  Gruppen  treten.  Die  fremden 
Elemente  müssen  aber  auf  den  (r+1)  ersten  Stellen  Vorkommen, 
weil  sonst  die  unter  a)  und  b)  vorgesehenen  Fälle  eintreten  wür- 
den. Diese  führt  zu  folgendem  Schema : 

/ 

(«1  )'■- 1 P“  (Oj,  «3  . . . On)®  . fli  /*'  (ff, , rtj  . . . ffn)»-’"-®  - 

(ffj)’'-  * P'  (ff , ff3, . . . ffij)® . «2  P'  (ff, , ff a . . . ffn)»~^“® 

(ffs)'"-»  P (ff, , ffj,  ff4, . . . a„)® . «3  P'  (ff, , «2  . . . rtn)«-’’-* 


P' (ff„ «2 . . . fffi-i)® . onP  (ai,a^.. . ffn)»“'^® . 


Das  getrennte  Element  hinter  dem  Punkte  nimmt  auch  hier  eine 
feste  Stellung  ein.  Die  vorausgehenden  (r-f-1)  Elemente  können 
unter  sich  jede  beliebige  Stellung  einnehmen.  Die  aus  diesen 
Versetzungen  sich  ergebende  Verviellachungszahl  ist 

(r-fl)(r)(r — 1)...3.2.1  r(r+I) 

1.2.1.2....(r— 1)  ~ "TX  ■ 

Sie  gehört  jeder  einzelnen  Gruppe  in  der  vorstehenden  Zusammen- 
stellung an.  n Gruppen  sind  es.  Die  hieraus  sich  ergebende 
Zahl  der  der  Aufgabe  genügenden  Gruppen  ist 

r (t  + 1) 
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$>e(zt  nianuuti  die  angegebeue  Schlussweise  durch  alle  Stellen 
fort  und  zählt  die  hieraus  fliessenden  Gruppen  zusammen,  so  hat 
man  sofort  folgende  Gesammt  - Gruppen -Anzahl : 


1)  ^ — -^1  + -4z  + + 

r 


=nn<i-'+j^n (n~l ) n«-’- * + n (n - 4- . . . . 

r(r  + l)(r  + 2)....(v-l) 

• • • — " • (”  ~ 

=n[«*-'-+[r],(M— I)««-r-i_f.[r]a(«-l)*«9-r-2+[rj3(«-I)3„?-r-3  4.. 


=n  So  M*  («—!)* 

j:  durchlauf*  dieWerthe  0,  1,  2,  3....(y — r). 

Diese  Schlüsse  führen  so  lange  auf  ein  richtiges  Resultat,  als  die 
ein^schobenen  Elemente  die  rte  Ciasse  nicht  erreichen.  Er- 
rei^en  sie  diese  und  erheben  sie  sich  darüber,  so  werden  zu 
viele  Gruppen  gezählt,  und  zwar  alle  diejenigen,  welche  in  den 
.\usdrück  en 

P'  (Oj,  « 3 . . . an)' , P'  (dl , «3 P (Oi,  «4  .. . fln-i )r 

und  den  zugehörigen  höhern  Classen  enthalten  sind  und  die  Ei- 
genschaft haben,  der  Aufgabe  zu  genügen.  Sie  müssen  tixirt  und 
von  1)  ausgeschiedeu  werden. 

Die  Gruppen,  welche  in  dera'Ausdrucke  P (02»  «3  • • • «»)''  ent- 
halten sind,  haben  die  Form 


(Oa)^  (“s)'".  M'...(On)'. 

Ihre  Zahl  ist  (n— 1),  denn  die  Zahl  der  Elemente  ist  um  die 
Einheit  verkürzt.  Die  Ausscheidungen  sind  durch  die  Glieder 
der  nachstehenden  Reihe; 


[r],n(n  — [rjr j | w (n  — 

[r]r+2  w(w— 1)''+®««-®'^-*, 


und  in  ihnen  durch  die  Ausdrücke 

(rt-l)^  (n-l)Ha,.. 


bedingt.  IMan^  findet  nun  die  auszuscheidenden  Gruppenanzablen 
leicht,  wenn  man  die  ebengeuannten  Ausdrücke  nach  der  Glei- 
chung 1)  behandelt.  Diess  geschieht,  indem  man  n— 1 statt  n und 
allmählig  r,  r-f- 1,  r-f2,....  statt  o schreibt  und  die  fehlenden 
Stellen  durch  die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  ergänzt.  Da- 
durch erhält  man  folgende  auszuscheidende  Gruppenanzahlen: 
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3)  Bl  =[f)rw(n^l>i*9-*'< 

= W’'+i  « ((«—1 )(«—!)  + j(«— l)(n— 2))n?-»-‘ , 

A = Wr-H  n ((n— l)(n— 1)*  + ~ ^ in— 2)  (n—t) 

+ M*  (” — 0 (”  —2)*> 

Bt=[r]r+a  « ((«—!)  («—!)*  + j («— 1)  (»—2)  (n— 1)® 

+ [r]a(n— 1)(»— 2)®(n— 1)  + [rJsCn— l)(n— 2)S)nT-*''-’, 

Br+i  = Mar  n ((n— 1)  (n— l)»"  + r (n— 1)  (n — 2)(n— 1)»^*  + . .. 

. . . 1)(» — 2)'’)  ni-*' , 

Man  kann  oua  die  Klammern  adirrsen  und  anders  oidneo. 
Dadureb  geht  2)  fiber  io 

3)  ß=n(n— l)[Mrn®“*'+  Mr+i  («— 1)  «®"®^* 

+ r . n (n— 1)  (n— 2)  [Mr+i  + [r]rfa(M— 

+ Hr+»  (n— 1)*  nS-®»-»  +....] 

+ Ma  « (n— 1)  (m— 2)®  TMr+a  «’“*'“  ® + Mr+a  ^ 

+ MrM(n— l)(n-  2)^[r]ar + Mar+i  (a-I) ‘ 

+ Mar+a  (n— • • • • ] 
d Mr+i  n(n— l)(n— 2)'-+i  [Mar+i  + Mar+a 

+ Mar+j(«-l) 

^ Mr+a«  (n— 1)  («— 2)'‘+*[Mar+a«»~®'"®  + Mar+s(«— 0««“*^“’ 

+ Mar+4(«— 1)  + ...] 


Die  Darstellung  3)  lässt  sich  mittelst  der  2 auf  eine  dieUebei- 
sicht  erleichternde  Weise  wiedergeben  und  zwar  auf  folgende 
Weise: 

4)  £=n(a—l)^»Mr+* 

+ Ml » ^ 2) -So  [r]r+i+x  («  - 1 )^.  ««-»r- ‘ 
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f [r]a  M (h  - 1)  («—2)*  So  [»•]r+a+x  («—!)'  ■ 


+ [r]r  n (b— l)  (n— 2)»'  2g  Wa>-+x  (»— 1)*  nr-^'~* 

+ Wr4i « («— J)  (b— 2)'^+»  So  Warfi+^C«— 
f [r]rf*B  (n-1)  (n-2)'-+a  -SoVWa+*  (b-I)'bJ-»^-*-' 


oder: 


5)  B—n  (n-1)  [»•ly(B— 2)9(2;,  [r]r+j fx (n— 1)* . 

In  5)  hat  man  statt v allmählig  dieVVerthe  0,  1,  2,  3...^ — 2r 
(also  bis  zu  der  ifühe , wodurch  der  Exponent  von  n 
in  0 übergeht)  zu  setzen  und  dann  hat  man  fiir  jeden  einzelnen 
bestimmten  Zablenwerth  für  y allmählig  die  Wertne  0,  1,  2,  3... 
für  X einzuführen  und  zwar  bis  zu  der  Hübe,  wodurch  der  Expo- 
nent von  n in  0 übergeht. 

Die  hier  gemachten  Schlüsse  sichern  so  lange  ein  richtiges 
Resultat,  bis  der  Exponent  von  (n— 2)  sich  auf  r und  darüber 
erhebt.  Von  da  an  sind  wieder  Ausscheidungen  aus  4)  zu  machen, 
und  zwar  in  Beziehung  auf  (n— 2),  wie  sie  vorher  auf  (n — 1)  ge- 
macht wurden. 

In  dem  Ausdrucke  (Nr.  4.) 


[r]r  B (n— 1 ) (b  -2)'-  Sg  [r]jr+x  (n— l)*n»-»'^-» 

ist  (n—2y  nach  der  Gleichung  1)  zu  behandeln  und  zu  dem  Ende 
9=:r  und  (r — 2)  statt  n zu  setzen.  Dadurch  erhält  man  als  aus- 
zuscheidende Gruppenzahl 

[r],  B (b  - 1)  2;<,  [r]ar-px  (n— l)»  . (n— 2). 

In  dem  Ausdrucke 


[rjr-p,  B (b— 1)  (n— 2)’-+»  Sg  [rj4r+,-px(n— l)*n»-»^-*-* 

von  Nr.  4.  ist  wegen  (n— 2)’’+*  in  1)  der  Werth  (r-|-l)  statt  q und 
(n — 2)  statt  B zu  setzen.  Man  erhält  sofort  ' 

(„_2)(„_2)  +^(n-2)(i»-3). 

Dieser  Werth  ist  in  den  vorstehenden  Ausdruck  einraifähren.  Hie- 
durch entsteht  die  auszuscbeidende  Gruppenzahl : 

[r]r+i  B (b— 1)  Sg  M,r+i+xB«-»'’-‘-*  [(b— 2)(n— 2)  -l-r  (n— 2)(n— 3)] 
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Fährt  man  auf  diese  Weise  fort,  so  erhält  man  folgende  auszu- 
scheidende Gruppenzahl : 

6)  C=[r]rn(n— I)(m— '2)  £q  [r]ar+*(M— J)-» 

+ Wr+i»»(«— l)(n— 2)2?oWar+i+»(w  - 

X[(n— ‘2)-h[(»-3)] 

+ [»"Ir-hJ « («— 1)  (n— 2)  -So  [rjar+a+x  («— • 

X [(n— 2)®  4 r(H— 2)  (n— 3)  4 [r]2(n-3)*] 

4-  [r]r-t3  w («— 1)  (n— 2)  So  WaH  s f » (ri— 1)^««-®'-^* 

X [(«-2)®  4 r(M— 2)®  (M— 3)  4-  [r]a  («-2)(n— 3)®  4-  [r]s(rt— 3)»J 

Auch  diese  Zusammenstellung  lässtsich,  wieinNr.  2. — 5.  geschah, 
anders  ordnen.  Stellt  man  sie  nach  den  Vertikalreihen  zusammen, 
so  liegt  in  ihnen  folgendes  Gesetz: 

7)  C'=7^»-•  2ü[rjz(n— 3)* 

(•^O  Wr+»+S^**~2)9 (2^0  Warf z-Ptf-fx(n — 

In  dieser  Darstellung  durchläufi  z allmählig  die  Werthe  von 
0,  I,  % — 3r)  (bis  zu  der  Höhe,  wodurch  der  Exponent 

von  n auf  0 sinkt);  für  jeden  bestimmten  Werth  von  z durchläuft 

dann  y die  Werthe  0,  1,  2,  3, bis  zur  erforderlichen  Hohe 

(d.  h.  bis  der  Exponent  von  n auf  0 sinkt);  und  endlich  für  je  zwei 
bestimmte  Werthe  von  z und  y (zusammen  genommen)  durchläuft 

X alle  Werthe  0,  1,  2,  3, bis  zur  erforderlichen  Höhe.  Keine 

der  drei  veränderlichen  Grössen  kann  für  sich  den  Werth  (y— 3r) 
übersteigen.  Dasselbe  gilt  auch  von  ihrer  Gesararatheit. 

Das  Gesetz  für  die  Gesammtzahi  aller  auflösenden  Gruppen 
ist  hiernach: 

8)  '^[«1.  Os.  oj,...an]’  = .4  — Ä4-C— i>... 

4 

oder 

9)  'Pfoi , oj,  Oj,..'.an]«=nÄo  W*('«— 

— -1  £g  [r]  j (n— 2)9  ( So  Wrf«  4*  (« — D* 

4-n»l-‘,£ÖW»(«-3)‘ 

(-2^  Wr4*4s  («—2)9  (So  Wti^f»!  »4*  (n- 1)'  n9-*r-»-»-*)) 
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Das  Fortrongsgesetz  dieser  Darstellung  liept  klar  vor  Augen. 
Das  erste  Glied  in  9)  erzeugt  q — r + 1)  Glieder,  das  zweite 
' (y-3r-H)(»-3r+  2)  (y-3r-f3) 


das  dritte 


(r/— 2r+l)  (y— 2r-f  2) 

l . 2 

das  vierte  [y— 4r-|-l]4  Glieder  u.  s.  f. 


2 . 3 


Die  Exponenten  von  x im  ersten  Gliede,  von  x,  y im  zweiten 
Giiede,  von  x,  y,  z im  dritten  Gliede  u.  s.  f.  bilden  nämlich  die 
Gruppen  der  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  den  Ele- 
menten 0,  I,  2,  3...(9— r)  zur  ersten  Classe;  aus  den  Elementen 
0,  2,  3, ...(ff— 2r)  zur  zweiten;  aus  den  Elementen  0,  1,  2, ,3,.,. 

..(ff— 3r)  zur  dritten  Classe  u.  s.  f.  Man  kann  sich  hiedurch  ein 
Schema  bilden,  welches  die  Bildung  der  einzelnen  Zahlenausdrücke 
von  9)  sehr  erleichtert.  • . > 

Ma,n  kann  nun  mit  den  in  diesem  Paragraphen  aufgefunde- 
neii  Alitteln  auch  ähnliche  Fragen  über  die  Versetzungen  mit  Wie- 
derholungen beantworten,  wie  sie  im  vorhergehenden  Paragraphen 
von  den  Verbindungen  beantwortet  wurden. 

Hiernach  bestimmt  sich  die  Gruppenanzahl  der  Versez- 
zungen  ausn  Elementen  zur  ^rten  Classe,  wenn  einEle- 
raent  höchstens  (r — l)mal  wiederholterscheint,  durch 


10)  *P[a, 


r-l 


r-1 

9 


• flfl 


=zni  — n Sq  [r]*  (n — 


+ n*l-*  2I  [r]j(n— 2)v  (2:o[r]r+9+-*(ii— 1)*«?-*^-»-^). 


Eben  so  kann  man  non  die  Gruppenanzahl  dieser  Versetzungen 
bestimmen,  worin  irgend  ein  Element  gerade  Vmal  wiederholt  er- 
scheint. Es  ist 

r ^ T r+l  r+j  r+i 

11)  Ar='P[üi,  a.2,...a„]v  ~'P[ai  ,0*  ,...a»  js 

und  ' 


12) 


*•  T r r+s+ij  r+»+i 

Ar;»  = 'P[ai,  02,. .«»]»—  P[ffi  I 0-1  ,...Ob  J«. 


...  I 


Ans  9)  erhält  man  sofort  durch  Einführung  der  betreffenden 
Werthe  die  nöthigen  Zahlenausdrücke. 


Die  Gruppenanzahl  der  Versetzungen  aus  6 Elementen  zur  1 
6ten  Classe  soll  bestimmt  werden , worin  irgend  ein  Element  we-' 
nigstens  dreimal  wie<|(erholt  erscheint.  : ^ ' 

Man  hat  in  9)  statt  x allmählig  0,  1,  2,  3;  n=6,  r— 3 im 
ersten  Gliede  und  0 statt  x,  und  0 statt  y im  zweiten  Gliede  zu 
setzen.  Dadurch  wird 


'P[oi,  4-  ..flaV,=6[6»+3.5.6»  + 1^2  • 5*-^'  + -^*1 

■'-6  5^-^ 

®'’’1.2.3 


% 
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=0(216  +540+900  f 1250]-300=17436-300 1 
= 17136. 

Behandelt  man  die  Aufgabe  nach  11.  5),  so  ist 


n,  =«j»njl=n4=:»l5  = 7J8=:6 
zu  setaen,  und  man  erh&lt 

'P[au  06^  = 20x6. 5 .4.3+60x6.6.4+10x6.6  + 15x6.5.4 

+ 15x6.5+6x6.5+6 
=7200  + 7260  + 300+1800+  450+180  + 6 
= 17136. 


5-  14. 


Die  hier  gefuiidenen  Gleichungen  lassen  manche  Amvendong 
zu.  Eine  sehr  einfache  Anwendung  ergibt  sich  auf  das  Würfel- 
spiel, denn  hier  kommen  die  Versetzungen  mit  unbeschränkten 
und  beschränkten  Wiederholungen  in  Frage. 

Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  mit  drei  Würfeln  einen 
Pasch  d h.  it'enigstens  zwei  gleiche  Zahlen  zu  werfen? 

Die  Zahl  der  günstigen  Fälle  ist  in  folgendem  Ausdrucke 
2 2 2 2 


begriffen  und  ] ergibt  sich  aus  9)  §.  13.  wenn  dort  n=6,  r=2, 
und  für  x die  Werthe  0,  1 gesetzt  werden.  Hiernach  ist 

/4=6[6i  + j.5J=6. 16  = 96. 


Die  Wahrscheinlichkeit  ist  daher  für  den  fraglichen  Fall 


und  es  ist  4 gegen  5 zu  wetten,  dass  in  jedem  Wur  e mit  drei 
Würfeln  ein  Pasch  fallen  wird. 

‘Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  mit  sechs  Würfelg  in  einem 
Wurfe  wenigstens  zwei  gleiche  Zahlen  zu  werfen? 

Die  Zahl  der  günstigen  Fälle  ist  in  dem  Ausdrucke 


2 2 2 

begriffen.  Sie  wird  gefunden,  wenn  9=6,  r = 2,  n=6  gesetzt 
wird.  Hernach  hat  man  für  x im  ersten  Gliede  die  Werthe  0,  1> 
2,  3,  4,  für  y und  x die  Doppelwertbe  0,0;  0,1;  0,2;  1,0;  1,1;  2,0 
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im  aM'eitcn  Giiede,  und  für  *,  y,  x die  Werthe  0,0,0  ini  dritten 
Glied«  SU  setzen.  Hiernach  ist 


.4  =6  [64  + 2 . 5 . 6»  4 o.  5»  6*.  + 

- 0.5[^.6.+  M^^,5.6  + ^^.5.] 


2. 3. 4. 5 
1.2.3TS 


—6.5. 


2.3 

1.2 


.4*. 


2. 3. 4. 5 
1. 2.3.4 


6" 


_ _ 2.3  2.3.4.S 

+ ®-®-40- 1.2.0’ 


oder,  wenn  die  angezeigten  Zahlen-Werthe  ermittelt  werden: 
^ =6  [1 296 4 2160  4 2700  4 3000  4 3125J  = 4 73686 
—30  [108  4 120  4 125]  =—10590 

-230[24  425]  =-11760 


-1440.5  =-7200 

4120.15  =41800 

’ =75486—  29550  = 45936. 

Hiernach  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 


2) 


45036  319 

'^”46656  ~ 324  ' 


Dass  die  in  1)  und  2)  gefundenen  Werthe  richtig  sind,  lässt 
sich  auch  durch  die  in  §.  11.  gegebenen  Gleichungen  nachweisen. 

Ihre  Richti^eit  lässt  sich  abe*  auch  noch  ganz  einfach  da- 
durch zeigen,  dass  man  bemerkt,  dass  die  Zani  der  günstigen 
Fälle  alle  diejenigen  Gruppen  in  sich  begreift,  worin  Wiede^o- 
lungen  Vorkommen,  also  diejenigen  ausschliesst , worin  nur  Ver- 
setzungen aus  6 Elementen  Vorkommen.  Die  günstige  Anzahl  für 
Nro.  1.  ist  daher 


—6*— 6*1-1=216-120=  96,  ' 

Die  günstige  Anzahl  für  2)  aber  ist  aus  dem  nämlichen  Grunde 

A = P'[ai,  «»...ff*]*- ^[«1.  Oa,...fl8]« 

=6«-6«:-i=46656  - 7-20  = 45936, 
ivie  üben  gefunden  werde.  . . . i 


I 
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Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  mit  zehn  Würfeln  einen 
Wurf  zu  tnun,  worin  drei  verschiedene  Zahlen  gerade  je  einmal 
(nicht  mehr,  nicht  weniger),  zwei  andere  gerade  je  zweimal 
und  die  letzte  gerade  dreimal  vorkommt? 

Die  Zahl  der  günstigen  Fälle  ergibt  sich  nach  7)  $.  7.  aus 
folgendem  Ausdrucic : 


P[ai, 


•i  2 
«i,  fla,- 


a 

•««; 


3 S 3 


10.9.8.7.6.5.4.3.2.1  6. 5. 4. 3. 2.1 
~l.l.i.l.2.l.2.1.2.3  ■l.2.3;i.2.i 


= 9072000; 


die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist 


10.9.8.7.6.5.5.4.3  5. 7.5. 5 875 

6 6.6.6.6.6.6.6.6-  3*. 6®  ~5832’ 


§.  15., 

Eine  weitere  .Anwendung  der  hier  gegebenen  Entwicklungen 
lässt  sich  auf  das  Polynomium  machen. 

ln  §.  2.  haben  wir  den  Zusammenhang,  welcher  zwischen  den 
Grup|ien  der  Verbindungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  und 
denen  der  Versetzungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  herrscht, 
nachgewiesen.  iVlan  kann  die  Gruppen  der  zweiten  Art  aus  denen 
der  ersten  Art  und  umgekehrt  abfeiten,  wenn  man  in  die  einzel- 
nen Gruppen  der  Verbindun^n  die  Versetzungen  einführt,  oder 
umgekehrt  ausstOsst.  Diese  Beziehungen  lassen  sich  in  Zeichen 
so  darstellen : 

1)  a-i...  •On)i~  P[C(a^,  aa,...an)«], 

2)  /^(ff,,aj,...an)«  = /'[C  («„  oa, . . . tfu)»J  . 

Durch  das  P auf  der  rechten  Seite  vor  der  eckigen  Klammer 
soll  das  Einfübren  der  Versetzungen  in  die  Elemente  der  aus 

ffa,...0n)»  und  C {oi,  u^,...an)'<  ‘ 

hervorgehenden  Gruppen  angedeutet  werden. 

Aus  der  Zusammenstellung  in  1)  und  2)  lässt  sich  noch  eine 
weitere  Beziehung,  die  zwischen  den  Gruppen  der  Verbindungen 
und  denen  der  Versetzungen  (mit  und  ohne  Wiederholungen)  aus 
einerlei  Elementenzahl  und  zu  derselben  Classc  herrscht,  erkennen. 
Sie  ist  folgende: 

3)  ln  den  Gruppen  der  Versetzungen  ohneWieder- 
holungen  einer  bestimmten  Classe  und  Elementenzahl 
gibt  cs  gerade  BO  viele  unter  sich  verschiedene  Grup- 
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pen  als  io  denen  der  Verbindungen  ohne  «Wiederho- 
lungen zur  nämlichen  Classe  und  Elementenzahl  ; 

oder  die  Anzahl  der  unter  sich  verschiedenen  Gruppen  in 
P(«|,  a^. . .on)^  ist  gerade  so  gross  als  in  C(oi,  denn 

das  Mehr  der  Gruppen  in  P(oy  a^,.On)i  hängt  von  der  Versetzung 
oder  verschiedenen  Stellung  der  nändichen  Elemente  in  einer  uiid 
derselben  Gruppe,  nicht  aber  von  verschiedenen  Elementen  ab. 

4)  In  den  Grup]>en  der  Versetzungen  mit  Wieder-) 
holungeu  einer  bestimmten  Classe  und  einer  bestimm^ 
ten  Elementenzahl  gibt  es  g<erade  so  viele  unter  sich 
verschiedene  Gruppen  als  in  denen  der  Verbindungen 
mit  Wiederholungen  zur  nämlichen  Classe  undElemen- 
tenzahl; 

oder  die  Anzahl  der  unter  sich  verschiedenen  Gruppen 
in/^(o,,  a^,..an)^  ist  gerade  so  gross  als  in  C {oi,  aus 

dem  oben  angeführten  Grunde. 

Hiernach  ist  die  Gruppenzahl  {Av)  der  unter  sich  verschlede- 
denen  Gruppen  in  P{ai,  a^, ...On)« 


5) 


Av={n)q=. 


n(n— 1). 


1.2 


(n— 7+1) 
...q 


und  die  Gruppenzahl  der  unter  sich  verschiedenen  Gruppen  in 
/**(«,,  «2  — «»)’ 


»(«+J)  («  + 2) . . . (n+7— 1) 

1.2.3... 7 

Ein  diese  Sätze  erörterndes  und  bestätigendes  Beispiel  wurde 
schon  oben  §.  2.  angeführt. 

Ausserdem  besteht  ein  ganz  enger  Zusammenhang  zwischen 
den  Versetzungen  mit  Wiederholungen  einer  hestimm- 
ten  Classe  und  bestimmten  Elementenzahl  und  dem 
Polynomiiim,  wenn  die  Elemente  der  Versetzungen  mit  den 
Gliedern  des  Polynomiums  und  der  Classenexnonent mit  der 
Potenz  des  Polynomiums  zusammenfallt.  Beines  sind  näm- 
lich verschiedene  Darstellungen  einer  und  derselben  Sache. 

So  ist  z.  B. 

(a  + 6 + c + d)*=a*  + 3a®6  + 3o®c  + 3a*«ü  + 6o6c  + 6a6d 


6)  = [«],= 


+ 3o6®  + 3ac®  + 6acd  + 3o<i*  + 6*  + 3A*c 


+ 36*rf  + 36c* + 66crf  + 36d*  + c® 

+ 3c®rf  + 3cd»+d».' 

Genau  dieselben  Gebilde  haben  wir  schon  in  §.  2.  erhalten.  Hier- 
nach hat  man : 

(a  + 6 + c+rf)®=:/*' (a,  b,  c,  d)* 
und  in  Rücksicht  auf  2)  dieses  Paragraphen. 
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(a  + 6 + «+€/)*=/*'(<».  Aj  c,  d)*ssP[C{it,  b,  e,  d)*\. 

Diese  Schlüsse  l^sen  sich  leicht  ins  Allgemeine  übertragen, 
und  man  hat  sofort 

7)  (fli +a,  + 03 + ...«„)? —/»'(oi,  flj,...o„)<  = P'[C(i, 

Stellt  man  nun  diesen  Satz  in  der  gewöhnlichen  Polynomialfonn 
dar , so  Sndert  das  in  Nichts  die  gemachte  Schlussreihe  und  man 
hat,  wenn  die  ordnende  Grösse  x eingefiihrt  wird, 

8)  (oi  a:  + o,  a:*  + . . . . P>  x,  fl*a;*, . , .o»a:")» 

= P[C  (0|  X,  Oj a:®,  O3  j:*, . . . o«  «")«]  . 

Durch  die  Darstellung  8)  hat  sieh  nur  die  Ordnung,  in  wel' 
eher  die  entstehenden  Gruppen  zusammengestellt  weruen,  nicht 
aber  die  Gruppen  oder  ihre  Anzahl  geändert.  Man  kann  da- 
her die  gewonnenen  Sätze  benutzen,  um  die  Glieder,  welche  bei 
der  entwickelten  Darstellung  des  Polynomiums  entstehen,  zu  zählen. 

Hiebei  unterscheiden  sich  folgende  zwei  Fragen: 

а)  wie  gross  ist  die  Zahl  aller  möglichen  Glieder  eines 
Polynomiums? 

б)  wie  gross  ist  die  Zahl  aller  unter  sich  verschiedenen 
Glieder  desselben? 

Die  Zahl  aller  möglichen  Glieder,  welche  durch  die  entwickelte 
Darstellung  eines  Polynomiums  entstehen,  fällt  mit  der  Anzahl 
der  Gruppen  zusammen,  welche  entstehen,  wenn  die  Versetzun- 
gen mit  Wiederholungen  gebildet  werden  aus  den  Elementen  der 
Grundreibe  des  Polynomiums  zu  der  so  vielten  Classe  als  der 
Exponent  des  Polynomiums  angibt.  Es  ist  sofort^, 

Ö)  A(aiX,a2X^,...at,x’‘)9^P'[aiX,  Og,x^, , ,.anx"]t=^n9. 

Die  Zahl  aller  unter  sich  verschiedenen  Glieder  in  der  entwickel- 
ten Darstellung  eines  Polynomiums  lallt  mit  der  Zahl  der  Grup- 
pen zusammen,  wenn  die  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus 
den  Elementen  der  Grundreihe  zur  so  vielten  Classe  gebildet  wer- 
den als  die  Potenz  des  Polynomiums  angibt.  Es  ist  sofort 

10)  Ap (fli X,  o, x^,... an x")‘>  = C [oi X,  a* z®, . . . a» 

— l«P-  1.2. 3....  9 

Den  eben  auf  so  einfache  Weise  gewonnenen  Satz  (Nro.  10.)  hat 
Brianchon  im  Joiirn.  d.  I’dcole  polyt.  T.  XV.  Cab.  XXV. 
Pg.  158.  (Memoire  sur  les  puissaiices  des  Polynomes) 
aut  >eine  sehr  weitläufige  Weise  entwickelt,  so  dass  man  sich  io 
der  That  über  den  Aufwand  der  dort  gebrauchten  Mittel  wundem 
muss,  um  einen  so  einfachen  Satz  zu  beweisen  und  'zum  Gegen- 
stand einer  besondern,  umfangreichen  Abhandlung  zu  machen. 
Er  hat  den  Satz  unter  folgender  Form  gegeben: 
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11)  /<,(•,  i 


Weafct  mm  aar 

besonilera  m . «n  Irt 


«Ar 


wie  es  mm 

Wento 
PoIxDomium  ai.  «d  i 
ODtf  e«  lässt  aieii  w 
die  TOD  ÜTtaBeiiaD 

Das 


wird  entwickelt. 

a)  Wie  £roM  kt  i 
ein  Glied  dert 
kommt?  Ü)  XL 

b)  büchsteas  k 

c)  wrorin  nsead 

U)  f.  i£r 


irio  irgend  ein  Glied  der 
rscheint,  ist  nach  11)  §■  13 

«2,...aio]* 


wenn  man  diese  Probleme 


d)  TToriii  irpead 
in  der  (i 

e)  Wie  gram 
der,  wefit 
der  rteii 

f)  büchstea^ 

o)  worin 

10)  {.Ü 

h)  worin  i 
in  der  ( 

0.  s.  w.  ie 
aUgemein 

Das 


hier  gegebenen  Entwicklan- 
cht  werden. 

iems  bilden  bekanntlich  die 
langen  aus  den  Elementen 


j,  6,  7,  8,  9 


doch  mit  der  Beschränkung,  dass 
lehmen  kann,  ln  den  Zahlen  einer 
daher  die  einzelnen  Ziffern  ein 
scheinen.  Alle  Zahlen,  welche  eil! 
n daher  irgend  ein  Element  mehrere 
n.  Bei  Zahlen  aber,  welche  zehn 
müssen  nicht  nothwendig  wiederholte 


den  Zahlen  einer  bestimmten  Classe 
n kommen  darin  voi,  worin  irgend 
mal,  zweimal,  dreimal  u.  s.  w.  wie- 
^ebiger  Verbindung  mit  einander 

Frage  für  einen  bestimmten  Fall 
le  auf  die  Stellung  der  0 sich 
werden.  Sie  ergiebt  sich  aus 
««Lehre  ä.41.Mro.l92.  oder  1*25. 
« nämlich  um  die  Zerstreuung 
%weisung  einzelner  Elemente 
• Stellen  bei  den  Gruppen 

V 

‘"Eleraenten  ausgehoben  und 
«.entstehende  Gruppenzahl 

21 
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b)  «venigstens  in  der  <ten  Potenz  erscheint? 

c)  höchstens  in  der  <teu  Potenz  erscheint? 

d)  wenigstens  io  der  «ten  und  höchstens  in  der  (s-f  *')teo  Po- 
tenz erscheint? 

u.  s.  w.  Hierin  kann  das  Polynomiuni  nur  eine  oder  mehrere  be- 
liebig beschränkte  oder  unterbrochene  Grundreihen  haben. 

Die  Beantwortung  dieser  sehr  mannigfaltigen  Fragen  hängt 
mit  Problemen  zusammen,  die  ich  in  einer  besondern  Schrift 
„die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  zu  bestimmten  Summen 
aus  einer  oder  mehreren  beliebig  beschränkten  Elementenreihen 
nebst  ihrer  Anwendung  auf  Analysis  und  Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung“  untersucht  habe  und  weswegen  ich  dorthin  verweise. 

Wird  das  Polynomium 

(O, 

gebildet,  so  ist  die  Zahl  der  unter  sich  verschiedenen  Glieder, 
worin  ein  Glied  der  Grundreihe  wenigstens  in  der  dritten  Potenz 
erscheint,  nach  6)  §.  12. 

3 3.,^  10.11.12.13  9.10.11.12  ,9.10 

«loJ*—  ]. 2.3.4  + 1.2. 3. 4 “‘'l.'!. 


=2200—  45=  2155. 

Die  Zahl  der  unter  sich  verschiedenen  Glieder,  vorin  irgend 
ein  Glied  der  Grundreihe  gerade  in  der  dritten  Potenz  erschein^  ist 
nach  10)  §.  12. 

3 3 3 4 4 4 

^3  ='C[fli,  Og, ...  Oio]* — 0*1  ••Oio]*“ 

10.11.12,13  , , 9.10. 11. 12  9.10 
~ l.i.3.!4  +'*•  1.2. 3.4  ~ 1.2 

10.11.12  „9.10.11 
“ 1.2.3  1.2.2 

=2-200—  595  = 1605. 


Die  Zahl  aller  möglichen  Glieder , worin  ein  Glied  der  Grund- 
reihe  wenigstens  in  der  dritten  Potenz  erscheint,  ist  nach  9)  $.  13- 

o*?. . . 10.  (10»  + 3 . KP.  9-f  1^.  10. 9*  + 


= 158.^)00  - 900=  157000. 
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Die  ZaM  aller  mSglichen  Glieder,  «vorin  irgend  ein  Glied  der 
Grundreihe  gerade  in  der  dritten  Potenz  erscheint,  ist  nach  11)  §.  13 

a 3 3 41  4 4 

aa,...aio]«— 'PK,  «a.  -Oxo]* 

10[  10» + 3 . 10® . 9 + . 10 . 9®  + - 10 . 9 . 

- 10[10®  + 4. 10 . 9 + . 9*J 


= 158500  - 13000 = 144900. 

Die  gleichen  Resultate  erhält  man,  wenn  man  diese  Probleme 
nach  §.  8.  und  §.  11.  behandelt. 


8.  16. 


Noch  eine  dritte  Anwendung  der  hier  gegebenen  Entwicldun- 
geo  soll  auf  das  Zahlensystem  gemacht  werden. 

Die  Zahlen  unseres  Zahlensystems  bilden  bekanntlich  die 
Versetzungen  mit  Wiederholungen  aus  den  Elementen 
(Zahlzeichen) 

. 0,  1,  2,  5, 4,  5,  6,  7,  8,  9 

zu  den  v^schiedeneii  Classen,  jedoch  mit  der  Beschränkung,  dass 
die  0 nicht  die  erste  Stelle  einnehmen  kann,  ln  den  Zahlen  einer 
und  derselben  Classe  können  daher  die  einzelnen  Ziffern  ein 
oder  mehrere  mal  wiederholt  erscheinen.  Alle  Zahlen,  welche  eilt 
Ziffern  und  mehr  haben,  müssen  daher  irgend  ein  Element  mehrere 
mal  wiederholt  in  sich  führen.  Bei  Zahlen  aber,  welche  zehn 
Ziffern  und  weniger  haben,  müssen  nicht  nothwendig  wiederholte 
Zahlzeichen  Vorkommen. 

Man  kann  daher  bei  den  Zahlen  einer  bestimmten  Classe 
fragen:  wieviele  Zahlen  kommen  darin  vor,  worin  irgend 
eine  Ziffer  grade  einmal,  zweimal,  dreimal  u.  s.  w.  wie- 
derholt, oder  in  beliebiger  Verbindung  mit  einander 
wiederholt  erscheint 

Um  nun  die  eben  angeregte  Frage  für  einen  bestimmten  Fall 
beantworten  zu  können,  muss  eine  auf  die  Stellung  der  0 sich 
beziehende  Vorfrage  beantwortet  werden.  Sie  ergiebt  sich  aus 
dem  7.Abschnitte  meiner  Combinations Lehre  6.41. Nro.  122.  oder  125, 
S.  96.  u.  f.  leicht.  Es  bandelt|  sich  nämlich  um  die  Zerstreuung 
der  Elemente  in  Fächer,  oder  um  Einweisung  einzelner  Elemente 
(hier  eines  Elementes)  in  bestimmte  Stellen  bei  den  Gruppen 
der  Versetzungen  mit  Wiederholungen. 

Sollen  nämlich  je  r Elemente  aus  n Elementen  ausgehoben  und 
auf  3 Stellen  zerstreut  werden,  so  wird  die  entstehende  Gruppenzahl 

Baad  XV.  31 
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80  viclmal  genommen  werden  müssen  als  eine  der  nachstdietiden 
Gleichungen  angibt: 

1)  Z[s;  n,,  »j,  flg...o„]'‘=(n)r.  (*)r= 

7^(»^ — l)...(n— r-fl)  *(5 — l)  — (r — r+1). 
— 1.2.. ,.r  ■ 1.2.3...f 


2)  Z.P[s‘,  «1,  a^,...anY  = n^^~^(ß)r 


= n(n — 1) ....  (»I — r + 1) . 


1.2.3...r 


Im  ersten  Falle  kommen  keine  Versetzungen  in  Frage.  Im  zwei- 
ten ge.schieht  diess.  * Der  Buchstabe  Z bedeutet  Zerstreuungeo  | 
in  Fächer  oder  Einweisung  der  Elemente  in  bestimmte  Stellen.  | 

Sind  die  zu  zerstreuenden  Elemente  gleich , so  ändert  diess  i 
an  der  Schlussreihe  nichts.  Es  tritt  nur  die  Beschränkung  ein, 
dass  Elementenzahl  und  Classenexponent  einander  gleich  werden,  j 
Hiernach  ist  aus  1)  I 


3) 


Z[* ; a"]» = (w)«  (*)n  = (*)n  = 


*(s— !)...(*-« + 1) 

1.2....M 


in  dem  Zahlensystem  fällt  nun  die  0 unter  das  Gesetz  3).  .Sie 
kann  alle  Stellen  mit  Ausnahme  der  ersten  durchlaufen , und  er- 
scheint dann  entweder  einmal,  oder  zweimal  oder  dreimal 
wiederholt  u.  s.  w.  Kömmt  sie  nun  bei  einer 
in  Frage,  so  kann  sie  nur  die  (s)  letzten  Stellen  in'den  genannten 
Dimensionen  durchlaufen.  Sie  erzeugt  dann  ira  betreffenden  Falle 
folgende  Vervielfachungen: 

4)  Z[«;  flo]'=Wi. 


Z[s;  doY=z(s)3- 


s(s—  1)  (s — ^2) 
1.2.3~"’ 


u.  s.  w.; 

denn  sie  bringt  in  jeder  einzelnen  Gruppe,  womit  sie  in  Verbin- 
dung tritt,  die  gleichen  Erscheinungen,  also  auch  die  gleichen 
Vervielfachungen  hervor. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  sollen  nun  die  Eigenschaf- 
ten aller  sechsstelligen  Zahlen  untersucht  werden, 
welche  durch  wiederholtes  Vorkommen  der  sie  erzeugen- 
den Ziffern  bedingt  sind.  Die  sechsstelligen  Zahlen  zerfallen  liier- 
nach  in  folgende  Arten: 

a)  solche,  tvorin  nur  eine  Ziffer  vorkommt  oder  eine  Ziffer  er- 
scheint sechsmal  wiederholt.  Diese  Eigenschaft  wird  an- 
gedeutet durch  das  Symbol  (nach  §.  8.) 
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b)  sdlrfie,  wöttrt  8 weS  versdiiedene  Ziffern  rorkottamen;  oder 
eine  Ziffer  erscheint  einmal,  die  zweite  fünfmal;  eine 
Ziffer  zweimal,  die  zweite  viermal;  eine  Ziffer  dreimal, 
eine  zweite  auch  dreimal,  bi  Zeichen 

t 

c>  e»,  e*  e*,  c®  e®; 

c)  solche,  worin  drei  verschiedene  Ziffern  Vorkommen.  Die 
einzelnen  Fälle  lassen  sich  durch  folgende  Symbole  erkennen: 

e*,  c®  e®,  e®  c*  e®; 

d)  solche,  worin  vier  verschiedene  Ziffern  Vorkommen,  nach 
folgenden  Symbolen: 

c®,  e*  e®  e®; 

e)  solche,  worin  fünf  verschiedene  Ziffern  Vorkommen,  nach  fol- 
gendem Symbole: 


e*  e‘  e*  c®; 

/)  solche,  worin  sechs  verschiedene  Ziffern  Vorkommen, 
nach  folgendem  Symbole. 

6^  e*  e*  eK 

Alle  hier  aufgezähltcn  Fälle  müssen  nun  mit  Rücksicht  auf 
die  Gleichungen  4)  und  auf  die  Gleichung  7)  §.  7.  untersucht  wer- 
den. Ueberall,  wo  die  Null  in  Frage  kommt,  soll  sie  durch  das 
Zeichen  oq  angedeutet  werden. 

6)  Das  Symbol  c®  deutet  auf  folgende  Gruppenzahl: 


6)  Das  Symbol  e*  e®  deutet  auf  folgende  Fälle,  und  zwar 
ohne  0: 


1 

Ua 


ISS 

Ul,  fla> 


6. 5. 4. 3. 2.1 

1.2. 3. 4. 5.1 


9.8  = 432. 


Mit  der  0 als  Einfaches:  > 


P[al  flo]*  = 9-i  = « 

Mit  der  0 als  Fünffaches: 


P[«i,  a^,. , .a^Y Z{6;  oo]®=9. 


5. 4. 3. 2.1  „ 

1. 2. 3.4.5“^- 


91» 
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7)  Das  Symbol  e*  e*  erzeugt  folgende  Gmppenzahl,  und  zwar 
ohne  0: 

< 

«r  ® . 6.5..4.3.2.1  q 

/ •••  • • • ögj  ' — '2  2 I 234'^  »ö—  lUöO. 

Mit  der  0 als  Zweifaches: 

P\a\,  4 . . . 4]>. Z[5 ; 4P=9 • r4=®® • 

Mit  der  0 als  Vierfaches: 


P[al,  al....a^^Z[5;  go]*=9-lf '2:3^4  = 


45. 


8)  Das  Symbol  e*  erzeugt  folgende  Gruppenzahl,  ohne  0: 

8 8 8,„  6.5.4.3.2.1  9.8 

P[a„  — f7270TiT3'1.2~'^' 

Mit  der  0 als  Dreifaches: 

P[4,  i^...4yz[5;  4p=9. 7x1=90. 

9)  Das  Symbol  e’  e*  erzeugt  folgende  Gruppenzahlen, 
ohne  0: 

„r  * * 4.»,  6, 6. 4. 3.2.1  9.8  _ 

* [®i>  ®2>  • . • 09 ; Ol,  Uj, . . . OgJ  > — j j 2 234*1  2’”  • 


Mit  der  0 als  EinCaches: 

P[oi  «*,..09;  «o]‘=rfo^l-9.8.j=1800. 

Mit  der  0 als  Vierfaches: 


4 2198^433 

P[g,.  a*....«9l*^[5,  M*=O*T7rr2Xi*=360. 

10)  Das  Symbol  P e*  erzeugt  folgende  Gruppenzableo, 
ohne  0: 


^*[<*1,  Ua,'..U9?  j 


2 2 3 8,8  > 

02,. ..«9;  Ol,  Oaf-«9j*’*’* 


6. 5. 4. 3.2.1 

~1. 1.2.1. 2.? 


.9.8.7  =30240. 


I 

I 
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Mit  der  0 als  Knfaches: 


ft  S ft  3 3 8 

^[«1.  «1,  aa,...B»]**>Z[5;  <io]‘= 


5. 4. 3.2.1 


^.9.8.f=3600. 


Mit  der  0 als  Zweifaches : 


Mit  der  Null  als  Dreifaches : 


P[a„  oa,  ..09;  Ol,  «a*- [5;  ßo]*=  1.2.3 

11)  Das  Symbol  e*  e*  erzeugt  folgende  Gruppenzahlen, 
ohne  0: 


2 2 2 

Uaj .... — ■ 


6. 5. 4. 3. 2.1 
1.2. 1.2. 1.2” 


9.8.7 

1.2.3“ 


7560. 


Mit  der  0 als  Zweifaches: 

2 2 2 .2 


•••  ;■«;]*= o^- o- 0=2^^ 


12)  Das  'Symbol  e*  e*  e*  e*  erzeugt  folgende  Gruppenzahlen, 
ohne  0: 

nr  * * inii  6»S.4.3.2.1  9.8.7 

P[Ol9  Ü%f»Og9  öl»  Ö^M-eö^]  * I J I I 2 3*T[  2,3'®“®®^®^* 

Mit  der  0 als  Einfaches: 


3 3 3 

P[a„  öa. ••••««;  «1.  «a.  - *«»]®>‘Z[5;  aj» 


5.4.3.2.1  ^ 5 

“1.1.1.2.3  l.i  ' l“ 


Mit  der  0 als  Dreifaches: 


„r  is-zrK  3.2.1  9.8.7  5.4.3 

P\ß\>  ^2’  • ••^9]  ®oJ  j 1112  312  3^^010 


13)  Das  Symbol  e*  e^  erzeugt  folgende  Gruppenzahlen , 

ohne  0: 
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B a 6. 6.4.3. 2.1  9.8'  7.8  ' 

P[«i,  ffj,...»«;  «1,  Ö2,...«9j*'  — 1 .1 .1 .2. 1 .2 ' 172  ’ 1 .2 

=136080. 


Mit  der  0 als  Einfaches:  >. 


<?*>•••  » 


a 


B 


..4]‘>»ZIÖ3  <»o1‘ 


5.4.3.2.1„  8.7  5 

— 1.1. 2.1. 2-^- 1.2  i 

=37800.  ■ • 


Mit  der  0 als  Zweifaches: 


a * 4.3.2.1  9.8..  5.4 

öi>  "[5;  *'oJ® — 1. 1.1.2 ’ 1.2’"’ 1.2 

=30240. 

14)  Das  Symbol  c‘  c*  c®  bedingt  folgende  Gnippenzahlen, 
ohne  0:  ä . . ' 

8 a a,. . 6. 6. 4.3. 2.1  9. 8.7. 6 , 

P\(ii.  ffa.-.ö»;  «1  «a»'-*®«]*’  — 1 . 1.1.1 . 1.2"  1 "2  .3. 4'^ 

=226800. 


Mit  der  0 als  Einfaches: 


**1*' 


. » • \ 

5.4.3. 2.1  9.8.7,« 


„r  a a a„,^_  5.4.3. 2.  J 9.ö.7,5 

' [®i>  ®8»''-®9>  ®i » ®a>""®9J*’  ®o]*~  1^2  j j 2’l.2.3"”’l 

u>„  I.i  : >»•;._  . J • • =154200. 

Mit  der  0 als  Zweifaches: 

a,,  4.3. 2.1  9.8. 7.6  5.4 

/*[«!,  <72 . . . ffg]'*  Z [05 ; Ofl]  ~~'XXi  l’l  2 3 4 1 2 — 30240. 


15)  Das  Symbol  c*  c*  bedingt  folgende  Gruppen- 

zahlen, ohne  0 : 

i Vi . «a- . <79]«=6 . 5.4 . 3 . 2 . 1 . = 60480. 


Mit  der  0 als  Einfaches: 

i>f  01,  04, . .‘. 0g]» Z[5;  0o]»=5 .4 . 3. 2 . 1.  • f = 75600 . 
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Stellt  man  nun  nach  dieser  Aufzählung  der  einzelnen  Fälle 
die  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so  ist  unter  den  sechsstel- 


ligen Zahlen  die  Anzahl  derjenigen: 

а)  worin  nur  eine  Ziffer  vorkommt  nach  5) 9 

б)  worin  zwei  verschiedene  Ziffern  Vorkommen,  6),  7),  8)  2511 


c)  worin  drei  verschiedene  Ziffern  Vorkommen,  9),  10),  11)  58320 

d)  worin  vier  verschiedene  Ziffern  Vorkommen,  12),  13)  . 294840 

e)  worin  fünf  verschiedene  Ziffern  Vorkommen,  14)  . . 408240 

/)  worin  sechs  verschiedene  Ziffern  Vorkommen,  15)  . . 136080 

Die  Summe  aller  dieser  Zahlen  beträgt 900000 

wie  diess  sein  muss,  denn  die  Zahl  aller  sechsstelligen  Zahlen  ist 

P'l^o,  öl,...«#]«— P'K.  «1 «*]s  = 106-10*=900000. 

Die  hieruntersuchtenFälle  beantworten  alle  aufdie sechsstelligen 
Zahlen  bezüglichen  Fragen.  So  ist  die  Anzahl  deijenigen  Zahlen, 
worin  gerade  drei  verschiedene  Zahlen  Vorkommen,  die  eine 
gerade  einmal,  die  andere  gerade  zweimal,  die  dritte  gerade 
dreimal  wiederholt  nach  Nro.  10)  (e*  e*  c®): 

30240  -I-  3600  + 2880  + 2160 =38880. 

Am  grössten  ist  die  Zahl  derjenigen,  worin  fünf  verschiedene 
Ziffern  Vorkommen,  nämlich  vier  unter  sich  verschiedene  Zahlen 
je  einmal,  eine  fünfte  zweimal  nach  14)  (e^  e*  c®) : 

226800 151200+3(^0  =408240. 

Auf  die'hier  gezeigte  Weise  sind  alle  das  Zahlensystem  betref- 
fenden und  hier  einscnlagenden  Fragen  zu  behandeln. 

Soll  die  Anzahl  aller  zehnstelligen  Zahlen  bestimmt  werden, 
worin  drei  verschiedene  Ziffern  je  einmal,  zwei  weitere  unter  sich 
uqd  den  vorigen  verschiedene  Ziffern  je  zweimal  und  eine  sechste 
dreimal  wiederholt  erscheint,  so  hat  man  das  Symbol 

e*  c*  e*  e*  e*  e® 

nach  7)  §.  6.  und  ISro.  3)  dieses  Paragraphen  zu  behandeln.  Es 
entsteht  sofmt  ohne  0: 

2 9 3 3}  3 

P[oi,  03,..a»;  «i,  fl*... «9*.  «1,  Uj,,.«#]®-®-* 

10.9.8.7.6.5.4.3.2.1  9.8.7  6.5  , 
~ 1.1. 1.1. 2. 1.2. 1.2. 3 1.2.30'* 

=762048000. 

Mit  der  Null  als  Einfaches: 
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Z 2 

P[a^,  rt’i,  «7j,. 


• ^^9  > ^2»- •^9]®’®’*  ^o]*  — 

9. 8. 7.6. 6. 4. 3. 2.1  9.8  7.6  ^ Ö 
“ 1.1. 1.2.1. 2. 1.2. 3 ■ l.2‘  1.2'^  i 
=514382400. 


Mit  der  0 ;ils  Zweifaches: 


2 2 a 3 s * , 

[flfj , ffjj . .. <?i) ; > öa>”*^'^9j  ’ ’ 


Z[9;  «oP 


8. 7. 6. 5. 4. 3. 2.1  9.8.7  ^ ^ 9.8 
1.1.1.1.2.1.2.31.2.3’*“l.2 


= 304819200. 


Mrt  der  U als  l)rei<aches: 


2 2 2 3 3 3 3 

P[ff„  ff., ..ff,;  ff,,  ff2,..ff9;  «1,  ff2,...ff,]*>*Z[9;  ffo]* 

7. 6. 6. 4. 3. 2.1  9.8.7  6.5  9.8.7 

~1. 1.1.1 .2.1.2'  1.2. 31. 2' 1.2.3 
= 133358400. 

Uieniach  ist  die  gesuchte^Anzahl : 

A = 76-2048000  + 514382400  + 304819200 + 133358400 
^1714608000. 


Das  allgeraeioe  Gesetz,  worauf  die  in  diesem  Paragra|>ben 
gegebenen  Entwicklungen  beruhen,  ist,  nie  man  sieht,  eine  Ver- 
bindung des  Satzes  7)  §.  7.  mit  3)  diese.s  Paragra|ihen.  Bezeich- 
net man  der  Kürze  wegen  die  zu  7)  §.  7.  gehörige  Gruppenzahl 
durch  A,  so  ist  sofort 


2 2 2 k k 

16)  7^^ff|,  ^-2,..-^o,  ffj.  ^2> '•*  •*.  j ^1,  ^2* 


k 

ff„]?i>?s 


4 (r\  —4  w + 1) 

1.2.3...»« 


und  dieser  Satz  sagt  aus:  Die  Gruppen  der  Versetzungen 
sollen  unter  den  zu  7)  7.  angegebenen  Bedingungen 

g’ebildet  werden,  una  in  jede  Gruppe  soll  ein  neues 
Element  (ffg)  als  mfaches  eintreten  und  bestimmte  Stel- 
len (beliebig  zu  Anfang,  in  der  Mitte,  am  Ende)  durch- 
laufen. 


Hier  gibt  die  eben  schon  angegebene  Bedingiingsgleichung 
17)  o:=1.9i+2.9r2  + 3.5'3  + ...-l-A.9i 


die  Beschränkung  für  die  Vertbeilungsexponenten  und 
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4 


18)  q — x + m 

I * 

4 

die  Be«tiinmung  filr  die  Dimensionen  der  Elemente,  die  in  jeder 
einzelnen  Gruppe  Vorkommen  sollen. 


§ 17. 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  der  Ort,  wo  die  hier  in 
§.6.  — §.16.  entwickelten  Sätze  in  der  Conibinationslehre  ihre  Stelle 
linden,  klar  vorliegt.  Sie  gehören  zu  den  Combinationen  (Ver- 
setzungen und  Verbindungen)  mit  und  ohne  Wiederholungen.  Die 
in  §.  I'i.und  §.  13.  aufgeführten  Gebilde  lassen  sich  auch  noch  einer 
andern  Ansicht  unterordnen  nnd  schliessen  sich  deswegen  auch 
einer  andern  Classe  von  Combinationen  an,  die  ich  in  einer  Ab- 
handlung „die  Reihenfolge  der  Elemente  beiden  Ver- 
setzungen mit  und  ohne  Wiederholungen  aus  einer 
oder  mehreren  Elementenreihen  und  ihre  Anwendung 
auf  Wab r scheinlichkei t srec h nun g“  behandelt  habe,  denn 
sie  geben  die  Zahl  der  Gruppen  an,  worin  die  erzeugenden  Ele- 
mente ein  oder  mehrereraal  wiederholt  oder  an  einanaer  gereiht 
erscheinen.  Von  dieser  Ansicht  aus  sind  sie  betrachtet  und  un- 
tersucht Weiss  hat  in  der  oben  angeführten  Abhandlung  (Nro. 
I.  und  II.)  die  in  $.  0.  aufgefiihrten  Primleme  (wozu  auch  die  Ver- 
setzungen mit  beschränkten  Wiederholungen  gehören),  die  sich 
nach  unserer  Bezeichnung  so  darstellen: 

k k k ' k-l  3 'S 

. . .®nj, . . . . j , . • > . , • • • 

und 

* It  k *— I 3 2 

, ßa* •••  ßsjt» • • , • • • • > ••  • , • • - 

untersucht,  wie  sich  einfach  aus  der  Vergleichung  der  hier  auf- 
gestellten  Gleichungen  mit  den  dort  entwickelten  Formeln  und  ge- 
wählten Beispielen  ergibt;  hat  aber  die  in  §.  8.  und  §.  11.  aufgestell- 
ten Probleme  nicht  berQcksichtigt,  die  ich  durch 

2 *-l  ‘ 

C/[«i  02,...  • • •ß»j_j  - ßajJ* 

2 k 

'P\Pu  ßa« • .ßn^ ,. ••ßn^, • ••  ...ßnj* 

bezeichnet  habe.  Beide  Arten  von  Problemen  gehören,  wie  hier 
gezeigt  wurde  (§.  6.  und  §.  7.),  zusammen  und  ergänzen  sich  gegeut 
seitig.  Der  üebergang  von  den  Problemen  der  einen  Art  auf  die 
anderen  ist  deswegen  nicht  schwer,  wie  aus  den  hierhergehörigen 
Paragraphen  hervorgeht. 

Die  in  §.8.  — §.11.  entwickelten  Gesetze  fuhren  auf  keine  ge- 
schlossenen Formeln.  Dieser  Vorzug  kommt  nur  den  in  $.  12.  un*’ 
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§.  13.  entwickelten  Gleichungen  zu.  W eise  hat  in  Nro.  IV. — 
seiner  ‘Abhandlung  noch  weitere  Probleme  aus  der  t'ombinations- 
Lehre  behandelt,  und  die  von  ihm  näher  untersuchten  Gebilde 
Permutationen,  Combinationen  und  Variationen  mit  be- 
schränkter Stellenbesetzung  genannt. 

Auch  auf  diesem  Gebiete  lohnt  die  Wissenschaft  dankbar  mit 
reicher  Ausbeute,  wie  sich  dort  zeigt.  Der  von  ihm  dort  behan- 
delte Gegenstand  ordnet  sich  nach  m meinem  Dafürhalten  der  von  mir 
im  6ten  Abschnitte  meiner  Combinatiunstehre  aufgeführten  Abthei- 
lung unter,  worin  diejenigen  Combinationen  untersucht  sind,  welche 
durch  Verbindung  der  Gruppen  verschiedener  Elementen -Reihen 
erzeugt  werden.  Ich  verweise  deswegen  zur  Bestätigung  des  Ge- 
sagtenaufdie  $§.  33.,  34.,  35.,  36.  und  37-  der  Combinationslehre, 
wo  die  Grundzüge  des  angeregten  Gegenstandes  nach  dem  Zwecke 
dieser  Schrift  sich  entwickelt  finden. 

Auch  hier  kehrt  der  Wunsch  wieder,  sich  über  Benennuoe 
und  Bezeichnung  in  der  Combinationslehre  zu  verständigen.  Wird 
nun  aber  aus  irgend  welchen  Gründen  dennoch  von  dem  einen 
oder  dem  andern  eine  ihm  besonders  zusagende  Benennungs-  nnd 
Bezeichnungsweise  gewählt,  so  liegt  es  in  nllseitigem  Interesse, 
dass  der  Ort,  wo  der  behandelte  Gegenstand  im  System  sich  ein- 
reiht,  ferner  Namen  nnd  Bezeichnung , unter  welchen  der  nämliche 
Gegenstand  von  anderen  aufgeführt  wurde,  mit  angegeben  werde. 
Es  lassen  sich  gar  manche  Probleme  unter  verschiedenen  Gesichts- 

f tunkten,  wie  aus  dem  hier  Gesagten  hervorgeht,  behandeln  und  be- 
euchten.  Jedeufaills  hätte  eine  solche  Zusammenstellung  den 
Vortheil,  dass  sie  den  Ueberblick  und  die  Zurechtfindung  erleich- 
terte, und  BO  Gelegenheit  bSte,  den  Vorzug  der  einen  Benennungs- 
und  Bezeichnungs weise  vor  der  andern  festzustellen. 
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XD. 

Uetliode,  die  geradlinigen  As^^mptoten 
einer  €urve  aus  ihrer  Polarsleichiin^ 
. zu  hestimmen. 

, Von  * ,■ 

‘ Herrn  M.A.  Nell, 

Baopraktikanten  zu  Mainz. 

. % ( 

■*  . • 

Setzt  man  in  der  Gleichung 

r = f(q>) 

Taf.  VIH.  Fi^.  1.  den  Leitstrafal  r=3oo,  so  wird  er  der  Asymptote 
parallel.  Wird  dafür  der  Winkel  tp—i,  so  haben  wir 

®=A<5). 

Ist  daraus  der  Winkel  d bestimmt,  so  erhält  man  den  Abstand 
AE—^  der  Asymptote  vom  Pole  auf  folgende  Art:  F^r  irgend 
eine  ineliung  des  Leitstrahls  AC  ist 

^DAC=^i~q>, 

daher 

DF^AE=DC-\-  CF=rsin(d — ip)  + it=5r, 

wenn  man  das  Stüek  CF  durch  u bezeichnet.  Da  dieser  Aus- 
druck für  jeden  Werth  von  gilt,  so  setzen  wir  jetzt  9=  d,  also 
wird  rs=®  und  ic=0, 
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Um  den  Werth  diese*  unbestimmten  Ausdruckes  . 
haben  wtr 

d.a\n{S—g>)  — cos(d — y) r*cos(d 

^ '1  dr  i ^ 

, ■ r dtp ' r*  dtp 

Setzen  wir  nun  q>=:ä,  so  wird 

r* 

dtp 

Wir  erhalten  daher  die  Richtung  der  Asyn 
den  Leitstrahl  unendlich  gross  werden  lassen 
gen  Winkel  suchen. 

Den  kürzesten  Abstand  der  Asy 
erhalten  wir,  wenn  wir  das  Quadrat  des  1 
ersten  Differentialcoefücienten  dividiren,  und 
Trägt  man  diesen  Abstand  senkrecht  auf 
Richtung,  so  geht  die  Asymptote  durch  di 

Diese  Regel  wollen  wir  auf  mehrere  1 

1.  Die  Polargleicbung  einer  Curve  ii-  ^ 


a.^in*q> 


costp 

Man  soll  ihre  Asymptote  bestimmen. 


rt=QD,  tp= 

ositi- 


QC=- 


co.- 


Da  der  Zähler  nicht  unendlich  cto> 
Nenner  gleich  Null  werden,  daher 


I 


cosd=0,  (5 


gibt 


9= 
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Den  Abstand  a mnss  man  auf  der  Abscissenlinie  AB  nebroen, 
weil  d=90<*;  macht  man  BF  senkrecht  zu  AB,  so  erhält  man 
die  Asymptote  BF. 

(Diese  Gurre  ist  die  Cissoide.) 

Anmerkuna.  Die  Gleichung  cosd=0  gibt  ausser  d=90*’  auch 
noch  0 = 270^,  welchem  Werthe  die  Richtung  AD“  ent- 
spricht Für  d=270”  wird 

flsin*270® 

^”*l+cos*270» , 

Das  negative  Zeichen  sagt,  dass  man  a von  A nach  B 
auftragen  müsse.  Denn  nach  Taf.  VIII.  Fig.  1.  wird  die 
Grosse  g immer  senkrecht  zu  und  zwar  in  einer 
Richtung  aufjgetragen , welche  derjenigen  entgegengesetzt 
ist,  nach  der  sich  der  veränderliche  Winkel  w bewegt. 

. Der  zweite  Werth  von  d zeigt  daher,  dass  BF“  Asym- 
ptote für  den  unteren  Xheil  der  Curve  ist 


2. 


i 


q)=ö, 

=0, 


dr a 

dq>  g)*’ 


Taf.  VIII.  Fig.  3;  Die  Asymptote  ist  der  Linie  AB  parallel.  Das 
negative  Zeichen  im  Ausdrucke  für  g zeigt  an , dass  man  die 
Grüsse  a nicht  von  A nach  F,  sondern  nach  der  en^egengesetz- 
ten  Richtung  AD  auftragen  müsse  (vergleiche  Taf.  VI II.  Fig.  1). 

(Hyperbolische  Spirale.) 


3. 


r = a-|- 


cosg> 


0D=a-I 


b 

cosd  ’ 


cosd  = 0,  d=90®. 
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dr  6ainy 
cos^gj’ 


(ncosy  + 6)* 
co8*g) 
6sing> 
cos*g» 


(A  + ncosg>)* 

, 6sing)  * ’ 


g=b,  9=d=90®. 


1 • ■ ■ 


Taf.  VIll.  Fig.  4.  Die  Asymptote  steht  senkrecht  ihr  Ab- 

stand vom  Pole  ist  = 6. 

. (Conchoide.) 

__2o  ' g> 

^ * " sing)  ' 

• ’ 2«  Ä 

OOSS=  • TT  • 

7t  smo 

Der  Nenner  wird  0,  wenn  d=0;  allein  dann  wird  auch  der 
Zähler  = 0. 

Nimmt  man  dagegen  6=in,  so  wird  der  Ausdruck  od. 


dr  2a  sing) — g>cosg> 

d(p  » * sin*g) 


4g^  <p^ 

' sin^g) 

2a  sing)  — g>cosg> 
n ' sin^g) 


sing}— g)cosg>  ’ 


??  ja  2rt^ 

n * n 2a» 

^ sind — d cosd  sin»— «cos»'  =^0  + 7t*  I 

g—la. 

I 

Da  d = »,  so  läuft  die  Asymptote  der  Linie  AD  parallel  üp 
ihren  Abstand  Taf.  Vlll.  Fig.  5.  von  .<4  zu  erhalten,  bemerken  nir. 
dass  in  der  Gleichung 

_2o  g) 

» sing) 


für  g)=90°  r=a  wird;  daher  ist  AF=a,  Machen  wir  FE=AF 
und  zdehen  EG  parallel  AD,  so  ist  EG  die  Asymptote. 
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Nimmt  man  den  Winkel  tp  negktiv, 

*2a  — tp  ’ 'laq> 


t=a 


n —sing» 


60  folgt,  dass  die  Curre  in  Bezug  auf  die  Axe  BD  ganz  symme- 
trisch ist:  sie  hat  daher  noch  eine  zweite  Asymptote  B'G‘,  wo 
AE'=Ak 

(Quadratrix.) 


5. 


»■ 


dr  ■ 
dtp  ‘ 


1 

l + V^l+9  . cosgp  ' 

1 

JP  

1+^HT».  cosd 

C08d=—  ■ y-^ , 

• -S^l  + 7 

1 I y.singp 

(1+Vl^  cosgs)* 


9=1 


P 


Ip^rrTq.sinv  2\^l+9r.si«d- 


Non  ist 


sind=  V"  l — cos*5  = 


V^l+9 

p . 1 

•'  ‘iV^  q’  Vl+9 

Da  hier  cosd  jedenfalls  negativ  ist,  so  liegt  ö im  zweiten  oder 
iiQ  dritten  Quadranten;  wir  erhalten  also  zwei  Asymptoten. 

Ist  nun  9 negativ,  so  wird  sowohl  g,  als  auch  cosd  imaginär, 
ist  q~0,  so  wird  d=180®,  g==.<X). 

Nur  wenn  q positiv  ist  und  einen  endlichen  Werth  besitzt, 
liat  die  Curve  Asymptoten.  i 

Nun  drückt  aber  obige  Polargleichung  alle  Kegelschnittslinien 
><is;  p und  g haben  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  der  Gleichung 

I 

^=px  + q^- 
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Ist  q negativ,  so  ist  die  Linie  eine  Ellipse« 

Ist  q — 0 ..  „ ,,  Parabel. 

Ist  q positiv  „ „ „ Hyperbel. 

Also  nur  die  letztere  Linie  hat  Asymptoten. 

Taf.  VIII.  Fig.  G.  8ind  a,  b die  Halbaxen,  c die  Excentricität, 
so  ist 

26»  6» 

daher 


cos6  = • 


— n 


^ V'a»  + 6* 

\ *+a» 


a 

c 


6» 

iS 


:6. 


üdittelst  dieser  Werthe  von  cosd  und  g sind  die  Asymptoten  leickt 
zu  construiren. 


Bei  der  Parabel  fallen  die  Asymptoten  in’s  Unendliche;  kei 
ihr  vv'ird  auch  der  Winkel  der  Tangente  mit  der  Axe  immer  klei- 
ner, je  weiter  sich  die  Punkte  vom  Scheitel  entfernen. 

Anmerkung  Die  Methode  zeigt  es  daher  auch  deutlich  an, 
wenn  die  Curve  keine  Asymptoten  besetzt. 


t (p  ’ 

l+cotg  • tg| 
h 

*=- ; -j-> 

I+cotj.  tgj 

1 +cot|^.tg2  =0, 

tg|= 

cot^j 


d 

2 
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it ' >!  ' noJ.x) 

'ÜAcot-.sec^^  i '■  • 

■i . : .t-, 

■ ■/  .'l  ii  ri  ■, 

■ • .!•  >0  i ;. ! 

1:  #:  ! • . . . 

. 1 • I .<•! 

...  A® 

■1<  . -idl  lll 

+ ..  .£  .9’ 

4 t . ^ » 

A £ ,9  =-2Atg2  ’ 

•I  ' , I|  !.  f . . 
■ ;j;  * ■ 

.Al 

(l  + cot|tg  |)®  . , 

• 

9 = 

t 

: — 2A  tg  2 • cos®  2 * — tg  ^ cos®  2 ^ 

*t:  * 

g— — 2Asin^eos  ^ = — Asinr. 

Tat  IX.  Fig.  7.  Der  Pol  der  Curve  ist  A ; der  veränderliche 
Winkel  q>  wird  von  AB  aus  gezählt. 

• . AB  ist  = h,  ^ABG—B.f 

Ist  der  Winkel  <p  positiv,  so  fällt  er  auf  die  Seite  von  Aß 
nach  //.  Da  hier  Winkel  ö = — s gefunden  wurde,  so  muss  man 
Winkel  BAD  = t machen,  um  die  Richtung  der  Asymptote  zu 
erhalten.  Das  Zeichen  — im  Ausdrucke  von  g zeigt,  dass  man 
die  (irösse  Asin£  = ^G  von  A nach  G tragen  muss.  (^GAfh=[KP). 

Die  Gleichung  der  Curve 

A 

r = 

£ ® 
l+cotjtg^ 

gibt  für  jeden  Werth  von  <p  nur  einen  Werth  r.  Den  Ast  EB 
erhält  man,  wenn  man  q>  zwischen  — t und  0 nimmt. 

BCA  von  g>=0  his  9)  =180®. 

ACFyon  9 = 180®  bis  9=360"  — £. 

Denn  nehmen  wir  einen  Winkel  BAH"  = q>'  grösser  als  180®,  so 
ist  9'=  180® + 9, 

A — A 

r — — = — ^ • 

£ a)  € 9 , 

1— cot^cot^  . cot  2 cot  2 —1 

Da  jetzt  r negativ  geworden,  so  muss  der  Leitstrahl  nicht  na«-' 
Theil  XV  22 
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der  RichtoDg  AH",  sondern  nach  der  entgegengesetzten  Richtnng 
AH'  aufgetragen  werden. 

Diese  Linie  ist  die  Focale  (ßrennpunktslinie).  Sie  ist  der 
geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  KWelschnittslinien,  welche 
entstehen,  wenn  man  durch  einen  festen  I^nkt  auf  der  Oberfläche 
eines  senkrechten  Kreiskegels  alle  möglichen  Ebenen  legt,  welche 
senkrecht  auf  der  durch  den  genannten  Punkt  und  die  Axe  de« 
Kegels  gehenden  Ebene  stehen. 

Mit  dieser  Linie  beschäftigte  sich  zuerst  Dr.  E.  Kiilp,  Pro- 
fessor an  der  höheren  Gewernschule  zu  Darmstadt;  man  sehe: 
Francoeur’s  Analy  tischeGeometrie  in  der  Ebene,  über- 
^setzt  und  mit  Zusätzen  versehen  von  Dr.  E.  Külp; 
*Seite  221.  u.  f.  Bern,  Chur  und  Leipzig,  Verlag  von 
J.  F.  J.  Dalp.'1839. 

Die  Focale  lässt  sich  sehr  einfach  auf  folgende  Art  con- 
struiren. 

Taf.  IX.  Fig.  7.  Die  Linie  JK,  welche  durch  die  Mitte  von 
AB  geht  und  zur  Seite  des  Kegels  parallel  ist,  enthält  die  Mit- 
telpunkte aller  KegeiscbnittslinieD.  Legt  man  nun  durch  den  Pol 
A irgend  eine  Gerade  AH,  welche  «lie  JK  in  L trifft,  und  be- 
schreibt aus  L mit  dem  Halbmesser  LC  den  Halbkreis  HClf, 
so  sind  H und  H'  Punkte  der  Curve. 

^ 2aba\fup 

(a — 6)sino  (a-f6)cosatgq>  ’ 

Damit  r=  » werde , muss  der  Nenner  =1)  werden , indem  der 
Zähler  nicht  ao  werden  kann. 

{a — 6)sina  + («+6)  cosatgd =0, 

((a — 6)sino-|-(rt-|-6)cosotgqp)cos(p — (a-f  6)cosersiii9) — t 
. ~ — ■ — y 

dip  ((a— 6)sino-|-(a-l-6)cosatg9))®  ’ 

2o6sin*Öcos*d 

^ — (a-f6)cos«tgdcos®<J— (a+6)cososin*d  ’ 

— 2fl6sin^dcos^d 

^ (o-l-6)cosasind(cos®d  + sin*d)  ’ 

2a6sindcos^d 

^ (o+6)coso 

Um  den  Winkel  d aus  diesem  Ausdrucke  zu  entfernen,  ist: 
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8in^=  *-,*^co8S=  r-'  V-'=:  ? 

V^l+tg*d  ^H-tg«d 


—2ab 


tgd 


) 


9=- 


V^Htg=»J  l+tg^  _ 


(a+6)cosa 


2ab^^tga 
(a + 6)cos«  (1*+  tg^)!* 


* , 1 I («— _ g^+6^4-2a6cos2« 

“*■.  ^ (a+6)®cos*a  («  + 6)®cos*«  * 

\ 

'lab  (a  — b)  sin« 


9 = 


7777-7-  (rf»+6*+2«6cos2<^)!’ 
(a+A)*cosV („^.6)»cos^«  ‘ 


ab(a^ — 6*)'sin2« 

, ^ ( o»  + 6*  + 2«6cos2«)i  ‘ • 

Die  Asymptote  können  wir  nun  auch  construiren. 
ln  Taf.  IX.  Frg.  8.  ist 

AC=b,  ßC=dj 


^ACG=:^GCB=ai 


^GCD=z<p,  CD  = r. 

Halbirt  man  die  Gerade  AB  in  ti,  so  ist  ^ GCH=:bi  CH  gibt' 
daher  die  Richtung  der  Asymptote  an. 


Halbirt  man  ferner  die  Linien  AC,  BC  durch  die  Senkrech- 
ten JK  und  LM,  welche  die  Linie  CH  iii  K und  M schneiden, 
und  zieht  die  Geraden  AK,  BM , so  ist  der  Abstand  iVO  des 
Durchschoittspnnktes  N von  der  Linie  CH  gleich  der  Grösse 
Errichtet  man  daher  auf  CH  die  Senkrechte  CS  und  macht  sie 
gleich  NO,  so  geht  die  Asymptote  durch  S, 

Beweis.  Das  negative  Zeichen  von  tgd  zeigt,  dass  der  Winkel 
d von  CG  aus  nach  der  Seite  gegen  B hin  aufzutragen  ist. 

Sehen  wir  nun  von  diesem  Zeichen  ab , und  berücksichtigen 
nur  den  alisoluten  Werth 

(a  -{-  ö)co8«  sind  = (o — 6)  sinacosd , 
acosKsind  -|-  6cos«sind=:  asin«cosd — dsinacosd, 

«sin  (ß — d)z=6sin(«-|-d) . 

Vergleicht  man  diesen.  Ausdruck  mit  Taf.  IX.  Fig.  8.  und  denkt 
sich  die  Linie  CH  so  gezogen,  dass 

22» 
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Z.GCB=6, 


' ^BCQ=a—i,  ^ACP=tt^»-, 


daher  . 

d.  i. 


^C.8in£CQ=^C.siD/jCP, 


BQ=AP. 


Daher  sind  die  rechhvinkiigen  .Dreiecke  BQH  und  APB  iden- 
tisch, folglich  * 

AH=BB. 

t 

Der  Winkel  GCB  ist  daher  =d,  wenn  CH  durch  die  Mitte  von 
AB  geht. 

Es  ist  nun  noch  nachzu weisen,  dass  NO=g. 

Aus  den  ähnlichen  Dreiecke  APK,  NOK  folgt: 

NO:AP=KO:  KP=CO- CK:  KP. 

NO 


AP 


KP=CO-CK. 


Ganz  ebenso  erhält  man  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  NOM, 
MBQ:  ^ 

NO 

jf^.3/Q=CM-CO. 

Addirt  man  beide  Gleichungen  und  berücksichtigt,  dass  BQ— AP: 


Nun  ist 


^ {MQ  \ KP)  CM  - CK . 


Z/ICA=«+d,  ^BCM=a—ö; 
ZA^/*=90<»-2(a+a),  ^MBQ=W>-‘i(ti-S)-, 
MQ=  BOAgiSm—litt-d))  = AP.cot2(a—S) ; 
KP=AP.tg(9iP—2(a+«))  = ^P.cot2(«  ä) ; 

CL  a 


CMz 


CK= 


cos  BCM  2cos(a — d)  ’ 

CJ  b 


cqsACK  2cos(«-fd)  ’ 


Digitized  by  Google 


325 


Führt  'man  diese  vier  Wertfae  ein,  so  wird 

NO  ' ' * 

-^p  (APcot2(a — ö)  + ^Pcot2(«-(-d)) 

g 6 ■ 

2eos(«  — d)  2cos(o  + d)  ’ 

a b ' 


NO^ 


2cos(tt — d)  2cos(g  -j-  d) 

cot2(g+d)  + cot2(o — d) 


Es  ist  aber  allgemein 


NO= 


^ sinorsiny 
acos(tf+^  — 6cos(of — 6) 


2cos(«-d)  c08(«+d) . -i„2(«-l^^n2(g-hd) 
Lust  man  im  Zähler  die  Klammer  auf,  so  erhält  man 

(a — <6)cosacosd — (g-|-6)  si  ng  sind = - ° ^ , 


sin« 


NO= 


(Siehe  Seite  323.  unten.) 
‘ (g-f&)sind  cos2g 


2sin«cos(g-d)cos(«+d)^.-^^_^.^^^fg-^^“^^^^^^^^ 


(g  + d)sindsin(g  — d)  sin  (« d) 
sing.2siDBCOsa 


NO= 

Da  aber 

sin(g— d)  = sinetcosd— cosasind = sino  cosd  0-^)' 


sin(a— d) ; 


26sinacosd 
g +6 


Eben  so 


NO= 


. , ^ 2asingcosd 

/ . fv  . . 2asinacosd  2d8inacosd 
2sin%cosa 
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. *■  JMn  — 

* “ (a-f6)cosa 

Dieser  Ausdruck  stimmt,  abgesehen  vom  Ze|qben,  genau  mit 
dem  zuerst  erhaltenen  Werthe  von  g überein. 

Bei  diesem  Beispiele  zeigt  sich  der  Vortheil  unserer  Methode 
sehr  auffallend.  Hätte  man  die  Asymptote  nach  einer  der  alten 
Methoden  bestimmen  wollen,  so'  hätte  man  zuerst  die  Polarglei- 
cbung  auf  rechtwinklige  Coordinaten  transformiren  müssen,  wo- 
durch man  eine  Gleichung  vom  dritten  Grade  erhalten  haben 
würde.  Denn  setzt  man 

’ x—rcos(p,  so  ist  r=V 

* 

y=rsin(p,  ‘g9>=|« 

^sin,,=3'  = -.i^.  . ' 

T V 

Diese  Werthe  in  die  Polargleichung  eingeföhrt  und  geordoet,  gibt 

Diente  Gleichung  ist  aber  sehr  mühsam  zu  behandeln. 

• 

Unsere  Methode  bietet  noch  den  Vortheil,  dass  man  nur  den 
Leitstrahl  oe  werden  zu  lassen  braucht,  während  man  bei  der 
älteren  Methode  beide  Coordjnaten  nach  einander^  xsco  setzen 
muss,  um  alle  geraden  Asymptoten  zu  erhalten. 

Auch  Anden  wir  den  kürzesten  Abstand  der  A^^ymptote  vom 
Pole,  welcher  daher  immer  einen  endlichen  Werth  haben  muss. 

Ueherdiess  sind  die  Polargleichungen  der  meisten  krummen 
Linien  viel  einfacher,  als  die  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezo- 
genen Gleichungen.  Bei  den  sieben  Beispielen  kommt  der  ßadius- 
vector  nur  auf  der  ersten  Potenz  vor,  während  die  andern  Glei- 
chungen vom  zweiten , dritten  und  selbst  vierten  Grade  (Conchoide) 
sind. 

\ 

Die  in  dem  Vorigen  entwickelte  Methode  fand  ich,  als  ich 
mich  mit  der  Aufgabe  beschäftigte,  den  Glanzpunkt  der  Ku- 
gel zu  bestimmen. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich,  da  die  Reflexion  in  der  Ebene  vor 
sich  geht,  die  durch  den  Mittelpunkt  C der  Kugel,  durch  das 
Licht  B und  dos  Auge  A gelegt  werden,  kann,  auch  so  aus- 
drücken : 

Es  ist  (Taf.  IX.  Fig.  9.)  ein  Kreis  um  C und  ausserhalb  zwei 
Punkte  A und  B gegeben;  man  soll  auf  dem  Umfange  des  Kreises 
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donjenigen  Punkt  D finden,  so  dass  die  Winkel  JJ)E,  BDF, 
welche  die  von  Ä und  B nach  D gezogenen  Linien  mit  der 
Tangente  EF  bilden,  einander  gleich  sind. 

Um  diese  Aufgabe  analytisch  zu  lösen,  nehmen  wir 

BC=a, 


AC=b,  CD=r, 

^ACB=2a,  j^GCD-v, 


^ACG=^BCG=a. 

Id  dem  ^ ACD  ist 


tsADC= 

° r — 6cos(a — q>) 


Ebenso  findet  man  im  ^CDB 


asin(et-l-y) 


tgBDC  ^ ^ cos(a  + ip) 
Da  nun  ALADC=^BDC,  so  ist 

* 

6sin  («— y)  asin(a-f-<p) 


T—^>  cos  («  — cp)  T — acos(oc  (p) 


Aus  dieser  Gleichung  ist  nun  der  Winkel  cp  zu  bestimmen.  Wir 
losen  deshalb  die  KJammern  auf,  und  finden  nach  einer  leichten 
Keduction: 


sing)  — (a+6)  tgg> = (a—b)  tga . 

Da  in  diesem  Ausdrucke  sing»  und  tggp  getrennt  Vorkommen , so 
lässt  sich  der  Winkel  g>  nicht  direct  berechnen;  dagegen  kommt 
die  Grosse  r nur  auf  der  ersten  Potenz  vor;  nimmt  inan  daher 
für  cp  «bestimmte  Werthe  an,  so  lassen  sich  die  zugehörigen 
Werthe  von  r leicht  berechnen.  Es  stellt  daher  obiger  Ausdruck 
die  Polargleichung  einer  Curve  dar,  worin  cp  der  veränderliche 
Winkel,  r der  Leitstrahl 

2aAsintp 

^ (o — 6)sinfit-f-(a-f'6)coscetgg)  ’ 

Taf.IX.  Fig.  8.  Der  Durchschnitt  dieser  Curve  mit  dem  Kreise 
vom  Radius  r gibt  den  gesuchten  Glanzpunkt.  Diese  Linie  ist 
also  der  geometrische  Ort  der  Glanzpunkte  aller  aus  demselben 
Punkte  C als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugeln. 

Wie  man  bemerkt,  schneidet  die  Linie  den  Kreis  in  vier 
Punkten  D,  D",  Bf,  B^.  Der  Punkt  D'  ist  der  Glanzpunkt  für 
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den  Hohlspiegel.  O"  und  D"  haben  ndr  einh  geometrisshe  Be- 
deutung. • , ■ S .•  l.  .<  II. 

* I:  I»  ' • I 

Taf.  IX.  Fig.  8.  Die  Curve  lässt  sich  leicht  auf  folgende  Art 
construiren.  Man  beschreibe  einen  Kreis  um  C-  mit  dem  Halb- 
messer CA  = b,  ziehe  von  A aus  irgend  eine  Sehne  AE,  halbire 
sie  durch  die  Senkrechte  CF,  so  ist  der  Durchschnitt  D der 
Linie  BED  mit  CF  ein  Punkt  der  Curve;  denn  e^  ist  offenbar 
^ CDA=^CDE.  Beschreibt  man  über  CA  als  Durchmesser  einen 
Kreis,  so  liegen  auf  ihm  die  Mittelpunkte  aller  aus  A gezogenen 
Sehnen;  man  kann  sich  also  dadurcn  die  Arbeit  erleichtern. 

Man  kann  die  Curve  auch  dadurch  construlrenV  dass  man  um 
C irgend  einen  Kreis  beschreibt,  von  den, beiden  Punkten  A 
und  B aus  Tangenten  an  den  Kreis  legt , ' so  geben  die  vier 
Durchscbnittspunk^te  dieser  vier  Tangenten  auch  vier  Curvenpnnkte. 

Als  ich  nun  die  Asymptote  dieser  Linie  bestimmen  wollte, 
fiel  es  mir  auf,  dass  man  noch  keine  Regel  hatte,  dieselbe  aus 
der  Polargleicbung  abzuleiten. 

Die  weitläuflgen  Entwickelungen,  welche  zur  Bestimroong 
der  Asymptote  dieser  Curve  nach  den  früher  bekannten  Regeln 
erforderlich  sind,  veranlassten  mich,  darüber  nachzud^nken,  ob  | 
es  nicht  möglich  sei,  die  A^mptote  direct  aus  der  so  einfachen  ; 
Polargloichung  herzuleiten.  • So  kam  ich  auf  die  oben  entwickelte  ! 
Methode.  Im  siebenten  Beispiele  tindet  man  sie  auf  die  Glanz-  j 
curve  angewandt.  i ! 

Schliesslich  wollen  wir  noch  auf  etwais  aufmerksam  mafchea.  ' 
Vergleicht  man  nämlich  die  Figuren  Taf.  IX.  Fig.  7.  u.  8.  mit  einander;  so  ' 
findet  man,  dass  sie  in  der  Gestalt  ziemlich  übereinstimmen,' na-  j 
mentlich,  wenn  man  Taf.  IX.  Fig.  8.  herurodreht,  so  dass  B oben 
hin  kommt.  Beide  Linien  haben  eine  Schleife,-  einen  Doppel- 
punkt, eine  Asymptote,  ferner  eine  gerade  Linie,,  welche  ourch 
den  Doppelpunkt  geht  und  zur  Asymptote  parallel  ist.  Alles  diess 
führt  auf; den  Gedanken,  dass  beide  Linien  nahe  verwandt,' viel- 
leicht ganz  identisch  sind.  '■  ‘ -. 

Soll  das  Letztere  stattfinden,  so  müssen  ihre  Gleichungen, 
auf  dasselbe  Coordinatensystem  bezogen , genau  mit  einander 
übereinstimmen.  Wir  wollen  diess  näher  untersuchen.  Zuerst  trans- 
formiren  wir  die  Gleichung  der  Focale  auf  rechtwinklige  Coordi- 
dinaten  (Taf.  IX.  Fig.  10.),  nehmen  Af  als  Anfangspunkt,  MC  als 
.‘kbscissenaxe , MA  als  Ordinatenaxe ; bezeichnen  lUA  durch  c, 
MC  durch  m,  und  LC=LH—q,  so  haben  wir  zufolge  der  Con- 
struction  dieser  Linie  (Siehe  Seite  322.): 

m — q;c=.t:c — y, 

(f : y = LA  : c , , • . 

• • = (m— p)*; 

f p = y.  L/1  =y  \ (in  - (i)- ; 
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' c*p*  =»*  (c*  + (m  - e)®) ; 


m — Qz 


cx 


csf' 


9 =7  fn  — 


cx 

c*^\. 


(wi  (c— y)  — ca;)»=y®((c— y)»  + a:*) ; 
m*(c— y)* — 2cm(c — y)ar+c®a:®=y*(c— y)®+y®a:*; 
m»(c— ;/)*— ‘2cma:(c— y)  + a:*(c+y)(c-y)  -y*(c  -y)*  = 0 ; 

m’‘(c— y)  — ‘icffu;  + a:®(c+y)  — y*(c— y)  — 0; " 

' . \ ■' 

7n*«^  m*y — 2cmx + ca:* + a:*y  — cy*  +y*=0; 

< ! ■ 

y*— cy*  + ^*y— m*y  + ca:*— 2c7«a:  + cm*=0. 

Wir  nolleil  nun  auch  die  Gleichung  der  Glanzcur\e’  rtr'das 
n.lniliche  Coordinatensystem  suchen. 

■ Die  Linie  CH  in  Taf.  > IX.  Fig.  8.,  entspricht  offenbar  der 
Linie  CJ  in  Tdf.  IX.  Fig.  7.;  denn  beide  geoen.<  durch  den<  Dop- 
pelpunkt C und  sind  der  Asymptote  parallel.  Die  Linie  CH  dient 
uns  daher  als  Abscissenaxe.  In  Taf.  IX.-  Fig.  7.  haben  vrir  AM 
zur  Ordinatenaxe  angenommen ; da  wir  aber  io  Taf.  IX.  Fig.  8.  den 
dem  Punkte  A in  Fig.  7.  entsprechenden  Punkt  noch  nicht  ken> 
neh , so.  nehmen  vi'ir  ihn  zuerst  willkührlich  in  A'  an,  bezeichnen 
den"  Abstand  CM*-  von  der  Linie  A'M'  durch  l,  und’  wollen  die- 
ses l so  bestimmen,  dass  beide  Gleichungen  möglichst  nahe  über- 
einstimmen. 


Aus  Taf.  IX.  Fig.  11.  6nden  wir  nun  leicht 

rcos(q>  + d)  = / — a:, 
r8io(<p-f  d)=y. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  sind  r und  <p  zu  bestimmen 
und  in  die  Polargleichung  der  Glanzcurve  einzuführen.  Man  findet 

r*=y*-K/-ar)*, 

j.  *!  •»»'  , ‘ ; • 

* / . y — Ji£±tg^ 

S(9*+  ) I — 1 — tggitgd  ' 


tg(p; 


_y— (^— 
■/-.cd-  ylgd’ 
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{l-x)^-\ry^  , 

Setzt  man  nun  zuerst  diese  Werthe  von  tgq>  und  sing;  in  die 
Gleichung 


..  2a6sinqj 


so  erhält  man 


*^(a — 6)sina  + (a+6)cosatgg)  ’ 


2a6cosdQ/ — 

r 


r— ; y-(l-x)tgd  ’ 

(a—b)  sin«  + (a  + 6)cos«  jr_a;  + ytgÄ 

, 2a6cosd(v  — (/— a^)tgd)  (l~x  + ytgd) ^ 

*"  (a— A)sino((/ — x +y  tgd) + (o + 6)  cos«(y  (I  ar)tgd) 

{y*  + t (o— 6)sin«(/— a:+.ytga)+(a+6)cosa(j^— (/— a:)tgdt 

xz'2abcosö(y — (/ — ;r)tgd)(/ — a;+ytgd) . 

Betrachten  wir  zuerst  den  Ausdruck  in  der  grossen  Klammer 
{....1  und  bemerken,  dass 

(a— 6)sin« = (a + Ä)cos«  tgd , 

so  haben  wir 

(o+6)cos«U^-»)tg^  +ytg*d+3f  - (/-a:)tgdl=(a+6)cos«.y(l+tg*4), 
und  weil 

1 


cosd= 


yT  i+tg*d’ 


so  ist 


= 2abcosä(y{l — x)  — (/— x)*tgd  + y*tgd — y(l — a:)tg*d) , 
Bezeichnen  wir  der  Kürze  halber  den  ersten  CoelBcienten 


(a  + 6)cosoc 
2a6co8*d 
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<!u  fh  f,  so  ist  I > ; 

‘ fy^  + fyP — Wy^r  \fyx^ 

=/y(l-tg*d)  -a:3,(I-tg»d)  + j^*tg5-/»tgÄ  + 2ia;tga-a:*tga, 

+ (P  - M)  , 


+ ya;* 


Vergleichen  wir  nun  diese  Gleichung  Glied  fiür  Glied  mit  der 
Gleßhnng  der  Focale  (Seite  329.),’  so  findet  sich: 

t^_a=0; 


Aus 


' L 


/*tgd 


1— 


:c/n* 


-2/=0 


liudi^i  .mr.i 


1.  it . ■ / 

* *•  •(  l-j  I)  , 

'I  t ■ '!  »■ 


1’. 

' > •, 


/= 


I— tg*d 


2/ 


}■■'..  .1  ; . , r • • . 

biesen  Werth  von  l in  die  folgende  Gleichung  gesetzt,  gibt  . 

' .(i-tg»d)^  ’ (1-tg^d)«  a-tgw 
— 2/^  4/^  “ 4/*  ’ 


, l-tg2d 

. •■  . •:  ■ I»= 27 «1!  ■ 

:‘.iu 

als#  m -s-h  ‘ ’ ■ . I 

■ t.,  ' . • ■ • . 

. Setzt  ineni  ia  d^n  beiden  letzten  Ausdrücken  i. 

. , tgS 

m=zl  und  -y^  = c. 


r * 


SQ.  wenden  sie:  iiSrntiseh. 

Da  also  beide  Gleichungen  niir.s  Genaueste  übereinstimnren, 
so  geht  daraus  hervqr,  dass  die  Focale  und  die  Glanzcurve  eine 
ana  dfe  nämliche  Linie  sind. 
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Es  ist  nun 


also 


(o  + &)  cos«  * 
' 2a6cos’d  ’ 


,3afrsin£cos^d 
\(o  + 6)coso( 


, a6cos®J(l — tg*6) 

”*  (o-f6)cosa  < 


Aus  diesen  Wertheu' von  c und  m können  wir  auch  den 'Win* 
kel  6 wegbriiigen;  . 


tfi;d  = "^^tg«,  eosd  = , sind=  , 

s a+6  ^ V^l+tg*d  -V^l+tgäd 

a6(a*— Ä*)sin2o 

®“(«»  + 6*+2a6cos2«)l  ’ 

a6  (2a6  -f  (a®+6®)  cos2a) 

(a*+6®-|-2a6cos2o)l 

Vergieicht  man  den  Werth  von  c mit  dem  früher  gefundeDen 
Werthe  von  JVO  in  Taf.  IX.  Fig.»  8.  (Siehe  Seite  326.), 
so  findet  man,  dass  sie  einander  gleich  sind,  dass  also  iV^  der 
Punkt  ist,  der  dem  Punkte  ^ in  Taf.  IX.  Fig.  7.  entspricht.  Auch 
folgt  nun  CO  = m. 

Seite  322.  haben  wir  eine  Construction  der  Focale  ange- 
geben ; diese  können  wir  jetzt  auch  auf  die  Glanzcut^e  anweo- 
den.  Zieht  man  nämlich  Tat;  IX.  Fig.  8.  durch  den  Punkt  N irgend 
eine  Gerade  BNB',  welche  die  Linie  CH  in  df  schneidet  und 
macht  man 

MB=MB'z=MC, 

so  sind  B und  B'  Curvenpunkte.  Hieraus  lässt  sich  aber  leicht 
umgekehrt  vermittelst  zweier  gegebener  Punkte  A und  B der 
Punkt  N finden.  Denn  halbirt  man  die  Linien  AC,  BC  darcb 
die  Senkrechten  JK,  LM,  welche  CU  in  df  und  df  schneiden, 
so  gibt  jetzt  der  Durchschnitt  der  Linien  AK  und  BM  den  ge- 
suchten Punkt  A,  weil  offenbar 

AK=KC  und  MB— MC. 

Es  folgt  daraus  NO  — c=g  = dem  Abstand  der  Asymptote 
vom  Pole. 

Dieser  Beweis  ist  viel  anschaulicher  als  der'  oben  gegebene. 
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Ffir  c und  m erhalten , wir  die  Ausdrücke : 

__  2a6sindcos^d 
(a-|-A)coso(  ’ 

a6co8^d(l — tg*d)  ^ 

(a+6)cosa  ’ 


wo 


. a.  — b 


Die  beiden  Grössen  c und  m charakterisiren  die  Focale  eoli* 
ständig;  man  kann  sie  leicht  aus  den  gegebenen  Grössen  a,  b 
und  a der  Glanzcurve  berechnen.  Wollte  man  aber  umgekehrt 
aus  den  gegebenen  Grössen  c,  m der  Focale  die  entsprechenden 
a , b und  a der  Glanzcurve  berechnen , so  hat  man  dafür  nur  zwei 
Gleichungen;  man  kann  daher  eine  der  drei  Grössen  a,  b,  a will- 
kührlich  annebinen  und  dann  die  zwei  andern  berechnen. 

Dividiren  wir  den  Ausdruck  von  c durch  den  von  m,  so  wird 
Taf-IX,  Fig.  8. 


daher 

I. 


c 2sind  2tgd 

nt  (1— tg*d)cosd  •! — tg*d’ 


tg.2d= 


c 

m 


JSO 
— CO 


Also  ist 


Z.NCOzzz2d,  Z.NCG=^GCU. 

Ist  daher  c und  m gegeben,  so  ist  Winkel  d nicht  mehr  will- 
kührlich. 


Setzen  wir  — = n,  so  wird 

rt  * 


tga 


1 — n 

TT« 


tgd. 


Nehmen  wir  für  n irgend  einen  Werth  an,  so  lässt  sich  Winkel 
a berechnen.  Man  hätte  aber  auch  Winket  a willkührlicb  anneh- 
men  und  das  zugehörige  n berechnen  können : 


tgg-tgd 
tgo  + tgd 


oder 


sin(a — ä) 

” sin(a+d)  ' 


Hat  man  nun  n und  Winkel  « bestimmt,  so  kann  man  jetzt  a 
und  b berechnen: 
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<(l-t-n)cosa  . ' '■  >.  • , ’ 

cosd.sin2ä  ’ 

oder  auch 

_ ■ csin2« 
sin  (o  + d)  sin2d  ’ 

und  endlich  a=— • 
n 

Wir  können  aber  auch  Alles  durch  eine  einfache  Constructjon 
erhalten.  Tragen  wir  nämlich  Taf.  IX.  Fig.  8.  nur  den  willkübrlich 
angenommenen  Werth  von  a zu  beiden  Seiten  der  Linie  CG,  also 

so  ist  CTi  das  neue  6 und  das  neue  a.  Ziehen  wir  die 
Linien  IkD  und  £>D,  so  ist  auch 

^lU)C=^2bDC. 

Wir  konnten  daher  auch  in  das  Licht  anbringen,  sU  ist  wie* 
deram  D der  Glanzpunkt  für  das  in  71  belindliche  Auge. 

Die  Glanzcurve  enthält  daher  nicht  nur  die  Glanzpunkte  für 
alle  coiicentrischen  Kugeln,  sondern  sie  erlaubt  auch,  dass,  wenn 
sie  für  eine  bestimmte  Stellung  des  Lichtes  und  Auges  gegen  den 
Mittelpunkt  der  Kugel  construirt  ist,  einen  jener  Punkte  willkühr* 
lieh  auf  ihr  anzunehmen ; dann  ist  aber  die  Lage  des  andern  be- 
stimmt. 
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• '■  (I  "i!  I-  i ’>  !:'  " 1'::  '.l'i'II 


xin. 

Fragen  aus  der  mechanik. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Voritand  der  höheren  Bürgerschule  zn  Ettenheim. 


I.  Ueber  die  Kurve,  die  ein  Hund  beschreibt,  der 
sein em  Herrn  folgt. 

* 

Es  sei  der  Weg,  überhaupt  die  Bewegung  des  Herrn  völlig 
bekannt;  zugleich  möge  vorausgesetzt  werden,  diiss  beide  Bewe- 
gungen in  derselben  Ebene  vor  sich  gehen.  Es  seien  am  Ende 
der  Zeit  t'.x,  y die  Koordinaten  des  Ortes  des  Herrn,  u,  t)  des 
Hundes  so  ist  y als  Funktion  von  x bekannt,  während  beide 
bekannte  Funktionen  von  t sind,  v ist  eine  Funktion  von  » und 
diess  letztere  wieder  von  x,  also  auch  von  t Sei  nun 


y=q>(x),  (1) 

Ss 

worin  <p(x)  bekannt  ist.  Sei  ferner  die  Geschwindigkeit  ^ des 
Herrn  in  jedem  Augenblicke  mtmal  so  gross  als  die  Geschwindig- 
keit ^ des  Hundes,  so  ist 


Hieraus  folgt: 
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Die  Geschwindigkeit  des  Hundes  am  Ende  der  Zeit  t ist  nach  der 
Linie  gerichtet,  die  von  nach  (u,o)  geht.  Diese  Linie  macht 
mit  der  Axe  der  x einen  Winkel,  dessen  Cosinus  gleich 


X — u 

V^(y— o)*+(a:— «)•’ 

dessen  Sinus 

y— P 

so  dass 

0» 0ff  , y — V du  dts  x—u 

0<~0t  V (y— ■ 


Hieraus  folgt : 

0c y — V 

du  x—u’ 

oder 

(a?— «)g^=y  — c.  _ (4) 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  dass  die  Linie  von  (x,y)  nail 
(k,o)  Tangente  ist  im  Punkte  (u.c)  an  die  Kurve  des  Hundes. 

Man  zieht  aus  (4): 


d.  h. 


. / ^ 


du 


Ca-0= 


g>'ix) 


dx  dt) 
du  du’ 


dx 


' 0*C 


<p'(ar)  — 


&r  • • 
du 


, (5) 


Durch  Verbindung  der  Gleichungen  (3)  und  (5)  erhält  man; 


oder 

~ l+(g>'(a;))*=m  [<p'(ar)—  ^ 1 


Digitized  by  Google 


337 


Die  Gleichung  (4)  ist  auch 


g>(a;)-®=(ar— (7) 

Man  eliminire  nun  zwischen  (6)  und  (7)  die  GrOsse  x,  so  erhslf 
man  eine  Differenzialgleichung  in  c und  u,  aus  der  die  eine  dieser 
Grüssen  durch  die  andere  ausgedriickt  werden  kann.  Diese  Glei^ 
chung  ist  die  Differenzialgleichung  der  Kurte  des  Hundes.  Ver- 
mittelst (2)  kann  man  sodann  u,  v als  Funktionen  von  i bestim- 
men und  vermittelst  (7)  die  zu  einander  gehörigen  x und  u er- 
kennen. 

Wir  wollen  den  besonderen  Fall  betrachten,  in  dem  der  Herr 
eine  gerade  Linie  beschreibt.  Nehmen  wir  sie  als  Axe  der  x an, 
so  ist  in  (1)  <p{x)—0,  also  sind  die  Gleichungen  (6)  und  (7): 

Sb 

-v=  (x—u)g^,  (70 

Hieraus  folgt: 

® (e«)  V *+v0K/  ■ 

Um  (8)  zu  integrirea  setze  ich 

dv 

Fu=P' 

also 

0*0  Sp Sp  St Sp 

0tt*  Su  Sv  Su  ^ Sv ' 

so  ist  aus  (8) ; 

• cp^£  = mp^Vl  + p^> 

t^=mpV^l  +;>*; 

woraus 

r Sp  rsv 

J p^ri+f^^V  « ’ 

Theil  XV.  S» 
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worin  C eine  willkflhrliche  Konstante.  Bierans  ergiebt  sich 

VTj^— 1 


P 


-=Cr". 


2Cf)«  . 

P-J_Caeä»’ 


ferner 


«=/!=/- 


Sr: 


.1-« 


Cb«+i 


26b-»  ‘'‘'“2(l-»i)C  2(m  + l) 

wo  C*  eine  neue  wiükührliche  Konstante. 

Die  Gleichung  der  Kurve  des 'Hundes  ist  also 

^ _ e*— "•  ■ C'o’"+^ 

« = ^ + 26U-wi)~2(m+l)’ 


+ e. 


(9) 


vorausgesetzt,  dass  nicht  m=l.  In  diesem  letztem  Falle  lände 
man: 


“— *"  + 2C  4 


(10) 


ln  diesem  letztem  Falle  wurde  die  Kurve  des  Hundes  der 
Axe  der  x (oder  u)  sich  nähern , ohne  sie  zu  erreichen.  Im  All- 
gemeinen ist  also  noth wendig  m<l. 

Um  einen  besondern  Fall  festzustellen , wollen  wir  anneiuneo, 
dass  im  Anfänge  der  Zeit  i: 

x=0,  M=0,  v=a 

sei,  so  folgt  aus  (70  im  Anfang  g^=0,  d.  h. 

0 = 1 — 

und  aus  (9): 

ft  ^ 

0 = ^ + 2C(l-m)"“2(;«+l)' 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

1 


C=± 


nnd  aus  der  zweiten; 
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0=  5^)  ± = C'T^  . 

^ 1— m« 

DemDach  ist  in  diesem  Falle  die  Gleichung  der  Kurve  des  Hundes: 

(90 


am 


in 


ar^v 


^ ^ ^ e®+i 

““T  1— m®  ^ 2(l-m)  ^ 2^^+i)' 


worin  die  obem  und  untern  Zeichen  zusammen  gehören. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Bewegung  nach  der  Richtung  der 
positiven  x geschah,  so  müssen  die  untern  Zeichen  gewählt  wer- 
den, und  man  hat: 


am  . r"*+*  «n 

““T=7rt^+ 

Die  Zusammenkunft  geschieht  in  dem  Punkte,  dessen  Abscisse 

Gesetzt  die  Bewegung  des  Herrn 
sei  gieiebförmig  gewesen,  dessen  Geschwindigkeit  —a,  so  ist 

x—at. 

Die  Bewegung  des  Hundes  ist  ebenfails  gleichförmig;  seine  Ge- 
schwindigkeit Um  u.o  als  Funktionen  von  t zu  erhalten^  hat 
man 

du  1— C*c*«  *~ää»  ßam_„2iii 

3ö~  2 Co"  — »”  ■"  — 2o"p"’ 


also  aus  (t"): 

^ ^ am  c'"+‘  , 

j 2a“(m-|- 1)  ' 2(1— m) 

woraus  t als  Funktion  von  t zu  bestimmen  ist.  Aus  (9")  ergiebt 
sich  sodann  auch  u ais  Funktion  von  t. 

„ om  ^ ^ am  , 


P am 

am 

c™  + * 

2«“»®  "”Ll — »«* 

2«"(n»-f-I) 

+ 2(l-ni)J 

amfjl—m  OOi+l 

— 2(U^  ~ 2«"(ni  + l)’ 


23* 
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«voraus  0 = 0,  so  dass  also  wirklich  das  Zasannnentreffen  Statt 
hat  und  zwar  am  Ende  der  Zeit  Weg  des  Hun- 

des ist 

/f  =/VH(!^a,=/‘-4,^». 

pl-m  ^ Cc™  + * , ^ e'"  + ^ , ,, 

— 2C(l-m)  + ^+T)  + 

und  folglich  von  v=n  bis  c=U: 

n a a__ 

‘2(1 — m)  ‘ ‘2(1 +Hi)  1 — m*’ 

wie  natürlich,  da  seine  Geschwindigkeit  "•  Uebrigens  ist  das 

Letztere  richtig,  «reiches  auch  die  Art  der  Be«vegung  des  Hem 
gewesen. 

Da  im  Anfänge  der  Bewegung  (die  Gleichung  (9")  vorausge- 
00  1 

setzt)  g-  = y , so  ist  die  Axe  der  y Tangente  der  Kurve.  Im 

(Iftt  00 

Punkte  «=  I ^ ist  ^=0,  also  dort  die  Axe  der  j;  Tangente 

an  die  Kurve. 

Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  der  Kurve  ist  eigentlich 
„ f am  , o™+*  pi— 

“ + 2«»(m+T)“2(l— m)/  ' 

und  es  sind  also  zwei  Zweige,  die  beiderseitig  mit 


am  , 
tt=-v- — 5-  oder 

1— T»'“ 


am 


1-m* 

enden.  Die  Kurve  (9")  geht  nur  von  o=u  bis  r=0. 


II.  lieber  den  vortheilhaftesten  Abhang  eines  Kanals, 
an  dessen  Ende  das  Wasser  einen  industriell  zu 
benutzenden  Fall  bilden  soll. 


Wenn  Wasser  in  einem  offenen  Kanäle  fliesst,  der  einen 
gleichförmigen  Fall  hat  und  dessen  Durchschnitt  überall  derselbe 
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ist,  80  findet  man  die  gleichfürmige  Geschwindigkeit  v,  die  es 
annimmt,  durch  die  Gleichung: 

worin  A die  Fläche  des  Schnitts,  C sein  benetzter  Umfang,  i der 
Fall  auf  jeden  Meter,  a,ß  zwei  Konstanten,  die  bestimmt  wur- 
den zu 


«=0,00004445,  /S=0,0003093. 


(Man  sehe:  Navier,  Resumd  des  le^oiis  sur  l’application 
de  ia  Mecanique.  Partie.  § 122.) 

Gesetzt  nun,  es  befinde  sich  in  einem  Flusse  eine  Insel  und 
der  Fluss  habe  Wasser  genug,  dass  man  die  Kraft  desselben 
industriell  anwenden  könne.  Man  wolle  zu  diesem  Ende  durch 
die  ganze  Länge  der  Insel  einen  Kanal  graben,  an  dessen  Ende 
das  Wasser  einen  kleinen  Fall  bilden  soll,  dessen  Kraft  nun  an- 
gewendet  werde.  Es  ist  nun  ganz  klar,  dass  man  den  grössten 
Fall  erhalten  würde,  wenn  man  den  Kanal  horizontal  anlegte, 
allein  in  diesem  Falle  würde  kein  Wasser  durch  denselben ^flies- 
sen.  Dagegen  würde  die  grösste  Masse  Wassers  durch  densel- 
ben iliessen,  wenn  man  ihm  dieselbe  Neigung  gäbe,  die  der  Fluss 
hat;  in  diesem  Falle  hätte  man  aber  keinen  Fall.  Zwischen  die- 
sen beiden  Aeussersten  nun  liegt  der  Fall,  da  man  bei  grösst- 
müglichem  Falle  die  grösstmöghche  Masse  Wassers  erhält. 


Stelle  Taf.  X.  Fig.  3.  A£  = CD  die  ( horizontal  gemessene) 
Länge  Z/  der  Insel  (des  Kanals)  C£  dar;  sei  i dessen  Fall  auf 
den  Meter,  so  ist  DE— Li-,  endlich  sei  AC=H  der  Unterschied 
der  Niveaux  des  Wassers  an  den  Enden  der  Insel,  so  ist  BE 
=B—Li.  Bedeuten  A und  C was  oben,  so  ist  die  Geschwindig- 
keit des  Wassers  im  Kanal  gegeben  durch 


, ^(aP  + ß»*) 

A 


Die  Menge  Wassers,  die  in  einer  Sekunde  durch  den  Schnitt  des 
Kanals  fliesst,  ist  Av,  also,  wenn  q das  Gewicht  der  Kubikeinheit 
des  Wassers  ist,  deren  Gewicht  Aqv.  Diese  Masse  fällt  durch 
die  Höhe  U—Li,  kann  also,  unten  angekommen,  die  Arbeit 

Aqv(H' — Li) 


rerrichten,  wenn  man  darauf  nicht  achtet,  dass  sie  schon  eine 
anfängliche  Geschwindigkeit  besitzt,  .\chtet  man  darauf,  so  muss 
man  obiger  Grösse  noch 


Aqv, 


e* Aqo^ 

^3  ~ ‘^9 


zufügeii.  Alsdann  ist  die  Arbeit,  die  in  der  Sekunde  durch  das 
lallende  Uasser  verrichtet  werden  kann: 
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j tu  All  ALqQm-\-ßr^v  . Agv* 

Aßp(H-Lt)+-Y-=  AHqv 

;=zAH(fo-LqCav‘»-L(iCßt^  + 

H-elche  Grosse  nun  ein  Manmum  sein  soll.  Man  Gndet : 


- 2LC«t— 3LC|5ea+^=0, 

2LCga  + AL*C^g'*cit-2AHgCiA-QLCßg) 
■iA  — QLCßg 


Av^q 


Hätte  man  vernachlässigt,  so  hätte  sich  ergeben: 


+ 


AH 

JZCß' 


Kennt  man  e,  so  findet  sich: 

*=3(«p  + )3p*), 

wodurch  nun  der  vorteiihaßeste  Abfall  gefunden  ist. 


III.  Ueber  das  Princip  des  Telluriums. 


Eine  Kugel  drehe  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a nm 
eine,  ausser  ihr  liegende  Axe  AB  (Taf.  X.  Fig.  4.),  und  mit  der 
Winkelgeschw'indigkeit  t zugleich  um  eine  durch  ihren  Mittelpunkt 
gehende,  mit  parallele  Axe  CD,  und  es  sei  die  Richtung  von 
E der  von  o>  entgegengesetzt;  man  verlangt  die  Lage  einer  belie- 
bigen (festen)  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Linie  EF  am  , 
Ende  der  Zeit  t 

Man  nehme  AB  als  feste  Axe  der  z an  und  lege  durch  A 
xwei  Axen  der  x und  p,  die  anfängliche  Richtung  von  AC  geh« 
die  Richtung  der  positiven  Axe  der  x an,  und  die  positive  Axe 
der  g sei  so  gewählt,  dass  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  o 
Von  der  positiven  Axe  der  x unmittelbar  zur  positiven  Axe  der 
g gehe.  Durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  lege  man  eben  so  ein 
in  ihr  festes  Koordinatensystem,  von  dem  OD  die  positive  Axe 
der  Z|  und,  in  der  anfänglichen  Lage,  die  Axen  der  Xi  und  jfi 
den  vorigen  (der  x und  y)  parallel  seien.  EF  sei  so,  dass  sie 
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im  AnfaDge  mit  den  festen  Axen  in  A die  Winkel  a,  p,  y mache, 
welche  Winkel  sie  also  in  diesem  Augenblick  auch  mit  den  durch 
0 gehenden  Axen  macht 

Offenbar  werden  wir  unsere  Aufgabe  auch  dadurch  lusen  kön- 
nen, dass  wir  zuerst,  während  einer  Zeit  t,  der  Kugei  bloss  die 
Bewegung  um  Aß,  und  dann  während  einer  eben  solchen  Zeit 
bloss  die  um  CD  ertheilen.  Lassen  wir  also  zuerst  die  Kugel 
sich  bloss  um  Aß  drehen  und  suchen  wir  anl  Ende  der  Zeit  t 
die  Lage  der  Axen  in  O in  Bezug  auf  die  in  A.  Oie  beiden  Axen 
der  z sind  noch  immer  parallel.  Die  Axe  der  .tj  (durch  O)  macht  mit 
der  Axe  der  a;  (durch  A)  den  Winkel  al,  mit  der  der  y den  Win- 
kel 2 — mt,  mit  der  der  2 den  W^inkel  ; die  Axe  der  y,  macht 

mit  der  der  a;  den  Winkel  ^ -f  mt,  mit  der  der  y den  Winkel  mt 

und  mit  der  der  z den  Winkel  Bei  dieser  Drehung  sind  also 

die  durch  O gehenden  Axen  beweglich  gewesen,  als  feste  Linien 
in  der  Kugel. 

Lassen  wir  nun  die  Kugel  sich  um  CD  während  einer  Zeit  t 
drehen  und  während  dieser  Zeit  die  Axen  der  Xi , yi , Zj  fest  (als 
feste  Linien  im  Raume,  unbeirrt  durch  die  Bewegung  der  Kugel), 
so  wollen  wir  die  Lage  von  £F  in  Bezug  auf  die  durch  O ge- 
henden Axen  am  Ende  der  neuen  Zeit  t suchen,  an  deren  Anfang 
natürlich  EF  mit  diesen  Axen  die  Winkel  a,  ß,  y machte.  EP 
macht  mit  CD  ständig  den  Winkel  y;  legt  man  also  durch  EF 
und  CD  (die  Axe  der  Zi)  eine  Ebene  und  achtet  auf  die  Durch- 
schnittslinie dieser  Ebene  mit  der  Ebene  der  urjyi,  so  macht 
diese  Durchschnittslinie  am  Ende  der  Zeit  t mit  der  Axe  der  Xi 

n 

den  Winkel  «i  — et , mit  der  Axe  der  yi  den  Winkel  ^ 

TZ 

mit  der  der  den  Winkel  2~>  wenn  ai'der  anfängliche  Winkel 

mit  der  Axe  der  Xi  ist  «i  ist  zu  bestimmen  aus  den  Glei- 
chungen : 


cosa=coscti8iny,  cos/3  = sinajSiny; 


d.  h. 


, cosa 


(1) 


Für  unsern  Zweck  wäre  es  rollkommen  genug,  «iSiO  zu  setzen, 
in  welchem  Falle  ß—^>  wäre.  Doch  wollen  wir  die 

Allgemeinheit  beibehalten. 

Sind  nun  o',  ß' , y'  die  Winkel,  welche  die  EF  mit  den  durch 
0 gehenden  Axen  am  Ende  der  Zeit  t macht,  so  bat  man 
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eosoi'=zcas(ai — £t).sin}',  cosjS' = 8in(«j — cQ.siny,  /=/•  (2) 

Man  wird  nun , wenn  man  beide  erhaltenen  Resultate  zusammen 
nimmt,  leicht  einsehen,  dass  die  mehr  eenannte  Durchschnitts- 
linie mit  den  Axen  der  x,  y,  z folgende  Winkel  macht  am  Ende 
der  Zeit  t (während  welcher  beide  Bewegungen  zugleich  ge- 
schaben) : 

mit  der  Axe  der  x den  Winkel:  wt  + a,  — r<=«,  -f(o) — t)t, 

7t 

mit  der  Axe  der  y den  Winkel:  •“<— (“i— *0=2 — — (n>— *)t. 

7t  ( 

mit  der  Axe  der  z den  Winkel: 

Sind  also  jetzt  ß",  /'  die  Winkel  der  Linie  EF  mit  den 
drei  Axen  durch  A,  so  ist: 

C08a"=cos(o, -K® — £)/).siny,  cos|S"=sin((w— £)<-}-«, ).sin}',  y"z=y.  (3) 

Für  den  besondern  Fall , dass  ®=£,  wie' diess  beim  Tellurium 
der  Fall  ist,  folgt  aus  (3): 

cosa"=:co8aisin7,  co8^''=siuaisin}',  y"=y;  (4) 

d.  h.  wenn  man  (4)  mit  (1)  vergleicht: 

«"  = «,  ß"=zß,  Y‘=y,  (5) 

oder  die  Linie  EF  bleibt  beständig  mit  äicfa  Selbst  pa- 
rallel. 

Dreht  also  eine  Kugel  sich  um  die  Axe  AB  und  zugleich  uin 
die  mit  ihr  parallele  CD,  sind  die  beiderseitigen  Winkel- 
geschwindigkeiten gleich,  aber  entgegengesetzt  gerichtet,  so  bleibt 
jeder  durch  O gehende  Durchmesser  der  Kugel  beständig  mit  sich 
parallel.  Diess  bt  nun  das  Princip  des  Telluriums.^  Die  Einrich- 
tung desselben  ist  übersichtlich  folgende: 

Eine  Stange  AB  (Taf.  X.  Fig.  5.)  ist  um  MN  drehbar.  An 
MN  ist  ein  horizontales,  nach  unten  gezähntes  Rädchen  G fest, 
ln  dieses  greift  ein  vertikales  Rädchen  C ein,  das  an  der  Stange 
CD  ist,  welche  letztere  in  E und  E* an  AB  befestigt,  sonst  aber 
ganz  frei  ist.  ln  D ist  ein  vertikales  Rädchen,  ebenfalls  fest  an 
Cd  und  ganz  gleich  dem  in  C,  welches  dann  in  das  horizontale 
H eingreiflt,  das  gleich  G,  aber  innerhalb  der  Rädchen  C und 
D ist. 

Die  Axe  dieses  Rädchens,  die  an  demselben  fest  ist.  trägt 
den  (Halb-)  Ring  Kh,  an  dem,  an  der  (schiefen)  Axe  KL  eine 
Kugel  ist.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Vorrichtung  die  obi- 
gen Voraussetzungen  verwirklicht,  so  dass  KL  bei  der  Bewegung 
von  AB  um  MN,  wobei  also  die  Kugel  sich  um  MN  und  UJ 
dreht,  die  Linie  KL  z.  B.  (die  Erdaxe,  wenn  die  Kugel  die  Erde 
in  ihrer  {.Bewegung  um  die  Sonne  verstellt  und  KL  um  23V2*’ 
gegen  MN  genei,^  ist)  immer  mit  sich  parallel  bleibt,  was  be- 
kanntlich mit  der  F.rdaxe  der  Falle  ist. 
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lieber  Curren  zweiter  utad' dritter 
Ordnung^. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  CI  aasen, 

Observator  an  der  Sternwarte  zu  UorpaU 


Der  elegante  Pascal’sche  Satz  in  Beziehung  auf  Curven 
zweiter  Ordnung  veranlasste  mich  einen  ähnlichen  in  Beziehung 
auf  Curven  dritter  Ordnung  aufzusuchen.  Bei  diesen  letztem  ge- 
stalten sich  aber  die  Gleichungen  viel  verwickelter;  so  dass  ver- 
muthlicfa  mehrere  solche  Sätze  existiren,  die  man  erlangt,  wenn 
man  die  Gleichung  der  Curve  auf  verschiedene  Weise  behandelt; 
wobei  man  bei  Curven  zweiter  Ordnung  auf  einerlei  Resultat 
kommt,  bei  denen  dritter  Ordnung  aber  verschiedene  Resultate 
findet.  Ich  gelangte  durch  eine  völlig  gleiche  Behandlungsweise 
zu  dem  Pascal'schen  Satze  und  zu  einem,  wie' ich  glaube,  neuen 
einfachen  Satze  in  Beziehung  auf  Curven  dritter  Ordnung,  der 
mir  der  Veröffentlichung  nicht  unwerth  schien,  weshalb  ich  ihn 
mittheile. 

' 1.  Zuerst  suche  ich  die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve,  die 
durch  vier  gegebene  Punkte  I\,  P^,  P3,  P4  geht.  Zieht  man 
durch  zwei  dieser  Punkte  Pj  und  P2  eine  Geraoe  und  betrachtet 
diese  als  Axe  der  x;  und  setzt  man  den  Anfangs^nkt  der  Coor- 
dinaten  im  Punkte  A:  so  hat  man  für  die  bieiden  Punkte 

x=AP^=a,  y=0;  ’■ 

und 


x = AP^  = a' , y = 0. 

Es  sei'‘A==0  die  Gleichung  für  die  Curve.  Man  sieht  leicht,  dass 
A',  um  den  beiden  Werthen  zu  genügen,  von  der  Form  sein  müsse: 
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A:=(x— a)(x— aQÄi  +srA^; 

io  welcher  Formel  und  andere  Polynome  von  x und  y oder 
Constanten  bezeichnen.  Es  seien  nun  ferner  die  Gleichungen  für 
die  Geraden,  die  durch  Py  und  P^,  P^  und  P^  geben: 

lyx=x — o + Ay=0;  4 = ^ — <*'  + A'y=0; 

sei  ferner  l—y,  so  hat  man: 


X — 0=4 — Ay»  o'=4  — ^'y; 

(1  und  A'  bedeuten  Constanten)  also: 

Ä:=4.4.Ä,+f.Ä,....  (1) 

worin  ein  ähnliches  Polynom  als  bezeichnet  Auf  ganz  ähn- 
liche Weise  findet  man,  wenn  man  die  Gleichung  ftir  die  Gerade, 
die  durch  P^  und  P^  gezogen  ist,  4=0  setzt: 

ä=4.4.A4  + 4.A:s  (2) 

Subtrahirt  man  nun  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  ron  einander,  so 
findet  sich: 

4 .4  .(Äi— A*)  = 4 . As  - A, . 

Da  in  dem  Durchschnitte  der  Geraden  l und  4*)  weder  4 noch  l, 
verschwinden,  so  muss  Ky — Ai  in  diesem  Punkte  =0  sein.  Es 
muss  daher 


Ai-A*=/-Ae-4A, 

sein , wo  wiederum  Ag  und  Kj  Polynome  von  x und  y bezeichnen 
Demnach  ist: 


Ax— /•  Ag — A4 — 4.  Aj- — Ag, 
wodurch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  sich  verwandeln  in : 


A=4.4.Ag  + f.4.4.Ag  + /.A3  =44-^8  + + ly.lM, 

A=4‘4"^  + 4*4'4'^r  'i'  4.  As=4*4.Ag  -4-  4 (As-|'4-4.Äy- 


Demnach  ist: 


Z(A,  + 4'4*^a) — 
Es  muss  also  sein: 


*)  Kürze  halber  werde  ich  im  Folgenden,  wenn  kein  Miisverttand- 
nU«  zu  befürchten  ist,  statt:  die  Gerade  deren  Gleichung  A=0,  schlecht- 
weg die  Gerade  L schreiben. 
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oder  endlich; 

A:=^,./,.Ä8+ (3)1 

2.  Bei  Curven  zweiter  Ordnung  werden  die  Grossen  Ag  und 
Ag  Constanten.  Nimmt  man  nun  zwei  andere  Punkte  Pp  auf 
der  C'urve  an,  und  setzt  die  Gleichung  der  Geraden,  die  durch 
Pa  und  Pg  geht:  fg=0;  der  Geraden,  die  durch  Pg  und  Pg  gebt: 
/g=0;  und  der  Geraden,  die  durch  Pg  und  Pg  geht:  /g=0;  so 
hat  man  auf  ganz  ähnliche  Art  in  Beziehung  auf  die  Punkte  Pg, 
Pg,  Pg,  Pa  folgende  Gleichung  für  die  Ciirve: 

A — k.la k',1^. Ij  (4) 

wo  k und  W Constanten  bezeichnen.  Eliminirt  man  nun  aus  den 
Gleichungen  (3)  und  (4)  /j,  so  erhält  man: 


(P./g-  A9./)A=P.A8 ./,.f,./g— Ä.  K^.l.U.k  -(S) 


Da  k,  P,  Ag,  Ag  Constanten  sind,  so  wird 

P.fg-Ag.Z=^=0 

die  Gleichung  einer  Geraden  sein.  Die  neun  Durchschnitte  der 
drei  Geraden  la  und  /g  mit  den  drei  anderen  Geraden  l,  /« 
und  L liegen  also,  da  in  ihnen  die  beiden  Glieder  der  Gleichung  (5) 
verschwinden,  entweder  auf  der  Curve,  oder  auf  der  Geraden  If. 
Nun  aber  schneidet  die  Gerade  li  die  Geraden  l und  4 auf  dar 
Curve.  Sie  kann  die  Curve  nur  in  zweien  Punkten  schneiden, 
also  muss  der  Durchschnitt  mit  la,  da  er  von  den  beiden  andern 
im  Allgemeinen  verschieden  ist,  auf  der  Geraden  If  liegen.  Eben 
so  müssen  die  Durchschnitte  und  /g  und  l auf  derselben 
Geraden  liegen.  Dieses  ist  der  Pascalsche  Satz. 

3.  Bei  Curven  dritter  Ordnung  werden  die  Grössen  Ag.  Ag 
in  der  Formet  (3)  nicht  über  die  erste  Ordnung  sein;  eine  dersel- 
ben muss  wenigstens  vom  ersten  Grade  sein,  da  sonst  die  Curve 
nur  von  zweiter  Ordnung  wäre,  ln  dem  Folgenden  wird  ange- 
nommen, dass  beide  die  Gleichungen  von  Geraden  darstellen,  dass 
also  die  Gleichung  für  die  Curve  von  folgender  Form  sein  wird: 

A=  ^ ./g  -f-  . ^4  • fg (6) 

Die  Gerade  l gehe  durch  die  Punkte  P, , Pa,  Pr  (Taf.  VII. 
Fig.  5.);  /.  durch  die  Punkte  P*,  Pg,  Pg;  h durch  P, , P»,  P,; 
la  durch  P«,  P^,  Pg’,  so  sieht  man  leicht,  dass  durch  die 
Punkte  P, , Pg,  Pg;  und  dass  L durch  Pj,  Pg,  Pg  geht.  Wenn 
man  also  durch  vier  in  der  Curve  liegende  Punkte  Pi , P* , 
Pa,  Pg  die  vier  Geraden  zieht:  1)  PiPg,  die  die  Curve  überdies 
in  Pi  schneidet;  2)  PgPg,  die  die  Curve  in  Pg  schneidet; 
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^ P\  P*,  die  die  Curvo  noch  in  Pr  schneidet ; 4)  die  die  j| 

Curve  noch  in  Pg  schneidet;  so  schneiden  die  Geraden  PiP^  und ' 
PjPb  die  Curve  in  demselben  Punkte  P^.  , 

Es  werden  die  Geraden  l und  /,  beibehalten,  oder  die  Punkte 
P.P.,  P.,P„Pr,  und  vier  andere  Gerade  gezogen:  l\  durch 
die  Punkte  Pj,  P^,  P'gJ  l't  durch  Ä,  P'a,  .^9;  l\  durch  P„ 
P'b>  P'e't  dadurch  Pf,  P^' , P'g.  Alle  diese  Punkte  liegen  auf 
der  Curve.  Statt  des  Vierecks  P^,  P^,  Pg,  P9  entsteht  also  ein 
neues  P'* , P'- , P'g , P', , dessen  verläimerte  Seiten  die  Curve  in 
denselben  Punkten,  wie  die  verlängerten ^iten  des  erstem  schnei-  [ 
den.  Da  beide  in  der  Curve  eingeschrieben  sind,  so  hat  man 
ebenfalls  für  das  letztere: 

K=U\.l\^h.V  t.Vi (7). 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  U,  so  ergiebt  | 
sich : 


ft  1 . 

K oder  die  Gleichung  für  die  Cnrve  kann  nicht  durch  l theilbar 
sein,  folglich  muss 

sein,  wo  L=0  die  Gleichung  einer  neuen  Geraden  ist.  Dem- 
nach ist: 

- l'i  (8) . 

Die  Gerade  kann  die  Curve  nur  in  dreien  verschiedenen  Punk- 
ten schneiden,  nemlich  in  ihren  Durchschnitten  mit  li,  1^; 
der  Durchschnitt  d (Taf.  VII.  Fig.  5.)  mit  /'a  liegt  daher  auf  der 
Geraden  L\  eben  so  liegen:  a der  Durchschnitt  von  mit  \ 
der  Durchschnitt  von  l\  mit  4;  y der  Durchschnitt  von  fg  mit 
fg  auf  derselben  Geraden.  Wir  haben  also  den  Satz: 

„Beschreibt  man  in  einer  Curve  dritter  Ordnung 
zwei  Vierecke,  deren  verlängerte  Seiten  die  Curve  in 
denselben  vier  Punkten  schneiden;  so  liegen  die  vier 
Durchschnitte  der  vier  Seiten  des  einen  Vierecks  mit 
den  den  gegenüberliegenden  Seiten  entsprechenden 
in  dem  andern  Vierecke,  auf  einer  Geraden.“ 

Durch  Hülfe  dieses  Satzes  lassen  sich,  wenn  die  acht  Durch- 
schnitte der  vier  Seiten  eines  in  die  Curve  eingeschriebenen  Vier- 
ecks mit  der  Curve  bekannt  sind,  mittelst  eines  neunten  Punkts, 
wenn  dieser  nicht  der  oben  erwähnte  neunte  Punkt  Pg  ist,  eine  un- 
endliche Anzahl  Punkte  der  Curve  durch  die  leichteste  Constru- 
ction  finden.  Es  sei  nemlich  (Taf.  VIL  Fig.  5.)  P'g  dieser  Punkt 
Man  ziehe  P«P'g  oder  l\,  die  die  Gerade  /«  io  dem  Punkte  a 
schneidet;  PtP^  oder  die  Gerade  l\,  die  4 in  dem  Punkted 
schneidet.  Durch  « und  ß ziehe  man  nun  die  Gerade  L| , die  <4 


Digitized  by  Google 


349 


im  Pankte  y,  h aber  im  Punkte  S schneidet^  so  gehen  die  Gera> 
den  durch  P,  und  d,  P^  aber  durch  Pj  und  }*,  wodurch  das 
ganze  Viereck  'völlig  bestimmt  ist.  Man  findet  also  auf  diese 
Weise  drei  neue  Punkte  durch  Hülfe  des  einzigen  P^.  Durch 
Verwechselung  der  Geraden  f,  li  und  /,  unter  einander^  und 
/«>'  /&'  la^sei)  sich  mehrere  heue  Punkte  blos  durch  finden; 
wenn  man  aber  die  neu'  gefundenen  auf  dieselbe  Art  als  P^  be- 
handelt,  oder  die  neuen  Coihpiexe  von  drei  und  drei  Geraden 
anwendet,  und  die  Operationen  wiederholt,  kann  man  jede  belie- 
bige Anzahl  Punkte  auf  der  Curve  finden. 

4.  Es  seien  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  zwei  Vierecke 
eingeschrieben,  deren  auf  einander  folgende  Seiten  l,  l^,  U, 
und  P,  Pi,  Pt,  Pt  sind.  Man  hat  also,  wenn  Ä^=0  die  Gleichung 
der  Curve  ist: 


K=Ut  + ltlt.' 
K=V.Pt-iPi.Vt-, 


folglich  durch  Elimination : 


Q\.Pt-h.h)  K=l.U\.P, -P.Pfh.lt. 


Von  den  sechszehn  Durchschnitten  der  vier  Geraden  l,  l\ 
und  l't  mit  den  vier  andern  P , l\,  h und  4 liegen  nur  acht  auf 
der  Curve,  und  können  nicht  mehr  verschiedene  liegen,  weil  jede 
Gerade  die  Curve  nur  in  zweien  Punkten  schneiden  kann.  Die 
übrigen  acht  Durchschnitte  l und  4 mit  P und  Z',;  4 und  4 mit 
l'i  und  Pi  liegen  auf  einer  Curve  zweiter  Ordnung,  oder  einem 
Systeme  von  zweien  Geraden,  deren  Gleichung 

V',-44=0 

ist.  Man  kann  hieraus  folgenden  bekannten  Satz  folgern: 

„Wenn  von  zweien  in  einem  Kegelschnitte  einge- 
schriebenen Vierecken,  die  drei  Seiten  des  einen  die 
entsprechenden  drei  Seiten  des  andern  auf  einer  Ge- 
raden schneiden:  so  liegt  der  Durchschnitt  der  vier- 
ten Seite  mit  der  entsprechenden  im  andern  Dreiecke 
auf  derselben  Geraden.  Zugleich  liegen  die  Durch- 
schnitte der  vier  Seiten  des  einen  Vierecks  mit  den 
entsprechendengcgenüberstehendeii  im  anderen  Vier- 
ecke auf  einer  anderen  Geraden.“ 

5.  In  einer  Curve  dritter  Ordnung  seien  zwei  verschiedene 
Vierecke  eingeschrieben,  in  denen  blos  zwei  einander  gegenüber- 
stehende  Seiten  die  Curve  in  denselben  beiden  Punkten  schnei- 
den. Es  sei  also  K=0  die  Gleichung  der  Curve,  so  ist: 

K — l.li  .h  -{■  la-lfh» 

' K=l.l\.P^-\-Pt.P^.l\. 


Digiiized  by  Google 


350 


ElimiDirt  man  hierans  l,  so  ergfebt  sieh: 


Von  den  fünfundzwanzig  Durchschnitten  der  Geraden 
/,,  f«,  /»  mit  den  Geraden  1^,  1‘,,  t*,  ft  liegen  die  in  dem 
nntenstebeoden  Schema  mit  0 bezeicbneten  Ourchscfanitte  der  in 
der  obern  horizontalen  Reihe  mit  denen  in  der  vertikalen  anf  der 
Ciirve.  Die  übrigen  liegen  auf  einer  andern  Curve  oder  Systeme 
von  zweien  Geraden,  deren  Gleichung 


ist. 


f'i.f',— 4./,=0 


k 

h 

6 

0 

0 

0 

0 

ö 

0 

h 

0 

0 

0 

K 

0 

0 

h 

0 

Ol 



Hieraus  folgt  sogleich,  dass  wenn  drei  dieser  letztem  Durch“ 
schnitte  auf  einer  Geraden  liegen,  die  sämmtlichen  zehn  Durch* 
schnitte  auf  zweien  Geraden  liegen  müssen , und  zwar  auf  jeder 
fünf  derselben. 
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Zweite  Bearbeitung  des  in  dem  Auf- 
sätze Tbl.  xin.  Ar.  XXXIII.  ^e^e- 
benen  Beweises  eines  geometrischen 

Satzes. 

Von 

Herrn  Theodor  Lange 

zu  Berlin.  , 


Es  erscheint  hiermit  eine  neue  Bearbeitung  des  Bevreises  zu 
dem  in  Thl.XIll.  Nr.XXXlII.  S.  341.  aufgesteliten  Satze:  Wenn  aus 
zwei  Punkten.^  und  B einer  geraden  Linie  zwei  gerade  Linien 
und  BD  ausgehen,  welche  mit  der  Linie  AB  die  Winkel  a und  6 
bilden  mögen,  und  wenn  eine  aus  dem  Punkte  A auf  die  Gerade 
DB  gezogene  Linie  von  der  Län^e  r den  Winkel  a in  demsel- 
ben Verhältnisse  theilt,  in  [dem  eine  aus  dem  Punkte  B auf  die 
Linie  AC  gezogene  Linie  von  derselben  Länge  r den  Winkel  6 
theilt,  so  sind  die  Winkel  a und  6 einander  gleich.  Der  hier 
folgende  Beweis  scheint,  abgesehen  von  seiner  grossem  Einfach- 
heit, deshalb  vielleicht  einige  Aufmerksamkeit  zu  verdienen,  weil 
in  seinem  Verlauf  deutlicher  hervortritt,  woher  es  wohl  gekommen 
ist,  dass  so  viele  Versuche  einen  rein  geometrischen  Beweis  die- 
ses Satzes  zu  geben,  gescheitert  sind.  Indem  nämlich  die  Bedin- 
gung, dass  die  Halbmesser  in  den  Winkeln  a und  ö liegen  müs- 
sen, einmal  begrenzend  und  dann  wieder  ausschliessend  wirkt;  da 

dieselbe  bewirkt,  dass,  wenn  a'^-PBA  ist,  die  Gleichung 

die  Gleichung  a—b  bedingt,  indessen  sie,  wenn  a<^PBA  ist, 
die  Gleichung  anmöglich  macht  und  den  Fall,  dass  die  Kreise 
sich  nicht  schneiden , ganz  ausschliesst;  aber  auch  die  Gleichungen 

und  •^='0  nicht  eintreten  lässt. 

« p'  « P 

(Von  nun  an  a.  m.  Taf.  X.) 
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Alle  geraden  Linien  aus  einem  Punkte  A,  auf  denen  Punkte 
liegen,  welche  von  einem  Punkte  B den  bestimmten  Abstand  r 
haben , sind  Secanten  aus  A für  den  mit  r als  Halbmesser  um  den 
Punkt  B beschriebenen  Kreis.  Ebenso  sind  alle  gerade  Linien 
aus  dem  Punkte  B,  auf  denen  Punkte  liegen,  welche  von  dem 
Punkte  A den  bestimmten  Abstand  r haben,  Secanten  aus  ß Air 
den  mit  dem  Halbmesser  r um  ^ gezeichneten  Kreis.  — Man 
stelle  sich  vor,  eine  Secante  iiir  den  Kreis  um  A aus  dem  Punkte 
B drehe  sich  um  diesen  Punkt  so , dass  sie  aus  der  Lage  BA 
als  der  urspriingliclien  sich  nach  einer  Richtung  bewege,  bis  sie 
in  die  Lage  jeder  Secante  gekommen  ist.  Der  l^i  dieser  Drehung 
zunehmende  Winkel,  welchen  die  Secante  mit  BA  bildet,  sei  b. 
Sind  während  der  Drehung  auf  die  Secanten  stets  die  Haibmesser 
gezogen,  so  wird  jeder  mibmesser  mit  BA  Winkel  bilden,  von 
denen  der  eine  a 'mit  dem  .Winkel  6 gleichzeitig  zunimipt,  indes- 
sen der  ihm  der  Lage  nach  entsprechende  Winkel  af  am  andern 
Halbmesser  .fortwährend  abnimmt  Man  bezeichne  ferner  den. Win- 
kel, den  eine  beliebige  Secante  aus  A für  den  Kreis  um  £ mit 
AB  bildet,  mit  a und,  der  obigen  liezeichnung  der  Winkel  a und 
a'  entsprechend,  die  Winkel,  welche  die  auf  diese  Secanten  ge- 
zogenen Halbmesser  gegen  AB  bilden,  mit  ß und  ß'. 


Da  die  Winkel  a und  b beständig  denselben  Werth  behalten, 
dagegen  b und  a gleichzeitig  zunehmen,  so  nimmt  das  Verhältniss 

— ab,  indessen  ^ zunimmt  Es  kann  also  nnr  höchstens  ein- 

o b ^ 

mal  ^ — ß werden,  während  die  Secante  in  die  Lage  jeder  Se- 
cante gekommen  ist  Da  aber,  wenn  a=b  ist,  immer  ^ = ^ 
so  muss  auch  umgekehrt,  wenn  «==&  sein. 


Mit  mehr  Schwierigkeiten  ist  aber  die  Untersuchung  verban- 
den , unter  welchen  Bedingungen  die  Quotienten  ^ und  ß,  einan- 
der gleich  sind,  da  diese  Verhältnisse  gleichzeitig  zunehmen.  Man 
stelle  sich  vor,  6 nehme  immer  um  einen  beständigen  Winkel^  zu;  als- 
dann wird  a'  um  Winkel  abnehmen,  welche  selbst  entweder  stetig  zu- 
nehmen,  wenn  AB'^r  ist,  oder  immer  gleich  bleiben,  wenn  AB 
=r  ist,  oder  stetig  abnehmen,  wenn  AB  <^r  ist  Während  da- 
her das  Verhältniss  ß,  von  Null  beginnend  bis  ^ immer  am  die- 


selben Werthe  zunimrat,  muss  ^ von  — beginnend  bis  zu  an- 
endlich grossen  Werthen  zunehmen.  Daraus  folgt,  dass  das  Ver- 
hältniss während  -ß,  um  immer  gleiche  Stücke  zunimmt. 


um  immer  grössere  und  grössere  zunimmt,  denn  dieses  Verhält- 
niss muss  sich  immer  in  derselben  Weise  ändern.  Da  nun  aber. 
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tveoD  b gleich  a 'n  ird,  ^ = ist,  so  folgt,  dass  anfangs^v  ^ ist,  dano 

aber  dann  .dann  und  zuletzt'  ^ 

wird.  Ira  Allgemettien  muss  daher  zweimal  gleich  p wer- 
den, und  zwar  einmal  wenn  a—b  ist. 

M^enn  gleich  es  mir  nicht  gelungen  ist,  die  Grenze  genau  zu 

d ^ 

bestimmen,  wann  die  Gleichung  — die  Gleichheit,  wann  die 

Ungleichheit  der  Winkel  a und  b bedinge,  so  zeigt  doch  folgende 
Untersuchung , dass  unter  besondern  Bedingungen  nur  dieser  oder 
jener  Fall  eintreten  kann. 

'Es  sei  zuerst  AB  und  r so  gegeben,  dass  die  Kreise  um  A 
und  um  B sich  schneiden.  Wenn  in  diesem  Falle  a>/3'  gege- 
ben ist,  und  b gleich  jS'  wird,  so  ist  «'>«,  folglich  -k,'>  * • Es 

a b“ 

muss  daher  schon  ehe  b=ß'  geworden  ist,  einmal  ^ = ö>  gewe- 
sen sein,  und  es  muss  auch,  wenn  6>j3'  wird,  noch  einmal 
werden.  Da  b hier  kleiner  als  a ist,  und  wenn  6=äwird, 
* fl  b 

die  Verhältnisse  und  -ß-,  gleich  sind,  so  folgt,  dass  wenn 

ist,  während  b^  ß'  ist,  die  Winkel  a und  b.  einander 
gleich  sind.  — Wenn  aber  a-<^ß'  ist,  und  b=ß'  wird,  so  ist 
a>«',  also  ßi'^^'  Da  nun  aber,  als  b=a  war,  ^<—'ßi  gewe- 
sen sein  muss,  kann,  wenn  6>j3'  wird,  die  Gleichung  — , = ß, 
nicht  eintreten.  Wenn  also  beide  Kreise  sich  schneiden  und 
^,  = ß,  Ist,  während  6>/J'  ist,  so  muss  auch  der  Winkel  n gleich 
dem  Winkel  6 sein. 


Es  sei  AB  und  r so  gegeben,  dass  die  Kreise  sich  nicht 
schneiden,  so  zeigt  die  Figur  deutlich,  dass  die  Winkel  a'  und  ß' 
nicht  gleichzeitig  in  den  Winkeln  a und  b liegen.  Wenn  man 
daher  als  Bedingung  hinstellt,  dass  a'  und  ß'  gleichzeitig  in  den 
ihnen  entsprechenden  Winkeln  a und  b liegen  sollen,  so  schUesst 
man  den  Fall,  dass  die  beiden  Kreise  sich  nicht  schneiden,  an.s, 
indem  man  die  Bedingungen,  welche,  wenn  die  Kreise  sich  schnei- 
den, die  Gleichungen und  a—b  gleichzeitig  aufircten 

^ ab 

lassen,  erfüllt.  — Wenn  daher  ~t  — ßi  während  «'und 
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Es  bleibt  nun  noch  zu  zeigen,  unter  welchen  Bedingungen 
die  Gleichung  ~ — ßif  oder  ^~'ß  Auftritt.  — Da  das  Verhält- 

niss  — immer  abnimmt,  wenn  zunimmt,  so  kann  höchstens 

einmal  — — s,  werden.  — Wenn  a kleiner  als  ein  Rechter  ist, 
« P ^ a 

istp'>p,  mithin  das  abnehmende  Verhältniss  — wird 

daher  bei  grösserem  Werthe  von  b das  Verhältniss  als  das 

Verhältniss  4 erreichen,  so  dass,  wenn  — = ist,  und  a^R, 

• • ^ • 
immer  b grösser  als  a sein  müsste.  Wenn  aber  a grösser  ist,  als 

ein  Rechter,  so  findet  man  auf  dieselbe  Weise,  dass,  wenn 
— =^^6ein  soll,  b kleiner  als  a sein  müsste. — Aus  der  Gleichung 

folgt,  wenn  a kleiner  als  b ist,  a — «<6 — P'  oder 

a + p' < 6 ff.  Es  kann  aber  nie  a + P' <6  + « sein,  wenn  anders 
nicht  b'>R  ist.  Und  wenn  a'>b  ist,  folgt  aus  der  Gleichung 

a— «>6  — P'  oder  a-f-p'>6+«.  Es  kann  aber  a-fP' 
nie  grösser  sein,  als  b-{-a,  wenn  nicht  b kleiner,  als  ein  Rech- 
ter ist.  Wenn  demnach  — = -ö>  sein  soll,  muss  einer  von  beiden 

«p 

Winkeln  a oder  6 grösser  und  der  andere  kleiner  sein,  als  ein 

rechter  Winkel.  Dasselbe  gilt  von  der  Gleichung  = Diese 

Bedingung  tritt  aber  nie  ein,  wenn  die  Winkel  o'  und  ß oder 
a und  P'  gleichzeitig  in  ihre  entsprechenden  Winkel  <Z  und  b 
fallen. 

Nachdem  nun  gezeigt  ist,  dass  erstens,  wenn  ^ = ^ ist,  auch 

immer  a — b sei,  dass  zweitens,  wenn  ist,  und  gleichzei- 

tig o'  und  p'  in  ihre  entsprechenden  Winkel  a und  b fallen,  auch 
a=6  sei,  dass  drittens,  wenn  o'  und  ß oder  ß'  und  u gleichsei- 
tig in  ihren  entsprechenden  Winkeln  a und  b liegen,  nie  ~=  gt 

ab  “ 

oder  werden  kann,  so  hat  man  folgenden  allgemeinen 

Satz : 


Wenn  aus'zwei  Punkten  A und  JB  einer  geraden 
Linie  zwei  Linien.i4Cund.&D  ausgehen,  welche  mit  der 


Digilized  by  Google 


355 


Linie  Aß  die  Winkel  a und  6 bilden  mögen,  und  wenn 
eine  aus  dem  Punkte  A auf  die  Linie  BD’  gezogene 
Linie  von  der  LSn^e  r,  den  Winkel  a in  demselben 
Verhältniss  theilt,  in  dem  eine,  aus  dem  Punkte  £ auf 
die  Linie  AC  gezogene  Linie  von  derselben  Länge  r, 
den  Winkel  6 theilt,  so  sind  die  Winkel  a und  6 einan- 
der gleich. 

Dieser  Satz  umfasst  den  durch  die  Schwierigkeiten  seines 
Beweises  bekannten  Satz : Wenn  eine  aus  einem  Orcieckswinkel 
auf  die  Gegenseite  gezogene  Linie  r diesen  Winkel  in  demselben 
Verhältniss  theilt,  in  dem  eine  aus  einem  andern  Dreieckswinkel 
auf  die  Gegenseite  gezogene  Gerade  von  derselben  Länge  diesen 
zweiten  Winkel  theilt,  so  ist  das  Dreieck  gleichschenklich. 

Mit  diesem  Satze  steht  folgender  auf  gleicher  Linie:  Wenn 
eine  gerade  Linie  von  zwei  anderen  geschnitten  wird,  und  theilt 
eine  aus  dem  einen  Schnittpunkt  auf  die  andere  gerade  Linie 
gezogene  Gerade  von  gegebener  Länge  r einen  der  Winkel  in 
demselben  Verhältniss,  wie  eine  aus  dem  andern  Schnittpunkt 
auf  die  erstere  gerade  Linie  gezogene  Gerade  von  der  gegebenen 
Länge  r dessen  Wechselwinkel  oo^er  dessen  gleichliegenden  Win- 
kel theilt,  so  sind  die  beiden  Linien  parallel. 
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miscellen. 


Wie  DUin  den  körperlichen  Inhalt  der  Halbkugel  oder  der 
Kuj^el  durch  Vergleichung  derselben  mit  einem  Kegel  und  einem 
Cylinder  zu  bestimmen  pflegt,  ist  bekannt  g«uus,  und  findet  sich 
fast  in  allen  Lehrbdchern  der  tieometrie. , iNicht ,, so  i bekannt 
scheint  zn  sein,  verdient  aber,  so  einfach  die  Sache  auch  an  sich 
ist,  für  den  geometrischen  Elementarunterricht  wohl  eine  Berner* 
Irung,  dass  man  fast  mit  derselben  Leichtigkeit  ganz  auf  dieselbe 
Weise  sogleich  den  körperlichen  Inhalt  eines  beliebigen  Kugel- 
segments, und  dann  ferner  auch  dessen  sphärische  Oberfläche, 
bestimmen  kann,  wie  im  Nachfolgenden  in  der  Kürze  gezeigt 
werden  soll. 

Ist  nämlich  Tkf.  X.  Fig.  1.  die  allgemein  bekannte  Figur  für 
den  Fall  der  Halbkugel,  so  denke  man  sich  GiV  parallel  mit  AB 
gezogen,  und  betrachte  nun  die  drei  durch  Umdrehung  von 
FDÜN,  HEM,  DJLF  um  CE  oder  KE  als  Axe  entstandenen 
Körper,  welche  respective  ein  Cylinder,  ein  Kugelsegmeot  und 
ein  abgestumpiter  Kegel  sind.  Betrachtet  man  nun  einen  beliebi- 
gen mit  GN  parallelen  Schnitt  G'N',  so  ist : 

Schnitt  im  Cylinder  =iC'6r'*.jr, 

Schnitt  in  der  Kugel  =K'H'^.7t, 

Schnitt  im  Kegel 

Zieht  man  aber  CH',  so  ist  CH'— IC G',  und  ausserdem  ist  offen- 
bar K‘J'  = CJC‘,  also  ist 

Schnitt  im  Cylinder  =CH'*.n, 

Schnitt  in  der  Kugel  =K‘H'*.n, 

Schnitt  ini  Kegel  ■rzi'K'^.n. 
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Weil  nun  nach  dem'  pythagoräischen  Lehrsätze 

ist,  so  ist  ' ’ ' 

. Schnitt  im  Cylinder  '■  ’ 

= Schnitt  in  der  Kugel  -f  Schnitt  im  Kegel,  I 

I 

vrortkus  nach  einer  bekannten  Schluss«veise  lolgt,  dass  der  durch 
Uiudrebung  von  FDGN  um  KE  entstandene  Cylinder'gleich  der  ; 

iiumrae  des  durch  Umdrehung  von  //£Jf  um  entstandenen  Kugel* 

Segments  und  des  durch  Umdrehung  von  DJLF  um  KE  entstan- 
denen abgestumpften  Kegels  ist.  , ( 

Bezeichnen  rvir  jetzt  den  Halbmesser  der  Kugel  durch  r,  und 
setzen  ausserdem  KE=-h,  so  ist,  weil  offenbar  • 

KJ=CK=CE-KE 

■ > , •...  •!  ' ..  .. 

ist,  KJz=r  — h,  und  folglich  nach  bekannten  Sätzen: 


Cylinder  =zi^nk, 

Abgestumpfter  Kegel  Ä)  +(r— 

also  nach  dem  Obigen 

.•  . ' Kugelsegment  • ' i 

, =r%A  — jnA||r*-|-r(r— A)-|-(r — A)*| 

1 ' ■ 

>!i.  =s«A|i^  — ;r[r*+r(r— A)  + (r— A)»]|,  '•  ’ •'> 

i'  . . ■ .*  **  i , • ‘ » tl.  .t  . • . ! lill 


■ I ■ :i 


! i-  !d  l! 


woraus  man  mittelst  leichter  Rechnung 

Kugelsegment  =«A*(r — jAj 

erhält.  Nun  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze  vom  Kreise, 
wenn  wir  KH=q  setzen,  offenbar: 


also 


Ä:p=^:2r— Ä, 


. » , I*'*  I 


o*  1 «a  1 l fl® 

2r  — A=y,  ’'~3*~ö*+2Ä’ 

folglich  nach  dert  Obigen  ' • *’  ’ 
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1 


Kagelsegmeot  = nh^ 


=^«A(Ä>+3e*). 


welches  die  bekannte  Formel  für  den  körperlichen  Inhalt  , eines 
Kugeisegments  ist 

Bezeichnen  wir  ferner  die  sphärische  Oberfläche  des  Kogel- 
segroeots  durch  O,  so  erhellet  mittelst  einer  einfachen  Betrachtung 
auf  der  Stelle  die  Uichtigkeit  der  Gleichung 

|rO  = ^«Ä(A*  + 39»)  + j«e*(r-A) 

= g»A|3A(’2r — A)-f  A®H- j«A(2r— A)(r— A), 

woraus  nach  leichter  Rechnung 

^rO=  ^jrAr*, 


also 


0—2nhr 


folgt,  welches  wieder  eine  längst  bekannte  Formel  ist,  die  fär 
A=r  auf  der  Steile  zur  Oberfläche  3r%  der  Halbkugel , also  zur 
Oberfläche  Ar*n  der  ganzen  Kugel  führt.  . 

Solche  Erweiterungen  bekannter  Darstellungsmethoden,  die 
gewöhnlich  nur  in  specieiieren  Fällen  angewandt  zu  werden  pfle- 

gen,  mögen  fiirj  den  geometrischen  Eiementaninterriclit  einiges 
iteresse^aben , und  verdienen  daher  vielleicht  nicht  ganz  unbe- 
achtet gelassen  zu  werden.  G. 


Schreiben  des  Herrn  W.  Mink,  Lehrers  der  Mathematik  an  der  höheren 
StadUchnle  zu  Crefcld  an  den  Heranegeber. 

Ihre  Aufforderung  im  letzten  Hefte  des  Archivs  der  Mathematik 
und  Physik  (TfaLXIlL),  zudemdariii  unter  Nr.XXXIlI.mitgetbeiiteD 
Satze  geometrische  Beweise  zu  liefern,  veranlasst  mich  Ihnen 
beifolgende  Kleinigkeit  zu  übersenden.  Mir  wurde  dieser  Satz 
und  zwar  mit  der  Beschränkung , dass  die  Winkel  balbirt  würden, 
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▼or  einiger  Zeit 'von  einem  frühem  Schüler  der  Künigl.  Gewerb- 
schule  niitgetheilt  mit  dem  Bemerken,  dass  der  Beweis  dessel- 
ben so  un^eich  schwieriger  sei,  als  der  des  umgekehrten  Satzes. 
Ich  fand  damals  den  hier  niitgetheilten  Beweis  und  überzeugte 
mich  von  der  Richtigkeit  jener  Bemerkung.  Der  allgemeinere  Satz 
wird  sich  auf  die  hier  eingeschlagene  Weise  schwerlich  beweisen 
lassen,  ich  werde  aber,  so  bald  ich  einige  Müsse  habe,  mich  be- 
mühen, auch  den  Beweis  für  diesen  zu  linden,  und  wenn  es  mir 
gelingen  sollte.  Ihnen  zur  Zeit  Mittbeilung  davon  machen. 

Lehrtatz.  Wenn  die  Halbirungsl inien  AD  und  DE 
(Taf.  X.  Fig.  2.)  der  Winkel  CAB  und  CBA  im  Dreieck 
ABC  gleich  sind,  so  sind  auch  die  Seiten  BC  und  AC 
gleich. 


Beweis. 

Es  sei  GF-II  AB  und  AD  und  BE  verlängert  bis  zum  Durch- 
schnitt mit  GF,  so  ist: 


und 

also 


AB ; AD=z  CF:  DF=  AC:  DF, 


AB:BE=CG:EG=BC:EG-, 


I.  AC:BC=DF:EG. 


Nun  ist  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  ABD  und  CFD , so  wie 
ABE  und  CGE: 


BD.DC  . AE. EC 
DFz= — TTi — und  EG=- 


AD 


BE 


daher 


n.  AC.BC=BD.DC:AE.EC. 

Ferner  ist  nach  einem  bekannten  Satze 

AB.AC=BD:DC , 


also 


DC  = 


AC.BD 

AB 


und  nach  demselben  Satze: 


EC 


BC.  AE, 
AB  ’ 
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also  >'/ 

* I • • 

. iV»*  '• 

woraus 
also  . , 
oder 


f ••  .11  ’ 

. < • I 

III.  AC:BC=^AC.BD»:BC.AE»; 

t II 

\:lz=BD^:AE* 

Bm=iAE^ 

BD=AE. 


Folglich  ist 

^DBA=^EAB, 

AC^BC-, 

Vf.  2.  b w.  ' ■ ‘ ' ' ''  ■ 


( t 

.JS.V 


; 


••»I 


I . 
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xvn. 

Die  Wichtigkeit  einer  richtigen  Auf- 
fassung i'on  Thibaut’s  Beweise  der 
Summe  der  Dreieckswinkel  ffir  die 
gesammte  Elementar-Oeometrie,  und 
besonders  flir  die  Theorie  der 
Parallelen. 

Von  dem 

Dr.  Theol.  Herrn  F.  H.  Germar, 

zn  Heide  in  Kurder- Dithmarschen. 


Nach  einer  Aeusserung  des  Proklas  schreibt  Eudemus  den 
eoldidischen  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Summe  aller  Dreiecks* 
Winkel  gleich  zwei  rechten  Winkeln  sei,  den  Pythagoräem  zu; 
er  war  also  schon  lange  vor  Euklides  in  Gebrauch.  Da  aber  diese 
Beweisart  sich  auf  die  Gleichheit  der  Wecbselswinkel  bei  den 
geraden  Parallelen  gründet,  so  blieb  dem  Enklid,  wenn  er  bei 
derselben  bleiben  wollte,  nichts  anders  übrig,  als  auch  bei  der 
desshalb  eingeführten  Definition  der  geraden  Parallelen  zu  ver- 
harren, nach  welcher  „gerade  Parallelen  solche  gerade  Linien 
in  der  nämlichen  Ebene  sind,  welche  unendlich  verlängert  sich 
nach  keiner  Seite  schneiden“,  wie  sehr  auch  seinem  sonst  so  rich- 
tigen und  strengen  logischen  Tacte  eine  solche  Definition  wider- 
frechen  mochte.  Denn,  weil  Keiner  iäiignen  wird,  dass  es  auch 
Parallel-K reise,  folglich  krumme  Parallelen  eiebt;  so  wird  man 
auch  das  logische  Gesetz  zugeben  müssen,  dass  die  Definition 
zuerst  agf  Parallellinieii  überhaupt,  als  das  genus,  sich  bezie- 
hen, und  dann  erst  die  differentia  specifica  für  gerade  Parallei- 
linien  angeben  solle.  Für  das  genus  ist  aber  schwerlich  ein  an- 
deres Merkmal -aufzu  finden,  als  dasjenige,  welches  der  sensus 
coromunis  überall  mit  dem  Parallelismus  verbindet,  nämlich  den 
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durchgängigen  gleichen  Abstand,  dessen  Beweis  bei  den 
Parallel-Kreiscn  in  einer  Ebene  keine  Schwierigkeit  haben  kano, 
weil  bei  concentrischen  in  einer  Ebene  liegenden  Kreisen  die 
Differenzen  aller  niüglicben  Radien  zwischen  jenen  Kreisen  noth- 
wendig  einander  gleich  sein  müssen.  Auch  leuchtet  es  von  seihet 
ein,  dass  Linien  überhaupt,  welche  durchgängig  gleichen  Abstand 
haben,  einander  niemals  schneiden  können,  keineswegs  aber,  dw 
gerade  Linien  in  einer  Ebene,  welche  unendlich  verlängert  sich 
nach  keiner  Seite  schneiden,  deswegen  gleichen  Abstand  haben 
müssen.  Falls  nämlich  ihre  Annäherung  in  gleichen  Abständen  n 

beiden  Seiten  etwa  in  dem  Verhältnisse  wie  4»  g * Jg  >J**'®* 


heren  Abstandes  fortschritte,  so  würden  sie  sich  unaufhörlich 
hern,  ohne  sich  jemals  zu  schneiden;  und  dieses  würde  noch  viel 
weniger  geschehen,  wenn  sie  in  solchem  Verhältnisse  sich  i;nbÖ* 
den  Seiten  von  einander  entfernten.  Dass  aber  ein  solches  Ver- 
bältniss  bei  geraden  Linien  nicht  Statt  finden  kann,  versteht  aMb 
nicht  von  selbst,  muss  also  erst  bewiesen  werden.  ./ 


■''S' 

Dagegen  scheint  aber  auch  der  Beweis,  dass  zwei  gerade 
Linien  in  einer  Ebene,  wenn  sie  in  zwei  Punkten  gleichen  Ab- 
stand haben,  den  nämlichen  auch  in  allen  übrigen  haben  nifisseo, 
ganz  unmöglich  zu  sein,  wenn  die  Summe  der  Dreieckswinkel 
nicht  schon  vorher,  und  unabhängig  von  der  Theorie  der  Paralle- 
len gefunden  ist.  Gerade  darin  aber  dürfte  der  Grund  iieg^, 
dass  alle  Versuche,  den  gleichen  Abstand  zu  beweisen,  ebenso 
wohl  scheitern  mussten,  als  die  Bemühungen,  das  Unbefriedi- 
gende der  euklidischen  Beweisart  zu  beseitigen. 


Wenn  man  nämlich  auf  einer  geraden  Linie  zwei  giekbe 
Verticalen  erhebt,  und  durch  ihre  Endpunkte  eine  Gerade  zieht: 
so  lässt  sich,  bevor  die  Summe  der  Dreieckswinkel  gefunden  ist, 
nimmer  durch  Gleichheit  der  Dreiecke  beweisen,  dass  die  zweite 
Gerade  in  allen  übrigen  Punkten  gleichen  Abstand  von  des  ersten 
habe,  d.  h.  alle  übrigen  Verticalen  jenen  beiden  gleich ;#eäo 
müssen.  Errichtet  man  hingegen  drei  gleiche  Verticalen,  so  las- 
sen sich  immer  nur  zwei  Endpunkte  derselben  durch  eine  Gerade 
verbinden,  und  dann  kann  man  eben  so  wenig  beweisen,  dass  die 
beiden  dadurch  entstandenen  an  einai^er  stossenden  Ldnien  eioe 
e'mzige  Gerade  bilden.  , . 

* » • •• 

Vermehrt  wird  die  Schwierigkeit  der  Sache  aber  auch  neck 
durch  den  unbestimmten  Begriff  der  geraden  Linie,  wen 
derselbe,  wie  gewöhnlich  so  abgefasst  ist:  sie  sei  diejenige  Lini^ 
deren  Elemente  oder  Punkte  sämmtlich  in  einerlei  Riebtwng 
liegen.  Denn,  was  ist  einerlei  Richtung?  Beide  Wörter  leiden 
gleich  sehr  an  Dunkelheit,  und  man  wird  anf  ihren  Ursprung  zu- 
rück gehen  müssen,  wenn  man  sie  deutlich  machen  wHl.  1^ 
Wort  Richtung  ist  nämlich  von  der  Bewegung  des  Auges  her* 
genommen,  und  bezeichnet  diejenige  Stellung  desselben , in  wel- 
cher es  den  kleinsten  Gegenstana  am  deutlichsten  siebt.  Kmz 
nun  eine 'Linie,  (d.  h.  dieGräiize  einer  Fläche,  so  wie  die  Fiäi^ 
die  Gräiize  des  eingeschlossenen  Kaiinis  ist)  entweder  durch  ihre 
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eigene  oder  dea  Aogee  Bewegung  in  eine  aolcfae  SteUnne  kom- 
men, das«  in  der  Richtung  desselben  alle  Elemente  der  lanie  in 
einen  Punkt  zusammenzufallen  scheinen,  oder  sich  decken;  so 
hat  sie  in  allen  ihren  Elementen  die  nimliche  Richtung  wie  die 
Richtung  des  Auges,  also  einerlei  Richtung.  Dies  erhellet 
auch  schon  ans  der  Art,  wie  die  gerade  Linie  praktisch  geprüft 
wird.  Die  Definition  derselben  dürfte  also  ricntiger  folgender- 
massen  lauten:  Die  gerade  Linie  ist  diejenige,  weichein  eine 
solche  Stellung  gegen  die  Richtung  des  Auges  kommen  kann, 
dass  alle  ihre  Elemente  in  einem  Punkte  zusammen  zu  fallen  schei- 
nen, oder  einander  decken;  diejenige  aber,  bei  welcher  dieses 
unmöglich  ist,  heisst  eine  krumme. 

Daraus  folgt  denn  freilich,  dass  die  Elemente  einer  geraden 
Linie  in  einerlei  Richtung  liegen  müssen,  d.  b.  mit  der  Rich- 
tung des  Auges  zusammen  fallen  können;  desgleichen,  dass  zwei 
Punkte  die  Richtung  einer  geraden  Linie  vollkommen  bestim- 
men; ferner,  dass  die  Ebene  diejenige  Fläche  ist,  mit  welcher 
gerade  Linien  von  jeder  Richtung  in  allen  Punkten  zusammen- 
fallen, sobald  dieses  in  zwei  Punkten  geschieht. 

Zwar  wird  nun  die  Schärfe  der  Grundbegriffe  und  der  Beweise 
von  denen  gering  geschätzt,  denen  es  nur  um  Resultate  der  Geo- 
metrie für  die  praktische  Anwendung  zu  tbun  ist,  daher  diese 
eine  Menge  von  Sätzen  der  Elementar -Geometrie  als  Axiome  dar- 
stellen.  Das  ist  jedoch  nicht  im  Sinne  Euklids  gehandelt.  Den 
Griechen  war  es  nicht  so  sehr  um  die  Resultate  der  Geometrie, 
als  um  strenge  logische  Form  der  Beweise  zu  thun;  ihnen  war 
sie  hauptsächlich  eine  Propädeutik  der  Philosophie.  Uns  sind 
nun  freilich  jene  Resultate  weit  wichtiger  für  die  Naturkunde  und 
Technik  geworden,  als  sie  ihnen  waren;  aber  deswegen  bleibt 
doch  auch  für  nns  die  Bildung  zu  einem  stren^Iogiscfaen  Denken 
nicht  weniger  wichtig.  Unbestimmte  vieldeutige  Grundbegriffe 
richten  in  mien  Wissenschaften , besonders  in  den  discnrsiven  und 
speculativen,  unsägliches  Unheil  an,  und  haltlose  Schlüsse  aus 
erschlichenen  oder  halb  wahren  Prämissen  versperrten  oft  für  Jahr- 
hunderte den  Weg  zur  Wahrheit  Des  Aristoteles  Fehlschluss 
für  eine  verschiedene  Fallgeschwindigkeit  der  Kiirper  hielt  über 
ein  Jahrtausend  alle  Kopfe  gefangen,  und  die  schlagendsten  eng- 
lischen Beobachtungen  haben  noch  nicht  die  Reihe  von  Fehl- 
schlüssen über  Fluth  und  Ebbe  verdrängen  können,  zu  welchen 
man  bloss  dadurch  verleitet  ward,  dass  man  vergass,  die  Erde 
sei  kein  solcher  Körper  als  die  Theorie  sie  nothwendig  denken 
musste,  um  die  Wirkung  dhr  Attraction  klar  zu  machen.  Wenn 
aber  solches  sogar  in  der  Physik  geschehen  konnte , wie  viel  grös- 
ser ist  die  Gemhr  für  diejenigen  Wissenschaften , welche  von 
Beobachtungen  und  Erfahrnngen  wenig  oder  gar  nicht  unterstützt 
werden  I 

Jedenfalls  schickt  es  sich  am  wenigsten  für  die  reine  Geome- 
trie . welche  vor  allen  andern  Wissenschaften  auf  unamstössüche 
Wahrheit  ihrer  Lehrsätze  Anspruch  madit,  wenn  auch  sie  sich 
beschuldigen  lassen  muss,  für  manche  ihrer  Grundbegriffe  nur 
unklare  Worte,  und  für  einen  ihrer  wichtigsten  und  fotgenreich- 
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sten  Lehrsätze  nnr  einen  mangelhaften  anbefriedigenden  Beweis 
zu  haben. 

Eis  fehlt  also  nicht  an  triftigen  Rechtfertigungsgründen  för  das 
Bestreben  derienigen,  welche  immer  neue  Versuche  gemacht  ha* 
ben,  jenen  Vorwurf  von  der  Geometrie  abzuwenden.  Auch  der 
Verfasser  dieses  Aufsatzes,  der  in  verschiedenen  Verhältnissen 
seines  langen  Lebens  zum  wiederholten  Vortrage  der  Wissen- 
schaft genOthigt  war,  konnte  sich  solcher  Versuche  nicht  entschla- 

fen,  sab  sie  jedoch  stets  vereitelt,  bis  schon  vor  vielen  Jahren 
ie  Ansicht  von  Thibauts  Geometrie  durch  die  Art,  wie  derselbe 
unabhängig  von  der  Theorie  der  Parallelen  den  Beweis  fiir  den 
Satz  von  der  Summe  der  Dreieckswinkel  führt,  ihm  den  Weg  zu 
öffnen  schien.  Doch  ward  er  damals  durch  dringendere  Arbeiten 
verhindert  denselben  weiter  zu  verfolgen.  Wider  seine  Vermu- 
thung  hat  er  aber  auch  nicht  erfahren,  dass  jener  Beweis  bei  den 
späteren  V^ersuchen  so  benutzt  wäre,  wie  er  es  zu  verdienen 
scheint,  vielleicht  weil  der  Urheber  denselben  mehr  andeutete  als 
vollständig  ausführte.  Daher  benutzte  er,  bei  einer  neuen  Veran- 
lassung, die  Sache  wieder  aufzunehmen,  die  unfreiwillige  Müsse, 
welche  ihm  durch  die  nun  schon  mehr  als  zweijährige  dänische 
Vertreibung  aus  seinem  Amte  geworden  ist,  die  W'ichtigkeit, 
welche  er  einer  richtigen  Auffassung  jenes  Beweises 
für  die  gesammte  Elementar-Geometrie  undbesonders 
für  die  Theorie  der  Parallelen  zuschreiben  zu  müssen 
glaubt,  der  öffentlichen  Prüfung  vorzulegen , indem  er  zugleich  dem 
Herrn  Dr.  Vechtmann  in  Aleldorf  für  die  sachkundige  Sorgfalt, 
mit  welcher  derselbe  sich  zuerst  derselben  unterzog,  so  wie  auch 
dem  Herrn  Professor  Horn  in  Glückstadt  seinen  Dank  abstattet 

Um  aber  den  Raum  und  die  unnöthigen  Kosten  vieler  Figuren 
zu  ersparen ; sind  im  Folgenden  alle  von  der  Summe  der  Dreiecks- 
winkel unabhängigen  Beweise  nur  kurz  angedeutet,  diejenigen 
Sätze  aber  ganz  weggelassen,  welche  mit  dem  Hauptziele  in  kei- 
ner nothwendigen  Verbindung  stehen. 


Will  man  jedoch  den  von  Professor  Thibaut  angebahnten 
Weg  verfolgen,  so  muss  man  nach  seinem  Vorgänge  von  einer 
andern  Deiinition  des  Winkels  ausgehen,  als  die  gewöhn- 
liche ist,  welche  durch  den  Ausdruck  — „ der  Winkel  sei  die 
Neigung  zweier  Linien,  welche  in  einem  Punkte  zusammenstoa- 
sen“  — wiederum  den  dunkeln  Begriff  der  Neigung  in  die  De- 
finition mischt  Denn  dieser  Begriff  kann  nur  durch  den  Gegen- 
satz, nämlich  als  Abweichung  vom  Parallelismus,  deutlich  wer- 
den; von  diesem  darf  aber  vor  der  Theorie  der  Parallelen  nicht 
die  Rede  sein. 

Um  diesen  Uebelstand  zu  vermeiden,  muss  man  von  dem  Be- 
griff der  Kreislinie  ausgehen,  indem  man  diese  als  das  Bild 
des  Weges  betrachtet,  welchen  der  eine  Endpunkt  einer  geraden 
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Linie  beschreibt,  wenn  sie  sich  mit  dem  andern  Endpunkte  um 
einen  Punkt  vollständig  berumdreht,  d.  h.  so  lan^e,  bis  sie  ganz 
in  die  ursprüngiiche  Lage  zurückgekehrt  ist,  mitbin  eine  volle 
Umdrehung  gemacht  bat. 

Die  umgedrebte  gerade  Linie  heisst  bekanntlich  der  Radius 
oder  Halbmesser  des  Kreises;  das  Bild  des  Weges  aber,  wel- 
chen der  eine  Endpunkt  des  Radius  bei  einer  vollen  Umdrehung 
um  den  andern  Endpunkt  gemacht  hat,  heisst  die  Peripherie 
oder  der  Umkreis  der  von  derselben  begränzten  Kreis näche. 
Ein  Theil  der  Peripherie  des  Kreises  wird  ein  Kreisbogen  ge- 
nannt, und  die  Grösse  desselben  durch  das  Verhältniss  des 
Theils  der  Umdrehung,  der  er  seine  Entstehung  verdankt,  zu  der 
vollen  Umdrehung  bestimmt.  Der  ganze  Kreis  ist  daher  als  Bild 
einer  vollen  Umdrehung  auch  zugleich  das  Maass  derselben, 
der  Halbkreis  das  Maass  einer  halben,  und  der  Kreisbogen  als 
Theii  des  Kreises  das  Maass  des  seiner  Grösse  entsprechenden 
Theils  der  vollen  Umdrehung.  Dass  es  aber  bei  diesem  Maasse 
nicht  auf  die  Grösse  der  Radien  ankomme,  erhellet  daraus,  dass 
nicht  die  Länge  des  Bogens  an  sich , sondern  nur  sein  Verhältniss 
zum  ganzen  Kreise  die  Grösse  des  Theils  der  Umdrehung 
bestimmt. 

Ein  Winkel  ist  also  nichts  anders  als  das  Bild  eines  sol- 
chen Tbeib  einer  vollen  Umdrehung;  die  Radien,  durch  deren 
Drehung  er  entstanden  ist,  und  welche  nun  denselben  begränzen, 
heissen  die  Schenkel,  und  der  Mittelpunkt,  um  welchen  der 
Theil  der  Umdrehung  erfolgt  ist,  dieSpitze  oder  der  Scheitel- 
punkt des  Winkels. 

Ist  nun  ein  Winkel  das  Bild  des  vierten  Theils  einer  vollen 
Umdrehung,  hat  er  folglich  den  vierten  Theil  eines  Kreises  zu 
seinem  Maasse,  so  heisst  er  ein  rechter;  ist  er  kleiner,  so  wird 
er  ein  spitzer,  und  ist  er  grösser,  ein  stumpfer  genannt.  Ver- 
grössert  er  sich  aber  so  sehr,  dass  seine  Schenkel  gerade  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  stehen,  also  einer  derselben  auf  der  rück- 
wärts gezogenen  Verlängerung  des  andern  Schenkels  zu  liegen 
kommt,  mithin  beide  eine  gerade  Linie  bilden,  daher  man  ihn 
dann  auch  einen  gestreckten  Winkel  nennt;  so  ist  er  das  Bild 
einer  halben  Umdrehung,  und  hat  folglich' den  Halbkreis  zu  sei- 
nem Maasse.  Da  nun  der  Durchmesser  des  Kreises  nichts 
anders  ist,  als  zwei  Radien  desselben,  welche  eine  gerade  Linie, 
oder  jenen  gestreckten  Winkei  bilden , so  folgt  von  selbst , dass 
jeder  Durchmesser  die  Peripherie  in  zwei  gleiche  Theile  theilt. 

. Wird  also  ein  Kreis  von  beliebiger  Grösse  in  eine  Zahl  glei- 
cher Theile  getheilt,  und  der  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die 
Spitze  eines  Winkels  gelegt,  so  lässt  sich  durch  die  Zahl  jener 
Tneile,  welche  zwischen  dessen  Schenkel  fallen,  das  Maass  des 
Winkels,  d.  h.  sein  Verhältniss  zur  vollen  Umdrehung,  bestim- 
men. Die  Zahl  jener  gleichen  Theile  ist  wiilkührlich ; bekanntlich 
hat  aber,  von  den  ältesten  Zeiten  an,  die  Eintheilung  in  360  Theile 
oder  Grade  den  Vorzug  behauptet,  weil  dieselbe  durch  viele  Zah- 
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leo  dividirt  werden 
Brüche  zu  bringen. 

j Umdrehung  90®; 
i=40  ';  jQ=36O;i  = 30®.  u.  8.  w 


kann,  ohne  in  die  Quotienten  unbequeme 
So  enthält  deniiiaeb  der  rechte  Winkel  oder 

i derselben  ist  =72®;  ^ = 00®;  ^ = 46®; 
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Aus  den  jetzt  eorangeschickten  Kriäiiterungen  ergeben  sich 
nun  nachstehende  Folgerungen: 

6.  1.  Jede  volle  Umdrehung  einer  geraden  Linie  um  eilten 
Puniri  in  einer  Ebene  ist  =4A. 

$.  2.  In  einer  Ebene  ist  die  Summe  aller  Winkel  um  eine 
gemeinschaftliche  Spitze  =4iL 

Denn  die  gemeihschafttiche  Spitze  ist  der  Mittelpunkt 
eines  Kreises,  mso  des  Maasses  einer  vollen  Umdrehung. 

$.  3.  Alle  Winkel  über  einer  geraden  Linie  mit  einer  gemein-  i 
schalUichen  Spitze  (Nebenwinkel)  sind  zusammen  =2n. 

Denn  sie  haben  zu  ihrem  gemeinschaftlichen  Maasse  den 
Halbkreis,  folglich  -^=2Ä. 

§.  4.  Sind  also  zwei  Winkel  (o  und  ß)  einander  gleich:  so 
sind  es  auch  ihre  Supplementswinkel,  d.  h.  diejenigen, 
welche  mit  ihnen  über  einer  geraden  Linie  einen  Schenicel  und 
eine  Spitze  gemeinschaftlich  hauen. 

Denn  jeder  der  Supplementswinkel  ist  = 2/^  — oder 
— ^ß.  Ist  also  ^tt=^ß,  so  müssen  auch  die  Reste  gleich 
sein. 

§.  5.  Das  Nämliche  gilt  für  zwei  spitze  Winkel  in  Ansehung 
ihrer  Complementswinkel,  d.  h.  aerjenigen,  die  mit  ihnen 
zusammen  =IJ2  sind. 

j.  6.  Wenn  zwei  gerade  Linien  in  einer  Ebene  einander 
schneiden,  so  sind  von  den  vier  dadurch  entstehenden  Winkeln 
die  gegenfiberstehenden  (die  Vertical-Winkei)  einander  gleich. 

Der  Beweis  aus  §.  3.  ist  bekannt. 

7.  Zwischen  zwei  Pimkten  ist  nur  eine  gerade  Linie 
möglich. 

Denn  sollte  noch  eine  andere  Linie  zwischen  zwei  Punk- 
ten eine  gerade  Linie  sein,  so  müssten  aHe  Elemente  der 
selben  nebst  jenen  zwei  Punkten  für  das  Auge  in  einen  Punkt 
zusammen  fallen  können.  Dann  wäre  sie  aber  keine  zweite, 
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von  der  ersten  verschiedene,  sondern  die  nämliche  Linie.  Fal- 
len aber  nicht  alle  ihre  Elemente  nebst  jenen  zwei  Punkten 
in  einen  einzigen  Punkt  zusammen,  so  ist  sie  zwar  eine  ver- 
schiedene, aber  keine  gerade.  (Vergl.  die  Erklärungen 
oben). 

§.  8.  Folglich  können  zwei  verschiedene  gerade  Linien  nur 
in  einem  einzigen  Punkte  zusammenfallen  oder  sich  schneiden. 

Denn,  hätten  sie  zwei  Punkte  gemeinschaftlich , so  wären 
sie  nach  $.  7.  entweder  keine  zwei  verschiedene,  oder  keine 
gerade  Linien. 

§.  9.  Zwei  gerade  Linien  können  keine  Figur,  d.  b,  keine 
überall  begränzte  Fläche,  bilden. 

Denn : liefen  beide  gerade  Linien  auf  einander,  so  bilden 
sie  nur  eine  einzige  gerade  Linie,  also  keine  Figur.  Dreht 
dagegen  die  eine  sich  um  die  gemeinschaftliche  Spitze  von 
der  andern  ab,  so  können  beide  nach  $.  8.  keine  neue  Ver- 
bindung haben,  also  nicht  eine  Fläche  einschliessen.  DerBo- 

fen  aber,  den  diese  beschreibt,  ist  bloss  das  Maass  des 
i^inkels,  aber  keine  Seite  desselben;  jedenfalls  wäre  er  eine 
dritte  Linie,  und  noch  dazu  keine  gerade. 

§.  10.  Eine  geradlinige  Figur  muss  also  wenigstens  drei  Sei- 
ten haben,  oder  wenigstens  ein  Dreieck  sein. 

§.  11.  Zwei  Kreise  in  einer  Ebene  schneiden  sich  über  und 
unter  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte , wenn  diese  Verbin- 
dungslinie 1)  kleiner  ist  als  die  Summe  ihrer  Radien, 
aber  zugleich  2)  grösser  als  die  Differenz  derselben. 

Obgleich  der  vollständige  Beweis  dieses  Satzes  keines- 
weges  zu  den  leichteren  in  der  Elementar-Geometrie  gehört, 
BO  darf  ich  doch  ihn  hier  übergehen,  weil  er  die  Summe  der 
Dreieckswinkel  durchaus  nicht  voraussetzt  und  schon  von 
Andern  geführt  ist.  Auch  würde  er,  um  ganz  deutlich  zu 
werden,  zu  viel  Raum  und  mehrere  Figuren  erfordern.  Nur 
die  Bemerkung  erlaube  ich  mir,  dass  die  zweite  Bedingung 
bei  Kreisen  von  gleichen  Radien  von  selbst  wegfältt,  weil  die 
Differenz  derselben  =0  ist,  folglich  nur  bei  Kreisen  von  un- 
gleichen Radien  in  Betracht  kommt. 

§.  12.  Aus  drei  ungleichen  geraden  Linien  kann  also  kein 
Dreieck  entstehen,  wenn  nicht  die  Summe  von  je  zwei  Sei- 
ten grösser  ist  als  die  dritte. 

Es  sei  nämlich  von  drei  geraden  Linien  die  eine  a6  = 4, 
die  andere  cd  = 2 und  die  dritte  ef—l;  so  Ist  es  unmöglich 
daraus  ein  Dreieck  zu  bilden.  Denn,  nimmt  man  iib—*  zur 
Grundlinie,  so  können  cd  und  ef  einander  nicht  einmal  errei- 
chen, also  viel  weniger  schneiden,  weil  die  Summe  der  Ra- 
dien ^2  -f  1 kleiner  ist  als  die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte ihrer  Kreise,  nämlich  die  Linie  a6~4.  Will  man  |aberc(f=2 
zur  Grundlinie  nehmen , so  ist  zwar  aö  -f  ef.  nämlich  4 -|- 1, 
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pprSscer  als  die  Verbindungslinie  de—1\  aber  de  ist  auch 
grüsser  als  die  Differenz  von  ab  — ef=\,  folglich  kann  eben- 
falls kein  Durchscbnittspunkt  entstehen,  w^l  der  Kreis  von 
ab  Jen  Kreis  von  ef  umgiebt  ohne  ihn  zu  schneiden.  Mithin 
kann  auch  in  diesem  Falle  kein  Zusamroenstossen  der  beiden 
Linien  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  stattfinden,  also 
auch  die  Figur  nicht  geschlossen  werden. 

§.  13.  Daraus  folgt  von  selbst,  dass  in  jedem  geradlinigen 
Dreiecke  die  Summe  von  je  zwei  Seiten  grösser  ist  als 
die  dritte. 

6.  14.  Die  gerade  Linie  ist  die  kfirzeste  zwischen  zwei 
Punlrten. 

Denn,  zieht  man  zwischen  zwei  Punkten  a und  b eine 

ferade  und  eine  krumme  Linie;  so  können  die  Elemente  der 
ruromen  Linie  nicht  in  allen  übrigen  Punkten  mit  der  gera- 
den Linie  zusammenfallen,  denn  sonst  wäre  auch  sie  eine 
gerade  Linie.  Es  müssen  folglich  in  ihr  sich  Punkte  finden, 
welche  ausserhalb  der  geraden  Linie  liegen.  Werden  nun 
diese  durch  gerade  Linien  mit  den  Punkten  a und  b verbun- 
den, so  ist  ihre  Summe  nach  13.  allemal  grösser  als  die 
gerade  Linie,  welche  die  Grundlinie  dieser  Dreiecke  bildet 


§.  15.  Schon  jetzt  lässt  sieb  nach  Professor  Thibaut’s  Vor- 
gänge der  Satz  streng  beweisen,  dass  die  Summe  aller  Win- 
kel eines  jeden  geradlinigen  Dreiecks  =2R  ist. 
(Taf.  XI.  Fig.  1.) 

Beweis  1.  Man  verlängere  die  drei  Seiten  des  Drei- 
ecks abe,  und  lege  auf  die  verlängerte  Grundlinie  ab  eine  ; 
andere  ihr  gleiche  gerade  Linie,  welche  hier  als  ein  Pfeil 
dargestellt  ist,  um  die  beiden  Endpunkte  derselben  zur  Erken- 
nung der  vollen  Umdrehung  unterscheiden  zu  können. . Schiebt  \ 
man  nun  diesen  Pfeil  auf  der  verlängerten  Grundlinie  ad  so 
weit  fort,  bis  das  hintere  Ende  desselben  auf  b liegt,  so  bat 
er  bei  dieser  Bewegung  unstreitig  keinerlei  Drehung  erlitten, 
denn  er  deckt  nach  wie  vor  die  nämliche  in  gerader  Richtaim 
verlängerte  Grundlinie.  Wird  nun  der  Pfeil  um  den  Punkt  b 
so  weit  gedreht,  dass  er  auf  der  Seite  bc  liegt,  so  ist  der  | 
Winkel  d die  erste  Drehung  desselben.  Wird  er  alsdann  < 
auf  der  verlängerten  geraden  Linie  be  fortgeschoben,  bis  sein  i 
hinteres  Ende  auf  dem  Punkte  c Hegt,  so  hat  er  durch  diese  ; 
Bewegung  ebenfalls  keine  Drehung  erfahren.  Diese  zweite  ; 
Drehung  erfolgt  vielmehr  erst,  wenn  er  sich  jetzt  um  den  i 
Punkt  c so  weit  hemmbewegt,  dass  er  auf  der  Dreiecksseite  I 
ac  liegt,  nachdem  er  den  zweiten  Drehungswinkel  £ gebildet  | 
hat.  Endlich  rückt  er  auch  auf  der  verlängerten  geraden  Linie 
a/*fort,  bis  sein  hinteres  Ende  auf  dem  Punkte  a angekom-  i 
men  ist,  und  wird  nun  durch  die  dritte  Drehung  um  den  1 
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Winkel  ^ wieder  völlig  in  seine  vorige  Lage  gebracht,  welches 
beweist,  dass  er  eine  ganze  oder  volle  Umdrehui^  gemacht 
hat.  Da 'diese  nun  einzig  und  allein  durch  die  Drehung  in 
den  Winkeln  d,  e und  ^ bewirkt  worden  ist,  so  muss  die 
Summe  ihrer  Drehungen  einer  vollen  Umdrehung  gleich  sein. 
Also  ist  die  Summe  von 

, Wollte  jedoch  Jemand  dagegen  einwenden,  die  üradre- 
hnng  sei  keine  volle,  weil  si^  nicht  durchgängig  in  dem  näm- 
lichen Punkte  der  Ebene  vorgegangen  ist,  ob^eich  es  doch 
* bei  dem  Anfangs-  und  Endpunkte  der  Drehung  wirklich  ge- 
schah, so  muss  dieser  auch  noch  weit  mehr  alle  Rotation  der 
Uimmelskörper  leugnen ; denn  Keiner  derselben  vollendet  seine 
Rotation  an  dem  närolicben  Punkte  des  Raumes,  sondern 
, während  einer  Bewegung  von  vielen  tausend  Meilen,  und.  die 
, Trabanten  sogar  während  einer  zwiefachen  Bewegung. 

■ !»•  * V I 

IL  Nun  ist  aber  (nach  §.  3.) 

^ß+^d=2ß;  + ^a  + ^=2R 

Also 

' ■ \ ^ß  + ^y  + ^01  + j£:d  + !^s  + ^^=6R. 

Da  nun  nach  I -f- ^ -4- ^£~4R 

So  ist  ^ß +-tiM  = 2R. 

1 

$.  16.  Daraus  ergeben  sich  unmittelbar  folgende  Sätze  ffir 
Jedes  geradlinige  Dreieck: 

' a)  Der  rechte  Winkel  ist  grösser  als  jeder  der 

' beiden  andern. 

b)  Es  ist  nur  ein  rechter  oder  stumpfer  Winkel 

, darin  möglich.  * .... 

c)  Zwei  gerade  Linien,  welche  senkrecht  auf  einer  drit- 
ten stehen,  können  sich  niemals  schneiden.  • ; 

Denn,  könnten  sie  sich  schneiden,  so  würden  sie  ein 
Dreieck  bilden.  Dann  enthielte  aber  die  Summe  der  W'inkel 
dieses  Dreiecks  mehr  als  2R,  im  Widerspruch  gegen  §.  15. 

Anmerkung.  Hier  ist  also  schon  der  Beweis  für  die 
enklidische  Definition  der  Parallelen  geführt,  aber  frei- 
lich nicht  für  den  gleichen  Abstand. 

d)  Wenn  eine  Seite  verlängert  wird,  so  ist  der  da- 
durch entstehende  äussere  WiuKel  gleich  der  Summe 
der  beiden  gegenüburstehenden. 

Denn,  ist  der  äussere  Winkel  —u,  sein  Nebenwinkelim 
Dreieck  =ß,  die  beiden  gegenüberstehenden  =};  und  d;  so  ist 
> ^ a-\-ß=^  (§•  3.)  und  -4-y ö=2R  (§.  13.);  also  ist 

^a  + ß=^ß  + y + S;  folglich 


V 
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$.  17.  Oie  folgemleii  Sätze  von  der  Conenieaz  der  Drei- 
ecke und  einige  andere  sind  freilich  unentbenriicb;  aber  sie  be- 
dfirfen  hier  keiner  Beweise , weil  diese  sämmtlich  von  der  Siuume 
der  Dreiecken  inkel  unabhängig  und  bekannt  genug  sind.  Es  sind 
folgende:  ^ ^ 

a)  Wenn  alle  drei  Seiten  des  einen  Drei^s  den 
drei  Seiten  eines  anderen  gleich  sind,  so  decken  sie  einan- 
der, (oigiich  auch  die  Winkel,  welche  gleichen  Seiten  gegen- 
Oberstehen. 

b)  Wenn  zwei  Seiten  und  der  eingesehtoasene 
Winkel  in  einem  Dreiecke  den  nämlichen  Stücken  in  einem 
anderen  gleich  sind;  woraus  folgt,  dass  gleiche  Bogen  gieicbe 
Sehnen  haben. 

c)  Auch,  wenn  zwei  Seiten  und  ein  anliegender 
Winkel  den  nämlichen  Stücken  in  einem  anderen  Dreiecke 
gleich  sind;  aber  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die 
jenem  Winkel  gegenüberstehende  Seite  grösser  ist  als  die 
anliegende. 

d)  Wenn  eine  Seite  und  die  beiden  anliegen- 
den Winkel  in  zwei  Dreiecken  gleich  sind. 

e)  Ake  anch,  wenn  in  zwei  rechtwinkligen  Dreiecken 
eine  Cathete  und  der  anliegende  spitze  Winkel  gleich 
sind ; denn  dann  ist  der  rechte  Winkel  der  ziVeite  anliegende. 

f)  In  einem  gleichschenkligen  Dreiecke  sind  die  Win- 
kel an  der  Grundlinie  einander  gleich;  und,  eine  aus 
der  Spitze  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  gelällte  Ver- 
ticale  nalbirt  die  Grundlbiie  desselben. 

g)  Sind  in  einem  Dreiecke  zwei  Winkel  einander  gleich, 
so  ist  es  gleichscfaenklich,  d.  h.  die  gegenüberstebea- 
den  Seiten  sind  einander  gleich. 

§.  18.  In  jedem  geradlinigen  Dreieck  steht  I.  der  grösse- 
ren Seite  der  grössere  Winkel,  und  umgekehrt  H.  dem 
grosseren  Winkel  die  grössere  Seite  gegenüber.  (Taf.XI. 
P'g-  2.)  i 

->  > Beweis  von  I. 

o6>6c  (ex  hyp.),  folglich  kann  bc—bd  von  ab  abge-  I 
nommen  werden.  Zieht  man  nun  cd,  so  ist  , 

. Aber  (§fl6-d)};  also  ist  auch 

(o\glich  j^ß -\-S=^y + 25,  miih'm  ^ß+ 5 oder  ,i^acb  i 

'ser  als 

Beweis  von  II.  ! 

(exh^.),  also  kann  der  ^Sz^y  wom  ^acb  j 
abgenommen  werden.  Dann  Ist  aber  ad=cd  (§.  17.  ff));  also  | 
aa+db  =cd+db.  Da  nun  cd+db  grösser  als  cb  (§.  13.);  so 
ist  auch  ad+db  oder  ab  grösser  als  cb. 

§.  19.  ln  jedem  rechtwinkligen  Dreiecke  ist  die  Hypote- 
nuse grösser  als  jede  der  Gatheten. 
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Denn  der  rechte  Winkel  ist  grüsser  als  j^eder  der  Gbri- 
gen  (§,  16.  a)),  also  die  gegenflberstehende  Seite,  die  Hy- 
potenuse, grosser  als  jede  andere  ($.  16.  1.). 

20.  Zwei  rechtwinklige  Dreiecke  sind  congruent,  wenn 

I.  die  Hypotenuse  und  ein  spitzer  Winkel,  dessgleichen 

II.  die  Hypotenuse  und  eine  Cathete  in  dem  einen  Drei- 
ecke den  nämlichen  Stdeken  in  dem  andern  gleich  sind. 

Denn  in  dem  ersten  Falle  sind  auch  die  beiden  anderen 
als  Complementswinkel  zu  dem  zweiten  rechten  Winkel  des 
Dreiecks  einander  gleich  ($.  15.  und  §.5.),  folglich  gilt  $.17.  d). 

Im  zweiten  Falle  aber  ist  die  Hypotenuse  grosser  als 
jede  Catbete  (6.  19.),  folglich  sind  die  Dreiecke  congruent 
nach  §.  17.  c). 

/ 

§,  21.  Die  Verticale  ist  die  kflrzeste  aller  Linien  zwi- 
schen einem  Punkte  und  einer  geraden  Linie , folglich  das  Maass 
seines  Abstands  von  derselben. 

Denn  alle  fibrigen  sind  Hypotenusen,  folglich  länger  als 
die  verticale  Cathete  ($.  19.). 

$.  22.  ln  jedenf  geradlinigen  Vierecke  ist  die  Summe 
aller  Winkel  =4Ä. 

I 

Denn,  zieht  man  eine  Diagonale,  so  erhält  man  zwm 
Dreiecke.  Nun  ist  in  jedem  die  Summe  der  Winkel  =2/2, 
also  in  beiden  zusammen  =4R, 

§.  23.  Ist  also  in  einem  geradlinigen  Vierecke  die  Summe 
zweier  Winkel  =2/2,  so  ist  die  Summe  der  beiden  anderen 
ebenfalls  =2/2,  und,  sind  diese  beiden  einander  gleich,  so  ist 
jeder  derselben  =1A. 


Jetzt  sind  alle  Vorbedingungen  vorhanden,  deren  es  bedarf, 
um  zum  Endziele  zu  gelangen,  d.  h.  den  überall  gleichen  Ab- 
stand der  geraden  Parallelea,  und  die  Gleichheit  ihrer 
W^ehselswinkel  nach  der  euklidischen  Methode  durch  die 
Gleichheit  der  Dreiecke  zu  beweisen. 

§.  24.  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  gerade  Vertiefen  auf  einer 
dritten  geraden  Linie  stehen,  so  sinn  sie  parallel,  d.  h.  sie 
hgben  überall  gleichen  Abstand.  (Tai.  XI.  Fig.3.) 

Hypotbesis:  ^bax=.^aby=.R 


Thesis:  ax'^by. 
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*"  . Beweis. 

Man  mache  in  beliebiger  Entfernung  von  a und  b die 
Linie  ac=bd,  und  ziehe  cd  nebst  den  Diagonalen  ad  und 
bc,  so  ist: 

I.  <di~ab’,  ^bac=i^abd=zR{ex  hyp.);  6c=a<f(ex  coiistr.). 
Also  ^ abc  ^ A abd  (§.  17.  b)) ; 

li 

^ folglich  bc—ad',  ^ß=a;  = und  .^y  = d als  Comple- 

mentswinkel  (§.  5.). 
d|- 

■ II.  cd=cd\  ac—bd  (ex  constr.)  ad—bc  (I.) 


Also  A cda  A cdb  (§.  17.  a)); 

\n  • 

folglich  und  da  (I.);  so  ist 

Z^  + J=^i?  + £. 

Da  nun 


^baji=:^aby=R  (gx  hyp.) 

so  Ist  •'  ’ 

. ■ 

z»+t=  ^i+<=T  ='*  «•  “•)  „■."'„To.'S 

III.  bd=bd;  ad=bc  (1.);  ^abd—  ^bdc~R  (IL). 

Also  ^bda^^bdc  (J.  20.  IL)j't . 

folglich  cd  = ab;  und  da  ^abd=R  (ex  hyp.)  und  ^bdc=R 
nach  II.,  so  ist  der  Abstand  cd  = Abstand  ab  ($.  21.). 


IV.  Da  endlich  ae,  bd  beliebige  Entfernungen  sind,  so 
gilt  das  Bewiesene  ffir  jede  Entfernung  von  ab\  also  ist 

§.  24.  Wenn  von  zwei  geraden  Linien  in  einer  Ebene  jede 
von  einer  dritten  geraden  Linie  vertical  geschnitten 
werden,  so  sind  sie  parallel. 

Denn , verlängert  man  in  der  vorigen  Figur  die  Linien  ax, 
. . b^  unterhalb  der  Linie  vw,  so  wird  diese  die  schneidende 
Linie,  und  da  unterhalb  derselben  ebensowohl  rechte  Winkel 
sind  als  oberhalb  nach  §.  3.,  so  muss  hier  das  Nämliche 
gelten,  was  oberhalb  bewiesen  ist 
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< 25.:  Wenn  von  Zielgeraden  Parallel«!  die  eine  durch 

eine  dritte  ^gerade  Linie  vertical  geecbnitten  wird,  so  ge- 
schieht das  Nämliche  auch  bei'uer  andern.  (Taf.XI.Fig.4.) 

Hypoth.  1)  uv^wx 

2)  ^buy=R. 

Thes.  ^dca=R. 

Bei  eis. 

Man  errichte  in  beliebiger  Entfernung,  z.  B.  in  b,  die 

Verticale  bd,  so  ist  sie  als  d^standslinie  —ac  (§.23.).  Also: 

I.  ab— ab',  ac  = bd;  jiLbac=  ^abd=R’  (ex  hyp.  et  constr.) 

Also  ^ubc^  ^abd  (§.  17.  b)); 

folglich  bc=nd  und  = 

II.  cd=cd-,  ac=bd  (I.);  ad=bc  (I.) 

Also  ^cda^^cdb  (§.  17.  a)); 

folglich 

III.  Da  nun  auch  ^8=y  (I.);  so  ist  ' ' ' ' 

9 n 

=.^jj-I-y  = -^  = lÄ, 

oder  ^dca=  R. 

§.  26.  Wenn  ziei  gerade  Parallelen  iu  einer  Ebene 
von  einer  dritten  geraden  Xinie  durchschnitten  ierden,  so  sind 
die  Wechselsiiukel  einander  gleich.  (Taf.  XI.  Fig.  5.). 

Hypoth. 


Thes. 

B e i e i s. 

Man  falle  ans  « und  d Verticalen  auf  die  gegenfiberste- 
hende Parallel-Linle,  so  ist: 


ad=ad;  ac=db  (ex  hyp.  und  §.25.);  x^ä=^y=R  (ex  conatr.) 
Also  ß^adc^/^adb  (§.  20.  II.); 

folglich 


J 
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$.  27.  Wctm  bei  swd  in  einer  Ebene  liegenden  geraden 
Linim,  weiche  Ton  einer  dritten  geraden  Linie  durchschnitten 
werden«  die  WeGhseiewinkel  gleich  sind,  so  sind  die  Li* 
nien  parallel. 

Hypotb.  ^a=ß;  Thesis 

Beweis.* 

Ist  Figur  und  Construction  eben  wie  oben,  so  ist: 

I.  ad=ad;  ^a=.j^ß  (ex  hyp.);  ^f=-^  constr.) 


Also  A'g<f6aa  A ade  (§.  20.  I.}; 

folglich  bdsxat  und  ^i=t. 

II.  ^uz=ß  (ex  hyp.)i  und  (I.),  folglich 

212 

^a  + j^iz=^ß+^=-^xslR  (S.  22.  u.  §.21), 

also  Verticale  ae  = Verticale  bd",  mithin  av^wx  (§.  24.). 

§.  28.  Die  übrigen  Sätze,  nämlich,  dass  bei  geraden  Paral- 
lelen, die  Ton  einer  geraden  Linie  durchschnitten  werden,  der 
innere  Winkel  dem  an  der  nämlichen  Seite  gegenfiber- 
stehenden gleich  ist,  und  dass  die  Summe  -der  beiden 
inneres  Winkel  180"  beträgt,  nebst  deren  Gegensätzen,  sind 
nun,  durch  Hülfe  der  Vertical-  und  Neben -Winkel,  auf  die  ge- 
wöhnliche Weise  so  leicht  zu  beweisen,  dass  eine  nähere  Emt- 
wickelung  dieser  Beweise  Tüllig  überflüssig  scheint 
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lieber  die  greometriscbe  Honstruktion 
der  ima^in&ren  Wurzeln  einer  , 
Oleichun^. 

* > '• « 
Von  , , , 

Herrn  H.  Scheffler, 

Bon  - Condurlour  bei  den  Herzogl.  BrauntchweigUchen  Eieenbabnen  zu 
Braunachweig. 


Das  gevrrthnliche  Verfahren  der  Aufsuchung  der  Wurzeln  einer 
numerischen  Gleichung  mittelst  geometrischer  Konstruktion,  i¥0> 
bei  man  die  Uebekannte  x wie  eine  veränderliche  Abszisse  und 
den  Werth  der  gegebenen  Funktion  für  jedes  zugehörige  x wie 
eine  korrespondireode  rechtwinklige  Ordinate  behandeit,  und  die 
Abszissen  sucht,  fiir  welche  die  durch  die  Endpunkte  der  Ordina* 
ten  gelegte  Kurve  die  Abszissenlinie  durcbschneidet,  ist  nur 
brauchbar,  um  die  reellen  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung  zu 
baden. 

Wenn  aber  die  Gleichung 

^’(^)=0  (1) 

anch  imaginäre  Wurzeln  voii  der  Form 

x=:re9^^~^  — r (costp  sinyV— 1) (2) 

welches  überhaupt  die  allgemeinere  Zahlform  ist,  in  der  auch  die 
reellen  Werthe  enthalten  sind,  besitzt;  so  geht  dieselbe  durch 
Substitution  des  vorstehenden  Ausdrucks  für  x über  in 

F(re?V'->)  = F[r(co89-f  sin^V  — 1)]=0 (3) 
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Hierdarch  erhfitt  man  eine  Gleichuns  zwischen  zwei  ron  änaii- 
der  ganz  unabhängigen  Grossen  r und  q>.  Oie  Letzteren  sind  aber 
wegen  Gleichung  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  r stets 
einen  absoluten  oder  positiv  reellen  und  q>  irgend  einen  po- 
sitiven oder  negativen,  aber  ebenfalls  durchaus  reellen  Wertb 
habe.  Man  ist  also  jetzt  in  den  Stand  gesetzt,  die  Untersuchung 
bloss  auf  reelle  Grossen  zu  beschränken,  welche  der  Gleichung 
(3)  ein  Genüge  leisten.  Ohne  die  genannte  Bedingung  würde  die 
Gleichung  (3)  den  Charakter  der  Unbestimmtheit  annehmen;  man 
könnte  dann  z.  B.  für  w jeden  beliebigenWerth  setzen,  um  durch 
Auflösung  für  r einen  dazu  gehörigen  Werth  der  letzteren  Grösse 
zu  finden.  Dies  würde  dem  Falle  entsprechen,  dass  man  in  Gl^- 
chung  (1)  für  x einen  Ausdruck  von  der  Form 

x = (pe^V-i){qe?V-i) 

I - * 

snbstituirt  hätte,  der  aus  zwei  Faktoren  von  allgemeiner  Form 
bestände,  und  wovon  der  erste  den  obigen  Faktor  r und 

der  zweite  den  obigen  Faktor  in  Gleichung  p) 

verträte.  Abgesehen  davon,  dass  hierdurch  das  Problem  nicht 
vereinfacht  wäre,  indem  man  durch  die  Einführung  beliebiger 
reeller  oder  imaginärer  Werthe  für  q>  in  Gleichung  (3),  wodurch 

cosy  + sinqsV^ — l=c»’V'-* 


die  Form  i annähme,  immer  wieder  auf  eine  Gleichnng 

kommen  würde,  die  im  Allgemeinen  für  r imaginäre  Wurzeln  von 
der  Form  pe^V-^  enthielte;  so  ist  doch  zu  bemerken,  dass  die 
unter  solchen . Umständen  existirende  Unbestimmtheit  der  Glei- 
chung (3)  sich  nur  auf  die  Werthe  von  q>  und  r,  nicht  aber  auf 
die  daraus  zusammengesetzten  Werthe  von  x^ref^—*,  also  auch 
nicht  auf  die  Auflösungen  der  gegebenen  Gleichung  (1)  überträgt 
Denn  wenn  irgend  ein  Werth  non  qi  die  Grösse 

cosip  F sinipV^ — l=efV— » , 


in  die  Form  überführt,  und  r=pc“'h^~*  ein  Werth  ist 

welcher  sich  für  jenes  q>  aus  Gleichung  (3)  ergibt,  so  hat  man 

qeßV~i  = * 

— (pq)  [cos(«  + i3)  + sin(«  + /S).  V^], 

worin  nun  {pq)  und  («F/J)  reell«  Grössen  sind.  Beschränkt  man 
sich  also  auf  die  obige  Bedingung,  dass  in  Gleichung  (3)  r und 
q>  nur  reelle  Werthe  haben  sollen;  so  würde  man  eben  dieselbe 
vorstehende  Auflösung  für  x erhalten  müssen,  wenn  man  in  Glei- 
chung (3)  gj=:(otF|^)  gesetzt  hätte,  was  dann  für  r den  Wertb 
(pq)  geben  müsste. 
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• Scheinbar  Meibt  aber  selbst  unter  Beobachtung  der  f^enaniiten 
Bedingung,  welche  ju  die  Wertlie  von  «pund  r nur  in  die  weiten 
Gränzen  unendlicher  Zahlenreihen  einschliesst , für  die  Gleichung 
(3)  noch  ein  CTosser  Spielraniu  der  ünbestimnitheit.  Dass  dies 
jedoch  nur  scheinbar  ist,  leuchtet  ein,  wenn  man  die  Funktion 
F in  jener  Gleichung  so  entwickelt,  dass  das  Reelle  von  dem 
rein  Imaginären  sich  sondert.  Angenommen  dies  gehe 


■ F'(r,9>)  + F"(r,<p).V-l=0 (4) 

Da  diese  Gleichung  nur  realisirt  werden  kann,  wenn  der  reelle 
und  der  imaginäre  Theil  für  sich  gleich  Null  wird;  so  zerfallt  die- 
selbe in  folgende  zwei  Gleichungen: 

F'(r,<p)=0.,.....(5) 

F"(r,<p)=ü (6) 

Jetzt  hat  man  zwischen  den  beiden  Cnbekannten  r und  (p  zwei 
Gleichungen;  die  Unbestimmtheit  ist  also  verschwunden,  oder 
bezieht  sich  vielmehr  nur  noch  auf  die  Vielheit  der  4Vurzeln, 
welche  einem  jeden  Systeme  von  zwei  höheren  Gleichungen  mit 
zwei  Unbekannten  nach  dem  besonderen  Charakter  jener  Gleichun- 
gen eigen  ist. 

r» Wollte  man  behufs  geometrischer  Konstruktion  der  Wurzeln 
dieser  Gleichungen  sich  in  der  gewöhnlichen  Weise  eines  recht- 
winkligen Koordinatensystems  bedienen;  so  konnte  man  folgen- 
dermaassen  verfahren. 

''Man  substituirte  sowohl  in  (5),  wie  in  (6),  für  q>  einen  be- 
stimmten Zablwerth  und  behandelte  bloss  r als  einzige  Ver- 
änderliche , welche  unter  den  absoluten  oder  positiven  Zahlen  von 
0 bis' -F 00  zu  variiren  wäre.  Diese  Werthe  von  r trüge  man  von 
demselben  Mittelpunkte  aus  auf  Ein  niid  derselben  Axe  als  Ab- 
szissen auf.  Die  entsprechenden  Werthe  von  F'(r,q>i),  als  recht- 
winklige Ordinaten  behandelt,  ergäben  alsdann  Eine  Kurve  und 
die  von  eine  zweite  Kurve  über  derselben  Axe.  Ange- 

nommen , diese  beiden  Kurven  durchschneiden  sich  in  einem 
Puokte  Al-  Für  einen  möglichst  benachbarten  Werth  von  tp,  der 
<p^  heisse,  würde  sich  dann  durch  F'(r,(p.^  und  F"(r,<p^  über  der- 
selben Axe  ein  zweites  System  von  zwei  Kurven  ergeben , wel- 
ches sich  in  dem  Punkte  A^  schneiden  möge.  Auf  diese  Weise 
Hesse  man  ip  in  der  Reihe  von  0 bis  -f-co  und  von  0 bis  — cc  va- 
riiren. Die  genannten  Durchsebnittspunkte  Aj , A^...  der  aus  je 
zwei  Kurven  bestehenden  Systeme  würden  sich  dann  durch  eine 
neue  Kurve  verbinden  lassen.  Der  Durchschnittspunkt  dieser 
neuen  Kurve  mit  der  Abszissenaxe  lieferte  alsdann  eine  Abszisse, 
welche  für  r genommen,  den  fraglichen  Gleichungen  ein  Genüge 
leistete. 

Dieses  Verfahren  ist  nicht  allein  wegen  der  erforderlichen 
Zerlegung  der  gegebenen  Gleichung  (3)  in  zwei  Theile  F'  und  F" 
Theil  XV.  2« 
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und  der  Berechnung  der  genannten  Doppelkurven  sehr  umstSnd- 
lieh,  sondern  auch  deshalb  unvollkommen,  weil  sich  vermittelst 
desselben  nur  der  Werth  von  r,  nicht  aber  der  des  dazu  gehö- 
rigen Winkels  <p  und  überhaupt  nicht  unmittelbar  die  gesuchte 
Grösse  x graphisch  darsteilt,  wie  es  von  der  geometrischen  Dar- 
stellung des  in  der  gegebenen  Gleichung  liegenden  Gesetzes  ge- 
fordert werden  muss. 

Besser  im  Geiste  der  geometrischen  Konstruktion  liegt  fol- 
gende Methode.  Nachdem  man  einen  Nullpunkt  und  eine  reelle 
Axe  festgelegt  hat,  stellt  man  sofort  den  Werth  von  F(x)  aus 
Gleichung  (1)  für  irgend  ein  x dar,  indem  man  als  x eine  Linie 
von  bestimmter  Länge  r wählt,  die  sich  unter  irgend  einem  Win- 
kel gegen  den  positiven  Theil  der  reellen  Axe  neigt,  also  eine 
Linie  von  der  Form 


a:=re?‘V'— 1 = rcosgi-l-rsin^).  V — 1. 


Die  positiven  Werthe  von  tf  werden  links  um  den  Nullpunkt,  die 
'negativen  rechts  herum  gerechnet.  Bei  dieser  Darstellung  von 
F(x)  führt  man  schrittweise  die  darin  vorkommenden  Operationen 
aus,  indem  man  mit  möglichster  Vermeidung  der  Rech- 
nung namentlich  die  Neigungen  der  einzelnen  Theile  dieser 
Funktion  und  die  Zusammensetzung  derselben  unmittelbar  durch 
Zeichnung  darstellt.  Es  bleiben  dann,  in  der  Regel,  wenn  die 
Funktion  F nicht  zu  komplizirt  ist,  nur  die  absoluten  Längen 
der  einzelnen  Strahlen  zu  berechnen.  Diese  Längen  sind  meistens 
unabhängig  von  dem  Winkel  9,  und  dies  gewährt  den  Vortheil, 
dass  wenn  man  einmal  für  eine  Reihe  benadibarter  Werthe  von  r, 
die  in  der  Zahlenreihe  von  0 bis  00  liegen,  jene  Längen  berech- 
net hat,  man  dieselben  Längen  für  jeden  beliebigen  anderen 
Werth  des  Winkels  9 gebrauchen  kann. 

Die  Grundregeln  bei  dieser  Konstruktion  sind: 

d)  für  die  Addition,  dass  an  den  Endpunkt  des  Einen 
Strahls  der  hinzu  zu  addirende  in  der  ihm  zukommenden 
Richtung  gelegt  werde; 

h)  für  die  Subtraktion,  dass  an  den  Endpunkt  des  Mi- 
nuend der  Subtrahend  in  der  ihm  direkt  entgegengesetz- 
ten Richtung  getragen  werde; 

c)  für  die  Multiplikation,  dass  die  absolute  Quantität  des 
Produktes  durch  Multiplikation  der  absoluten  Quantitäten 
der  Faktoren,  die  Neigung  des  Produktes  jedoch  durch 
Vorwärtsdrehung  aus  der  Richtung  des  Einen  Faktors 
um  den  Drehungswinkel  des  andern  Faktors  erhalten 

. werde; 

d)  für  die  Division,  dass  die  absolute  Quantität  des  Quo- 
tienten durch  Division  der  absoluten  Quantitäten  des  Di- 
vidende und  Divisors,  die  Neigung  des  Quotienten  jedoch 
durch  Rückwärtsdrehling  aus  der  Richtung  des  Dividends 
um  den  Drehungswinkel  des  Divisors  entstehe ; 
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e)  ßr  die  Potenzirune  zu  eioem  positiven  eanzen  Expo- 
nenten R,  dass  die  absolute  Quantität  der  Potenz  gleich 
derselben  Potenz  von  der  absoluten  Quantität  des  Grund- 
faktors , dagegen  der  Drehungswinkel  jener  Potenz  gleich 
dem  R fachen  des  Drehungswinkels  des  Grundfaktors  sei; 

/*)  fQr  die  Wurzelausziehung  zu  einem  positiven  ganzen 
Exponenten  n,  dass  die  Quantität  der  Wurzel  gleich  der 
»ten  Wurzel  aus  der  Quantität  der  gegebenen  Grösse, 
dagegen  der  Drehungswinkel  gleich  dem  nten  Theile  des 
Drehnngswinkels  diesser  Grösse  sei. 

Nach  der  Regel  (c)  ist  auch  Multiplikation  einer  Grösse  mit 
den  Faktoren 

-1,  -i-V"-!, 

oder  mit 

^ _sw  

e»V^, 

gleichbedeutend  mit  einer  Vorwärtsdrehung  respect.  um  ItiO**, 

yO^ , 270  • 

Hierdurch  ergibt  sich  durch  die  obige  Konstruktion  ein  Po- 
Ij^on,  welches  vom  Nullpunkte  ausläuft,  und  weiches  mit  dem 
letzten  Endpunkte  wieder  in  diesen  Nullpunkt  einfallen  muss, 
nenn  der  angenommene  Werth  von  x eine  Auflösung  der  Glei- 
chung (1)  sein  soll. 

Damit  man  dieses  Verfahren  ausfuhren  könne,  muss  die  Funk- 
tion‘F  in  solche  Theile  zerlegt  sein,  auf  welche  sich  die  Regeln 
(a)  bis  (/)  zur  Erzeugung  tier  auf  einander  folgenden  Seiten  des 
fraglichen  Polygons  anmittelbar  in  .Anwendung  bringen  lassen. 
Hätte  man  z.  B. 

ir»  U 

K ^ ■ F(.r)  = Ax^—^f  cx  -f  logar  = 0, 

I 

worin  der  Koelbzient  A irgend  eine  geneigte  Linie  von  der  all- 
gemeinen Form 

oe“ V'— i = acosa  -f-  nsina  .V  — 1 , 
dagegen  c nur  eine  absolute  Zahl  darstellen  möge,  also 
F(a:)=ae“V^ia:* — cx  + ^ogx=0, 
so  müsste , wenn  man  nun  fiir  x den  allgemeinen  Werth 
a:=re0’''^~*  = rcos»  -prsiny  . V — l 
eioführen  wollte,  das  Glied 

loga:  = log[r(co8g)  -1-  sin  y.  — 1>] 

26» 
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in  die  bekannte  Form  - i • 

I 

logr  + yV^^ 

gebracht  werden.  Dies  gibt 


oc*'t'  + logr+yV —1=0, 


oder 


£ 


-tVZTl 


-*  + logr  + 9>V— 1 = 0. 


Wenn  man  in  allen  uliedern,  von  denen  jedes  eine  aeite 
Polygons  ergibt,  die  RichtungskoefiGzienten  deutlicher  als  Po 
zen  von  e markiren  und  ausserdem  die  Funktion  auf  der  lis 
Seite  so  darstellen  will,  dass  die  einzelnen  Theile  überall 
Summanden  erscheinen;  so  kann  man  auch  schreiben 


or».e<‘H-»9’)V-i+ Vcr.c(’'+2)'^-»+logr.e'’V-i-|.y.e*'*^»  = 0. 


Die  absoluten  Längen  ar^,  yfcr,  logr  der  ersten  drei'Glieda 
sind  unabhängig  von  jedem  Werthe,  den  man  für  <f  einflilm|| 
möge;  nur  der  des  letzten  Gliedes  ändert  sich  mit.«.  NaehdM 
also  die  ersteren  drei  für  irgend  eine  Reihe  von  Werthen 
berechnet  sind,  kann  man  sich  derselben  für  jeden  beliebig 


Werth  von  9 bedienen. 


Ferner  erhellet,  dass  die  Richtungen  der  sich  durch 
Gleichung  ergebenden  vier  Polygonalseiten  unabhängig  sind  *sf 
der  Länge  r der  für  x angenommenen  Linie,  dass  aJso>.  fveri 
man  das  fragliche  Polygon  erst  einmal  für  einen  bestimmten 
von  r und  9 entworfen  hat,  die  Seiten  aller  Polygone,  für  weld^ 
man  bloss  r in  der  gedachten  Zahlenreihe  variiren  lässt  und  • 
konstant  erhält,  den  Seiten  des  ersten  Polygons  parallel  sea 
werden.  < 


Gibt  man  nun  in  F{x)  der  Grösse  x irgend  einen  bestimmte! 
Neigungswinkel  91  und  lässt  dann  deren  absolute  Länge  r vonj 
bis  -|- cc  variiren;  so  beschreibt  der  zweite  Endpunkt  des 
eben  Polygons  eine  Kurve,  welche  durch  deu  NullpunM 
muss,  wenn  es  für  <pi  ein  zugehöriges  geben  soll,  weict 


der  Form rie9’>'t^*=arj  der  gegebenen  Gleichung  ein  Genüge!^ 
stet.  Gibt  man  jetzt  dem  \Vinkel  9 einen  zweiten  Werth  9^  um 


lässt  die  Länge  r durch  eben  dieselbe  frühere  Zahlenreihe  vai4 
ren;  so  beschreibt  der  letzte  Endpunkt  des  Polygons  eine  zweitf 
Kurve.  93,  94,  93....  ergibt  eine  dritte,  vierte,  fünfte  ....  Kmv^ 
Diese  Werthe  von  9 müssen  nun  allmäblig  sowohl  die  Reihe  de( 
positiven,  wie  der  negativen  Zahlen,  also  die  Reihe  j 


— (X. 
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iarchlaafen,  um  alle  mSgiichen  Kurven  zu  ergeben,  welche  der 
ragliche  Endpunkt  des  Polygons  beschreiben  bann. 

Statt  dass  man  <p  in  dieser  Weise  über  jede  Gränze  hinaus 
vachsen  lässt,  kann  man  auch , indem  man  in  die  gegebene  Glei- 
;bung  statt  <f  den  Ausdruck  2Ä»-f  7 schreibt,  worin  k eine  will- 
(fihrliche,  aber  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet, 
2rst  tiberall  k=G  setzen  und  nun  erst  9 von  0 bis  'In  variiren 
assen,  dann  k=l  setzen  und  hierauf  9 ebenfalls  nur  von  0 bis 
In  variiren  lassen  u.  s.  f. 

Ob  es  notbig  sei,  dass  man  den  Winkel  9. in  vorstehender 
Weise  ins  Unenoliche  wachsen  lasse,  um  alle  denkbaren  Kurven 
ier  genannten  Art  zu  erhalten , oder  ob  sich  für  gewisse  Perioden 
der  Werthe  von  9 immer  wieder  dieselben  früheren  Kurven  wie- 
derholen müssen,  in  welchem  Falle  man  dann  den  Winkel  9 nur 
Krischen  den  Gränzen  Einer  solchen  Periode  zu  variiren  brauchte, 
bängt  von  der  Beschaffenheit  der  Funktion  F ab. 

Man  erkennt,  dass  in  dem  obigen  für  F(x)  gewählten  Bei- 
spiele das  erste  Glied 


ar* . > = Ax* 

■eine  Fundaniuntalwerthe  regelmässig  wiederholt,  sobald  man  9 
Ion  0 bis  hat  wachsen  Tassen  und  nun  über  2»  hinausgeht, 
indem  denselben  Neigungswinkel  darstellt,  wie 

«(<'+*9)'^^*.  Ferner  erkennt  man,  dass  in  dieser  Periode  auch 
alle  diejenigen  Werthe  Vorkommen,  welche  Ax^  für  irgend  ein 
negatives  9 annehmen  kann,  indem  Jen. 

seihen  Neimingswinkel  darsteiit,  wie  Dieses 

ernten  Gliedes  wegen  brauchte  man  man  also  9 nur  von  0 bis  2n 
wachsen  zu  lassen. 

Die  Werthe  des  zweiten  Gliedes  ' 

V^cr  . — Sf  cx 

kehren  jedoch  erst  dann  regelmässig  wieder,  wenn  9 von  0 bis 
4n  gewachsen  ist.  Alsdann  sind  aber  auch  alle  diejenigen  Werthe 
Totgekommen,  welche  sich  für  negative  9 einstellen  würden. 
Wegen  dieses  zweiten  Gliedes  ist  also  eine  Variation  von  9 zwi- 
schen den  Gränzen  0 und  4n  erforderlich. 

Das  Glied  logr  ist  für  alle  Werthe  von  9 dasselbe  und  erfor- 
dert demnach  gar  keine  Variation  dieses  Winkels. 

Das  letzte  Glied 


9 . c 


n 
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ändert  seinen  Werth  mit  jeder  Variation  von  7,  ist  auch  einaBde* 
res  för  — 9,  als  für  -(-9.  Da  dasselbe  jedoch  einen  konstanten 
Richtuiigskoellizieiiten,  also  eine  konstante  Neigung  gegen  die 
reelle  Axe  besitzt,  und  ausserdem  mit  9 gleichförmig  wächst; 
so  wird  man  sehr  bald  erkennen,  ob  und  wieweit  es  erforderlieh 
ist,  dieses  letzteren  Gliedes  wegen  die  Variationen  von  9 auszu- 
dehnen,  indem  man  immer  vor  Augen  bat,  dass  die  zu  konstmi>l 
renden  Kurven  dem  Nullpunkte  sich  nähern  und  nicht  denselben 
fliehen  sollen. 

Nach  diesen  Vorbetrachtungen  schlägt  man  nun  folgendes 
systematische  Verfahren  ein.  ..f 

Nachdem  man  den  Nullpunkt  O und  die  positive  reelle  Axe 
OX  (Taf.  XI.  Fig.  6.)  festgelegt  hat,  gibt  man  in  Gleichung  ß) 
dem  Winkel  9 irgend  einen  bestimmten  VVerth  91 , womit  man  die 
Variationen  von  9 beginnen  will,  und  zieht  durch  O die  Linie 
0/>i,  welche  sich  unter  diesem  Winkel  Z>iOJl=9,  gegen  die 
Axe  OX  neigt.  Indem  man  nun  vorläufig  9 = 91  konstant  erhält, 
lasst  man  die  absolute  Länge  r der  Unbekannten  x von  0 gegen 
+ 00  variiren.  Für  irgend  einen  solchen  Werth  r'i  von  t möge  j 
nun  die  Konstruktion  der  Funktion  das  im  Null- 

punkte O anhebende  Polygon  OA'iB'iC'x  ergeben,  dessen  letzter 
Endpunkt  6\  sei.  Jetzt  ziehe  man  noch  dur^  den  Punkt  Ci  mit 
ODi  parallel  die  Linie  C|Z>'i  und  mache  deren  Länge  =r't. 

Für  einen  zweiten  Werth  r"i  von  r sei  bei  demselben  Werthe 
von  9 das  durch  sich  ergebende  Polygon  dargCstelit 

durch  OA"iB'\C'i , und  es  sei  wieder  C"iD"i  parallel  genom- 
men zu  derselben  Linie  ODi  und  an  Länge  gieicn  r"i  gemacht. 

In  ähnlicher  Weise  mögen  als  Endpunkte  der  Polygone  für 
den  konstanten  Winkel  9^  resp.  für  r=i^i,  r"| , r^| ....  die  Punkte 

Ci , C"i , C'i und  in  paralleler  Hinausrückung  über  diese 

Punkte  die  Punkte  Z)"*! ....  entstehen,  wobei  die  Linien 

CxB'x.  CxD-'x,  C'xITx...  resp.  =r',,  r",,  r*,.... 
und  sämmtlich  parallel  zu  0/>j  sind. 

Die  Variationen  von  r für  den  Werth  9 = 9j  dehnt  man  aber 
bloss  so  weit  aus , dass  einige  der  Punkte  C'i , 6% , C*] .... 
diesseit  und  einige  derselben  jenseit  der  Linie  ODi  zu  lie- 
gen kommen. 

Hierauf  verbindet  man  sowohl  die  Punkte  C'i,  C'"|,  C”| —.. 
wie  auch  die  Punkte  />'i , D"i,  D"'i ....  durch  Kurven,  von  de- 
nen die  erstere  die  Linie  ODi  in  dem  Punkte  Ci  und  die  letz- 
tere diese  Linie  OD|  in  dem  Punkte  />,  durchschiieiden  möge. 

Jetzt  setzt  man  für  9 einen  zweiten  Werth  und  legt  die 
Jjinie  OD^  unter  dem  Neigungswinkel  9^  gegen  die  Axe  OX. 
Ebenso,  wie  vorhin  für  9=91  die  beiden  Punkte  Ci  und  in 


Digitized  by  Googic 


383 


der  Linie  ODi  MÜrnden  «Ind,  werden  nun  fiir  9>=9>t  die  beiden 
Panbe  6«  und  Z>,  in  der  Linie  OD^  ermittelt. 

Für  einen  dritten,  vierten,  fünften  Werth  9)4,  cp^  für  tp 
erhalte  man  dann  in  den  Linien,  welche  sich  unter  diesen  Win- 
keln jeegen  OX  neiden,  oder  in  deren  Verlängerungen  (wie  z.  B. 
bei  öd,  weiche,  indem  Winkel  dOX=q>^  ist,  rückwärts  nach 
Ci  und  Di  verlängert  ist)  die  Punkte  und  Dg,  C4  und  D^, 
Ci  uud  y>£.  Dass  ein  Punkt,  wie  Di,  in  der  rückwärts  gerich- 
teten Verlängerung  der  betreffenden  Linie  Od  liege,  charakteri- 
sirt  sich  dadurch,  dass  derselbe  zwischen  O und  den  Endpunkt 
Ci  des  zugehörigen  Polygons  fällt  Allgemein  ist  aber  die  wahre 
Richtung  der  hier  in  Frage  kommenden  Linien  ODi,  OD^,  ODi... 
darch  diejenige  Linie  dargestellt,  welche  sich  von  dem  betreffen- 
den Punkte  C nach  dem  zugehörigen  D hin  erstreckt,  und  nicht 
nmgekehrt  von  D nach  C. 

* Diese  Variation  des  Winkels  g>  setzt  man,  wenn  man  nur 
Eine 'Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  sucht,  nur  so  weit  fort, 
bis  sich  io  den  Linien  OC\Di,  OC^Di....  die  Lage  der  beiden 
Punkte  C,  und  Di,  und  D^....  in  Beziehung  zum  Nullpunkte 
0 nmkenrt,  wie  bei  ODiCi,  oder  auch  nur  so  weit,  bis  der 
Nullpunkt  O zwischen  jene  beiden  Punkte  fallt,  wie  bei  C^ODi, 
also  65  in  die  rückwärts  gerichtete  Verlängerung  der  die  Richtung 
von  X darstellenden  Linie  Od  zu  liegen  kommt. 

\ 

Jetzt  verbindet  man  die  Punkte  C|,  durch  die  Kurve 

CiCiCiCiC^  und  Hie  Punkte  Di,  Da durch  die  Kurve 

DiDiDiUiDi.  Die  erstere  Kurve,  welche  die  Endpunkte  von 
Polygonen  enthält,  wird  durch  den  Nullpunkt  O geben,  also  eine 
Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  erkennen  lassen. 

Es  ist  aber  klar,  dass,  wenn  der  Punkt  Q mit  O zusammen- 
fällt, also  die  Sehne  OC^  der  Kurve  CiCiCiOCiCi  sich  auf  einen 
Punkt  O reduzirt,  die  Richtung  dieser  Sehne  mit  der  Tan- 
gente der  eben  genannten  Kurve  für  den  Nullpunkt  O zusam- 
menlällt.  Ausserdem  wird  das  Verbindungsstück  CiDi  zwischen 
dieser  Kurve  und  der  anderen  DiD^DiDDiDi  gleich  der 
Länge  OD. 

Zieht  man  also  im  Nullpunkte  O an  die  Kurve 
CiOCa  die  Tangente  OD  bis  zum  Durchschnitte  D mit 
der  Kurve  DiDDi\  so  stellt  OD  sowojil  nach  Länge, 
wie  nach  Richtung  den  Strahl  x=re9‘'y'—'^  dar,  welcher 
der  gegebenen  Gleichung  ein  Genüge  leistet  oder  eine 
Wurzel  dieser  Gleichung  ist. 

Wenn  die  gegebene  Gleichuug  mehrere  imaginäre  Wurzeln 
hat;  so  wird  die  Kurve  CiOCi  in  eben  so  viel  Windungen  oder 
Zweigen  durch  den  Nullpunkt  gehen.  Die  Tangenten  an  die  ver- 
schiedenen Zweige  von  O bis  zum  Durchschnitte  mit  dem  be- 
treffenden Zweige  der  Kurve  DiDDi  ergeben  alsdann  die  ver- 
schiedenen Wurzeln. 
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Es  leuchtet  ein,  dass  die  reellen  Wurzeln  durch  dieses 
Verfahren  nicht  dargestält  werden  können,  sobald  die  konstau* 
ten  Grössen  der  Funktion  F sämmtlich  reell  sind,  weil  alsdann 
sömmtliche  Poivüonseiten  und  demnach  auch  alle  Kurven,  wie 
und  Ä'i/JjO"',  in  die  reelle  Axe  fallen,  welche  för 
(p=0,  n,  2n,  3n....  zugleich  die  Linie  OD^  darstellt,  sodass 
unter  solchen  Umständen  ein  jeder  Punkt  dieser  Axe  als  gemein' 
schattlicher  Durchschnittspunkt  mit  jenen  Kurven  angesehen  wer- 
den könnte. 

Die  imaginären  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen  des 
zweiten  Graues  mit  reellen  Koeffizienten  föhren  nach  Vorstehen- 
dem zu  einer  sehr  gefülligen  Konstruktion.  Man  braucht  nämlicli 
bei  diesen  Gleichungen  die  Kurvenbögen  OiCiO^i  und 
gar  nicht  darznstellen , um  die  in  ODi  liegenden  Punkte  Ci'  und 
Dl  zu  finden,  sondern  kann  die  letzteren  Punkte  und  demnach 
die  Kurven  C1OC5  und  DiDD^  uiimitteibar  festlegen.  Es  sei  zo 
diesem  Ende 

a+bx-^-cx*=0 

oder 


a + -f  = 0 

die  gegebene  Qieichung.  Ist  nun  in  Taf  XI.  Fig.  7.  OZ)|  die 
Richtung  irgend  eines  für  angenommenen  Strahles, 

also  Winkel  DiOX=(pi  und  OAißiCi  das  für  t — ti  sich  erge- 
bende Polygon,  indem 

(OA^  — a,  (yi,Äi)  = 6ar=6yc?’'^*, 

{Bl  Ci)  — cx*=cr^e*9V~i ; 

so  ist  Winkel  BiAiX=m,  also  parallel  zu  OD.,  ferner 

der  Neigungswinkel  von  B.Ci  gegen  OA  gleich  2g>;  mithin  Win- 
kel AiBiCi  = OAiBy  Soli  nun  der  Punkt  Q in  die  Linie  OZ>| 
fallen;  so  muss  auch  Winkel  OCiBi=CiOAi  und  die  Länge 
der  Linie  BiCi  — OAi,  d.  i.  cri*  = a sein. 

Hiernach  erhält  also  die  dritte  Seite  BiCi  des  fraglichen 
Polygons  eine  konstante  von  dem  besonaerem  Werthe 
^ des  AViukels  g>  oder  von  der  Richtung  der  Linie 
0/>t  ganz  unabhängige  Liinge,  welche  gleich  der  Länge  des 
bekannten  Gliedes  OAi  — a in  der  gegebenen  Gleichung 
ist  Die  Länge  des  hierzu  gehörigen  x wird  also  ebenfalls  kon- 
stant und  zwar 


Man  kann  also  schon  voraus  schliessen,  dass  die  absolute 
Quantität  (der  Model)  der  gesuchten  imaginären  Wurzeln 
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“V!  seiu  wird.  Da  die  Länge  der  sw  eiten  Seite  AiBi  des 
fraglichen  Polygons  ' ’ . 


li  / 
..  • 


ist;  so  folgt,  dass  auch  diese  Seite  eine  von  q>  unabhängige  kon- 
stante Länge  bewahren  wird. 

Um  also  fOr  die  verschiedenen  Werthe  von  m oder  fSr  die  verschie- 
denen Richtungen  0/>|  die  Punkte  C,  und  Di  zu  finden,  macht 
man  auf  der  positiv  reellen  Axe  OA  die  Länge  0^i=a,, be- 
schreibt um  Al  mit  dem  Halbmesser 


6ri=b^=Aißi 


einen  Kreis,  zieht  AiB-i  parallel  zu  ODi  bis  an  den  Umfang  die- 
ses Kreises  und  schneidet  mit  der  Zirkelüffnung  cr^=»z=OA. 
= BiCi  von  in  die  Linie  OD,  so  ein , dass  Winkel 
J?iCiO=^i  OCi  wird.  Dies  ergibt  den  Punkt  (^.  Macht  man 
darauf  in  ODi  die  Länge  ' 


so  findet  man  auch  den  Punkt  Di.  > ' • 

Auf-  diese  Weise  ist  in  Taf.  XI.  Fig.  7.;  die  Gieiebung  .■  I, 
' ' ' ' 2 + 

oder 

konstruirt,  worin  man  a=2,  6=2,  c=l,  also 


t 


also 


OAi=a=2,  AiBi=bri=2ST2, 

BiCi=cri*=a=2,  Ciü,=ri  = V2 

hat  Die  Kurve  CiOc  ist  eine  geschlossene,  .welche  Ober  and 
unter  der  reellen  Axe  zwei  kongruente  Schenkel  besitet,  , 
welche  zweimal  durch  den  Nullpunkt  gehen  und  daselbst  pine 

• I ‘ I • I 
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Schlinge  bilden.  Die  ebenfalls  aus  zwei  kongruenten  Schenkeln 
bestehende  Curve  D^Dty  besitzt  in  der  reellen  Axe  links  rom 
Nullpunkte  bei  d eine  widerkebrende  Spitze.  Die  beiden  ima- 
ginären Wurzeln 

X = -1  + V^I  =V1(-^  + \ 

und 

^ = V^) 

sind  dargestellt  resp.  durch  die  beiden  Tangenten  OD  und  OD 
an  die  beiden  Schenkel  der  Kurve  C\  Oc  im  Nullpunkte  O. 

Für  den  Werth  o=n,  also  2f>=2zr  fallen  die  drei  Seiten  OAi, 
Al  Bl,  BiCi  des  obigen  Polygons  in  die  reelle  Axe  dergestalt, 
dass,  wenn  die  Koeffizienten  a,  h,  c sämmtlich  positiv  sind,  OAi 
die  positive,  AiBi  die  negative  und  die  positive  Richtung 

annimmt,  also 


Oe=OAi  +BiCi  — Aißi 

= o -f  a-i^|  = 2a  — 


wird.  Wäre  nun  OAiA-ßiCi  oder  20.4,  oder  2a <6 

b* 

d.  i.  4a  <~f  *0  konnte  die  Kurve  C,Oc  den  Nullpankt  Onicbt 
erreichen;  es  gäbe  alsdann  keine  imaginären  Wurzeln. 

ln  Taf.  XL  Fig.  8.  ist  die  Gleichung 
2—2x  + x*=0 


oder 

2 - 2re»’'^* +r*c*y  =0 

konstruirt.  Hier,  wo  das  zweite  Glied  negativ  ist.  muss  die  zweite 
Seite  Al  R,  des  fraglichen  Polygons  eine  der  Linie  OD,  direkt  entge- 
gengesetzte Richtung  erhalten.  Dies  erzeugt  anfänglich  Polygone 
von  der  Gestalt  04,R|f.\.  Im  Uebrigen  ist  das  Verfahren  dem  frü- 
heren gleich.  Man  findet  auch,  dass  die  Kurve  CiOc  der  für  die 
Gleichung 

2+2^  + x*=0  ' ’ 

gefundenen  gleich  ist,  dass  aber  jetzt  einem  Winkel  f der 
zweite  Dnrcnschnitts^nkt  der  Linie  OC^  mit  jener  Kurve  ang^ 
hört.  Die  Kurve  D^DO  nimmt  eine  von  der  früheren  abwei- 
'hende  Gestalt  an,  indem  dieselbe  ebenffdls  zweimal  durch  den 
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Nullpunkt  geht  und  daselbst  eine  Schlinge  bildet  Die  beiden 
imaginären  Wurzeln 

j;=i +v:ti=,V'2(  I +^V:::i) 

und 

ar=  1 - V^=  V2  ( i i V=T) 

sind  jetzt  durch  die  beiden  Tangenten  OD  und  OD“  an  die  bei- 
den Schenkel  der  Kurve  CiOc  im  Nullpunkte  O dargestellt. 

Fdr  den  Werth  f>=0,  also  2^=0,  fallen  die  drei  Seiten  OAi, 
AiBi,  BiCi  des  fraglichen  Polygons  ebenfalls  in  die  reelle  Axe  ' ■ 
dergestalt,  dass  wenn  die  Koeffizienten  a und  c positiv  sind  und 
b negativ  ist,  OAi  die  positive,  A,Bi  die  negative  und  BiCi  die 
positive  Richtung  annimmt.  Die  Kurve  CiOc  rvürde  also  auch 
hier  den  Nullpunkt  nicht  erreichen  können,  wenn 

OAi  + B^C^=:20A^  <A^Bl. 

oder 

'2a<,b^,  d.  i.  Aa<j 

wäre.  Es  würde  alsdann  auch  in  einer  solchen  Gleichung  keine 
imaginären  Wurzeln  geben. 

Wenn  in  einer  quadratischen  Gleichung  die  beiden  Koeffizien- 
ten a und  c entgegengesetzte  Zeichen  hätten;  so  würde,  wie 
Taf.  XI.  Fig.  9.  anschaulich  m^cht;  für  keine  der  Kombinationen 

o=  -Fa  +a  — a —a, 

j b~  -f-Ä  — b -pfi  — b, 

e—  — c — e -Fc  -Fc 

der  Endpunkt  (\  eines  Polygons  OAiBiCi  in  die  di  rekte  Rich- 
tung ODi  des  zugehörigen  Winkels  <p  fallen  können.  Unter  sol- 
chen Umständen  gibt  es  eine  Kurve  C^Oc  von  der  bekannten  Be- 
schaffenheit überhaupt  nicht,  und  es  sind  demnach  auch  keine 
imaginären  Wurzeln  vorhanden. 

In  Taf.  XI.  Fig.  10.  ist  die  Konstruktion  der  vier  imaginären 
Wurzeln  der  Gleichung 

«-F**=0  ■ ■ 

oder 
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a + r»e»!P'^~0  ' ' 

dargestellt.  Wenn  OA^=a  genommen  wird;  so  ist  för  irgend  eia 

welches  in  der  Richtung  0(\  liegen  soll,  der  Neigungswinkel 
CiAiX  der  zweiten  und  letzten  Polygonalseite 

JiCi=o:i»=r»e»»'^  gleich  5fi  = ^(\OX). 

Hiernach  kann  man  den  Punkt  Q in  der  Linie  0(\  unmittelbar 

TC 

finden.  LSsst  man  9 von  0 bis  -^=.  E^OX  variiren,  so  ergibt 

sieh  die  Kurve  CCjOC^,  an  deren  unendlich  langem  Schenkel 
' OCi  die  Linie  E^Ol  :<g  eine  Asymptote  bildet.  Für 

. . V - ; 9 = J bisf=£.OA 

ergibt  sich  die  Kurve  C^OC^,  an  deren  oberem  unendlichen 
Schenkel  OQ  die  Linie  E~OE,  und  an  deren  unterem  unendlichen 
Schenkel  OQ  die  Linie  E^OE^  eine  Asymptote  bildet  Für 

bis  ^=£rO^ 

ergibt  sich  die  Kurve  C^OC*  mit  zwei  unendlichen  Schenkeln  und 
den  Asymptoten  E^OE^  und  EjOE^.  Für  . 

9=^  bis  n=X'OX 

ergibt  sich  die  Kurve  CjOC^C  mit*£inem  unendlichen  Schenkel 
OCt  und  der  dazu  gehörigen  Asymptote  E^OEf.  Wenn  9 über 
n hinaus  wächst ; so  stellen  sich  die  genannten  Kurven  der  Reihe 
nach  wieder  ein.  > 

Da  diese  Kurven  den  Nullpunkt  viermal  und  zwar  dann  pas- 
siren,  wenn 

’ * 

59  resp.  =»,  2»,  3n,  4n; 

also  ■ ’ 

' ' I » 2n  3»  4»  ' ' 

»resp.  =g-,  -5-"  y 

ist;  so  gibt  es  vier  imaginäre  Wurzeln.  Man  hat  aber  zu  beach- 
ten, dass  die  von  O ausgehenden  Kurvenbögen  zum  Theil  nicht 
durch  die  Durchschnitte  der  direkten  Richtungen  der  Linien 
OCiundAiCi,  sondern  auch  durch  die  Durchschnitte  derrfickwärts 
gerichteten  Verläi^erungen  gebildet  sind.  Für  die  Durch- 
Vnitte  der  direkten  Uichtungen  hat  man 


\ 
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ft 

von  =0  bis  j-  den  Kurventheil  C(\0  und  demnach  als  Rich- 
tung der  ersten  Wurzel  die  Tangente  OD\ 

von7=j  bis  ^ gar  keinen  Kurventheil; 


ft  3ft 

von9=2  bis  den  Kurventheil  QO  und  demnach  als  Richtung 
der  zweiten  Wurzel  die  Tangenten  OZ>'; 

von 9 = ^ bis  ^ gar  keinen  Kurventheil; 


Stt  37t 

von9=-j-  bis  den  Kurventheil  OC4  und  demnach  als  Richtung 
der  dritten  Wurzel  die  Tangente  OD";  •*' 

bis  gar  keinen  Kurventheil;  ^ 


vnn9>  = -;^  bis  2a  den  Kurventheil  OCgC  und  demnach  als  Rich- 
tung der  vierten  W'urzel  die  Tangente  OD'" . 


Um  die  absolute  Quantität  dieser  Wurzeln  zu  bestimmen, 
braucht  man  hier  die  bekannte  Kurve  DiD^...  nicht  zu  entwerfen, 
da,  wenn  die  Länge  von  AiCi  = Iii  gesetzt  wird,  also 

ri=VTii  und  fiir  die  fraglichen  Wurzeln  Ri=a,  also 

rj  =V^  ist 
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Beweis  der  EiJstenz  von  n Wurzeln 
in  Jeder  Olichnn^  des  fiten  Orades 
und  Untersuchuni^en  über  die  ÜTatur 
einer  solchen  Oleichun^. 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

Baiinnnducteur  bei  den  Herzogi,  Braontchweigiccben  Eisenbahnen 
zu  Bruunschwetg. 


Im  sechsten  Theile  dieses  Archives,  Nr.  XXXV.,  hat  Herr 
Dr.  Wittstein  die  geometrische  Bedeutung  des  Beweises  von  Cauchy 
über  des  Vorhandensein  von  mindestens  Einer  Wurzel  in  jeder 
algebraischen  Gleichung  näher  nachgewiesen.  Hierdurch  ist  die 
Eleganz  Jenes  Beweises  noch  bedeutend  erhöhet.  Derselbe  ist 
aber  ein  indirekter  Beweis,  und  ausserdem  wird  dadurch  nicht 
unmittelbar  das  ganze  Faktum,  worauf  es  eigentlich  ankommt, 
nämlich  dass  jede  algebraische  Gleichung  vom  ntcn 
G rad e n Wurzeln  b aben  müsse,  dargethan.  Um  diesen  letzte- 
ren Satz  abziileiten,  bedarf  es  nun  immer  noch  ganz  besonderer 
analytischer  Combinationen,  bei  welchen  die  geometrischen  Be- 
ziehungen nicht  so  nahe  liegen  dürften,  als  bei  dem  Beweise  des 
ersteren  Satzes.  Die  Wichtigkeit  des  fraglichen  Satzes  für  die 
Algebra,  und  die  Berühmtheit,  welche  derselbe  dadurch  erlangt 
hat,  dass  er  lange  Zeit  ohne  Beweis  geblieben  ist,  werden  es 
daher  rechtfertigen,  dass  ich  noch  einen  anderen  und  zwar  di- 
rekten Beweis  liefere,  welcher  den  in  Rede  stehenden  Satz  so- 
fort in  seiner  grössten  Allgemeinheit  aufklärt. 

Die  gegebene  Gleichung  vom  nten  Grade,  nach  anfsteigenden 
Potenzen  von  x geordnet,  sei,  nachdem  durch  den  Koefhzienteo 
des  höchsten  Gliedes  dividirt  ist. 
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A-i-Ax  a)»  ssF{x)=0  . . .1 . (1) 

0 1 ^ . »-1 

Hierin  mögen  die  Koeffizienten  A,  A..  beliebige  reelle  oder  imagi- 
nSre  Wertbe  haben,  alao  allgemein  von  der  Form 

A—ae“  * :=  acos « + asin«.  — l 

sein,  worin  a eine  absolnte  Quantitität  bezeichnet,  a jedoch 
nur  reell  zu  sein  braucht,  sonst  aber  sowohl  positiv,  wie  nega- 
tiv sein  bann.  Die  (illieder  jener  Gleichnng  brauchen  nnr  durch 
das  Additionszeichen  verbunden  zn  werden,  indem  man  z.  B.  nur 

zu  setzen  braucht. 

Die  allgemeine  Form,  in  welcher  man  sich  irgend  einen 
Werth  für  x denken  kann,  ist 


r cos  ij)  + r sing).  — 1, 

worin  r ebenfalls  nur  eine  absolute  Quantität  zwischen  0 und 
+ »,  <p  jedoch  jeden  reellen  Werth  zwischen  — ao  und  +00 
darstelit.  Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  für  x und  filr 
die  Koeffizienten  A in  Gl.  (I)  wird  dieselbe 


, (“+»)V-i  , (“+3jp)v:r7 

ne  -|-ore'  -fnr*e*  -I- ar*c“  ^ + 

• 1 , , T ..•• 


■far"“!  e 

n— 1 


1 t«“  . nfV^  »V“l  « 

le^-1  -|-r«c  =F(re^^  )=0....(2) 


oder  wenn  man  den  reellen  Theil  vom  imaginären  trennt  und  den 
ersieren  mit  /j  (r,<p)  und  den  letzteren  mit  /*  (r,  g>).  be- 

zeichnet. 


ocosor-^  or cos  (« -h  g>)-for*cos(a-F2g))-l- 

O o I I 1 i 

+ n r"-*cos[  o -f(n — l)g>] +r"cos(>igp) 

n— 1 »— l 

-^{asina  -l-arsin  (o-f  g>)  or*8ln(a-t-2g))-|- 

001  X 2 4 

...»..-H  a r“-‘sin[  n -j-(n — l)g)]-|-T"sin(ng))!V^ — I 

n—  1 n—  1 


=A(»’.9>)+/i(»‘,g’)- V— 1=0 (3) 

Wir  stellen  uns  jetzt  uumittelbar  auf  den  Boden  der  geome- 
trischen Anschauung,  von  welchem  jeder  arithmetische  Gedanke 
doch  nnr  eine  Abstraktion  ist,  und  welcher  sich  deshalb  vor- 
züglich dazu  eignet,  die  Jdeen  zu  fixiren,  wiewohl  man,  wenn  man 
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bloss  mit  Kombinationen  reiner  Be^ffe  operiren  wollte,  dieselben 
Resaltate  auch  ohne  geometrische  Versinniichnng,  aber  mit  einem 
erusseren , A.vifwande  von  Formeln  und  Erläuterungen  erzielen 
könnte.  ^ 

Es  ist  klar  und  könnte  leicht  streng  gezeigt  werden,  dass  die 
Funktionen  F,  in  Gl.  (2)  und  (3)  sowohl  für  r,  wie  für  q), 

wenn  man  diese  Grössen  als  Veränderliche  betrachtet,  stetig 
sind.  Nimmt  man  daher  fiir  tp  irgend  einen  bestimmten  Werth 
an,  behandelt  darauf  in  Gl.  (2)  oder  (3)  tpi  wie  eine  Konstante 
und  liisst  bloss  r von  0 bis  oe  variiren;  so  muss  der  zweite  End- 
punkt des  durch  F dargestellten  Polygons  (s.  den  früheren  Auf- 
satz Nr.  XVIU.  über  die  Konstruktion  der  imaginären  Wurzeln  einet 
Gleichung)  eine  stet  ige  Kurve  AC^  (Taf.Xll.Fig.  1.)  beschreiben. 
Auf  rechtwinklige  Koordinaten  bezogen , ist  ft  aus  Gl.  (3)  die  vom 
Nullpunkte  aus  in  positiver  oder  negativer  Richtung  der  reellen 
Axe  gemessene  Abszisse,  und  die  zugehörige  Ordinate  für 
irgend  einen  Punkt  dieser  Curve.  Wenn  OA  das  bekannte  Glied 


ayrr* 


aco8tt-f-asina.  ST=1 


gegebenen  Gleichung  darstellt;  so  muss 
r Kurve  nothwendig  iin  Punkte  A liegen; 


jener  Kurve  nothwendig  Tin  Punkte  A liegen;  von  diesem  Tankte 
aus  erstreckt  sich  dieselbe  aber  (für  r=ao)  ins  Unendliche. 

Bl  sei  ein  Punkt  dieser  Curve,  für  welche  <p=(Pi  und  r=ri  | 
ist.  Behandelt  man  nun  in  der  gegebenen  Gleichung  uiesen  Werth 
Ti  für  r als  Konstante  und  lässt  bloss  den  Winkel  <p  vom  Werthe 
^ an  bis  zum  Werthe  2nn;-t'<Pi  wachsen;  so  muss  der  Punkt 
Ri  ebenfalls  eine  stetige  Kurve  B,JB^  beschreiben.  Da  (Ür 
keinen  dieser  endlichen  Werthe  von  <pi  die  Gleichung  (2)  oder 
einen  unendlich  langen  Strahl  ergeben  kann ; so  müssen  qlle 
Punkte  dieser  Kurve  R,  insofern  r|  endlich  ist,  in  endlichen 
Abständen  vom  Punkte  A liegen.  Da  aber  für  g>=2nn-]-<pi  die  i 
gegebene  Gleichung  durchaus  dieselben  Werthe  liefert,  wie  itir  I 
qpzrqpi;  so  muss  der  letzte  Punkt  der  fraglichen  Kurve  wieder  mit 
dem  ersten  R,  zusammenfallen;  es  muss  also  R|  R^  eine  ge-  ; 
sch  I o ssene  Kurve  sein  (die  übrigens  mehr  als  Eine  ganze  Um- 
windung machen  kann),  welches  auch  der  Werth  von  r|  sein  möge. 

Jetzt  sei 6|  C|  eine  Kurve,  welche  man  statt  der  AB^Cx  er- 
hält, wenn  man  dem  Winkel  q>  den  von  q>i  nur  unendlich  wenig 
verschiedenen  W'erth  qp'  gibt,  und  r wiederum  von  0 bis  x>  wach-  , 
sen  lässt.  Diese  Kurve  wird  in  iioendliclier  Nähe  von  AßiC^ 
liegen.  Die  kurzen  Verbindungsstriche  zwischen  beiden  mögen  . 
die  stetigen  Wege  andeuten,  welche  bei  dieser  Veränderung  die 
Punkte  R| , ...  der  Kurve  A Ri  C'i  durchlaufen  haben , um  i^ 

die  Punkte  6|,  C| ...  der  Kurve  A bi  c,  zu  gelangen  indem  dij| 
gleichnamigen  Punkte;  in  beiden  stets  Ein  und  demselben  WerthM 
von  r entsprechen.  1 

Es  leuchtet  nun  ein,  dass,  wenn  man  sich  alle  Kurven  von 
unendlicher  Zahl  denkt,  welche  bei  einem  stetigen  Wächsern 
des  Winkels  qp  von  qpj  bis  qp'  in  vorstehender  Weise  erzeugl 
werden  und  die  allmähligen  Uebergänge  von..d  Bj  C\  zu  A bi  cl 
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bilden,  jedenfalla  alle  diejenigen  Punkte  der  Koordinatenebene 
ron  diesen  verschiedenen  Kurven  getroffen  tVerden  miiseen,  welche 
in  den  mit  Strichen  ausgef'iillteii  Flächenrbumeii  Ap,  pm, 
mBiCiCi  bl  mzwischen  jenen  beiden  Kurven  liegen.  Unter  diesen  Flä- 
cbenräunien  sind  ini  Allgemeinen  diejenigen  verstanden,  welche  von  A 
aus  zwischen  zwei  Durchsehnittspunkteu , wie  A und  p,  p und  m 
der  beiden  Kurven  liegen,  während  der  letzte  Raum  m C\  Ci  an 
der  obersten  Seite  von  dem  Wege  Ci  Cj  des  Punktes  Ci  be- 
gränzt  ist.  Durch  diese  Behauptung  wird  nicht  ausgeschlossen,  * 
dass  durch  die  fragliche  Variation  auch  noch  andere,  ausser- 
halb der  gedachten  Flächenräume  liegende  Punkte  der  Koordi- 
nateuebene  berührt  werden  kiinnen,  indem  sich  z.  B.  die  Kurve 
A Bf  Ci  bei  ihrem  Uebergange  in  A b,  Ci  im  unteren  Theiie 
Am  noch  etwas  weiter  nach  rechts  über  den  betreffenden  Bogen- 
theil  der  Kurve  A bi  Cj  ausgebaucht  haben  und  dann  erst  durch 
rückgängige  Bewegung  ihrer  Punkte  in  die  Lage  AimbiCi  ge- 
kommen sein  kann. 

Ist  nun  für  irgend  einen  anderen  Werth  von  q>,  welcher 
nm  eine  endliche  Grösse  von  <pi  verschieden  ist,  in  vorerwähnter 
Weise  die  Kurve  A Ca  erzeugt  und  Ci  C’a  der  Weg,  w elchen 
der  Punkt  C’i  beschreiben  würde,  wenn  man  unter  hestbaltung 
des  dazu  gehörigen  Werthes  von  r nur  den  Winkel  von  ipi  bis 
9a  hätte  wachsen  lassen;  so  müssen  bei  dem  stetig  gedachten 
Uebergange  der  Kurve  A Bi  C\  in  A B^  Ca  wenigstens  alle  die- 
jenigen Punkte  der  Koordinatenebene  getroffen  sein,  welche  zwi- 
schen diesen  beiden  und  der  Kurve  Ci  Ca  liegen.  Dass  man 
nicht  etwa  die  in  dem  Raume  Ci  M liegenden  Punkte  durch 
die  Annahme  ausschliessen  kann,  dass  sich  die  Kurve  A B,  Ci 
durch  eine  Drehung  von  links  nach  rechts  in  die  Lage  A M BoC« 
bewegt  hätte,  (was  bei  der  entworfenen  Figur  1.  auf  Taf.  XIL 
fast  eine  ganze  Umwälzung  um  den  Punkt  A erfordern  würde) 
leuchtet  ein,  weil  der  Uebergang  des  Punktes  nach  C^  durch  die 
Kurve  C|  ausdrücklich  vorausgesetzt  ist. 

Man  kann  sich  diese  Variationen  der  Kurve  A Bi  C|  durch 
die  Idee  der  Bewegung  eines  biegsamen  und  zugleich  elasti- 
schen Fadens,  dessen  Einer  Endpunkt  stets  in  A festgehalten 
wird,  gut  versinnlichen.  Dieser  Faden  kann  sich  auch  lür  irgend 
einen  Werth  von  q>  in  einer  geraden  Linie  ausstrecken  und 
auch  in  dieser  Geraden  mehrere  Hinundhergänge  bilden, 
was  der  Allgemeinheit  des  vorstehenden  Räsonnements  keinen 
Abbruch  thut. 

Wenn  gezeigt  wird,  dass  dieser  Faden  bei  der  Variation  von 
(p  zwischen  den  Gränzen  0 und  2nn  für  n Werthe  von  ar=rc9V— * 
nmal  durch  den  Mullpunkt  O gehen  muss;  so  ist  damit  bewiesen, 
dass  die  gegebene  Gleichung  jederzeit  n Wurzeln  hat,  welche 
sich  bei  fortgesetztem  Waimsthume  des  Winkels  (p  über  die 
Giränze  2nn  periodisch  wiederholen. 

Bezeichnen  wir  die  goniometrische  Tangente  des  Neigungs- 
vinkels  lür  irgend  ein  Element  der  Kurve  Ai  Bt  Cj  oder  uir  die 
Berührungslinie  dieser  Kurve  in  irgend  einem  Punkte,  dessen 
echtwinklige  Koordinaten  nach  Gl.  (3)  /i  (r,  <p)  und  (r,  q>)  sind, 

Thoil  XV.  2T 
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worin  die  GrSgse  r allein  die  Rolle  einer  veränderlichen  spidt, 
mit  ß;  so  bat  man  bekanntlich 

df^ 

tang/3  

Ir 

Je  grosser  r yvird,  desto  mehr  Gkerwiegt  das  hücbste 
Glied  ar"=r"  e*9’ in  der  gegebenen  Gleichung  alle  übrigeo> 
und  wird  zuletzt  unendlich  vielinal  grösser,  als  alle  übrigen  zn* 
samniengenonimen.  Für  r=x  verschwinden  also  diese  letzteren 
Glieder  gegen  x"  und  man  hat  alsdann 

F(x)=X"  = r"e'*9'V cos (nip)  -f  r"sin(nqp).  V— 1 
fi(r,q>)=r«coa{n<p)  _ /i(r,9p)  = r"sin(ng)) 

ß/* 

=«r"-*cos(ng))  -^=nr"“*8in(«g)) 

also 


oder 


«r"“*sin  (n<p) 


ß=ng> (5) 


Dieses  Resultat  drückt  aus,  dass  jede  Kurve,  wie  A Ci, 
in  ihrem  oberen  Theile,  je  weiter  sich  ihre  Punkte  vom  Nullpankte 
ü entfernen,  sich  immer  mehr  und  mehr  einer  Richtung  nShert 
deren  Neigung  ß gegen  die  positive  reelle  Axe  das  nfache  des- 

1'enigen  Werthes  von  cp  ist,  für  welchen  Jene  Kurve. entworfen  ist 
n unendlicher  Entfernung  wird  diese  Kurve  also  parallel  in 
der  eben  genannten  Richtung. 


Ausserdem  erhellet,  dass,  wenn  Ax”'  — nr”' 


eV»n  * 


das 


m m 

niedrigste  auf  das  bekannte  Glied  A in  Gl.  (1)  folgende  Glied 
ist,  dessen  Koeffizient  A nicht  gleich  null  ist,  dieses  Glied  all« 


m 

höheren  unendlich  überwiegen  wird,  sobald  man  nur  r klein  ^ 
DUg  anoimmt.  Für  ein  solches  unendlich  kleines  r hat  man  daoar 


F{x)=  A-\-  Ax^'xzacostt  -f  ar“  cos  (a  + mg;) 

0 •»  0 0 <n  ™ 

+,[a  sin«  ur”'  sin  (« -F  wig>)]  V^’ 
0 0 ">  ™ 

fl  (*■>  9>)=  «cos  «+  «r"  cos  («  + mcp),  f^{r,  <p)  ~ osin«  + flr“sin(«+»HP)-' 
00”>  m 00”>"< 
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^ =zmar’"~^  coh(u  +;/i(p),  = mar"'~^  sin  (o  -f  mq>)  \ 

CT  m m ^ m m 


also 


lang  (Jas 


inar"~  * sin  {« -f  mg>) 

mar"~  *cos(«-f-»np)  *<P)* 


ß=a-\-m(p (5“) 

m 

Hiernach  verlässt  also  eine  Kurve  wie^i?j  Ci  den  gemeinschaft- 
lichen Änfangspnnkt  aller  Kurven  A in  einer  Richtung,  welche 
sich  gegen  die  positive  reelle  Axe  unter  dem  Winkel  u^tntp  oder 

m 

gegen  die  Verlängernng  der  Linie  OA  unter  dem  Winkel  ttup  neigt. 

NnnseiinTaf.XILFig.2.  ijICdiejenigeKurve,  welcbeman  nach  dem 
vorstehenden  Verfahren  für  den  Werth  tp  — O erhält,  nnd  C sei 
ein  in  unendlicher  Entfernung  v«u  O liegender  Punkt  dieser  Kurve, 
tür  welchen  man  die  Richtung  der  Letzteren  parallel  zu  der  unter 
dem  Winkel  na  geneigten  geraden  lAme  denken  kann.  Da  hier 
tp=:0,  also  auch  n<p  = 0',  so  ist  jene  Kurve  in  C der  reellen  Axe 
ÜX  selbst  parallel.  Ob  die  Kurve  AC  \n  die  reelle  Axe  ganz 
hineinfällt,  oder  bei  C um  einen  endlichen  oder  unendlichen  Ab- 
stand über  oder  unter  OX  Hegt,  ist  völlig  gleichgültig,  auch  ob 
sich  diese  Kurve,  ehe  sie  nach  C gelangt,  in  mehreren  Windun- 
gen um  den  Nullpunkt  O schlingt. 

Lässt  man  jetzt  q>  von  0 bis  zum  Werth  q>iz=i—  wachsen; 

so  erhält  man  Kurven,  welche,  indem  sie  sämratlich  von  A au.s- 
geben,  in  ihren  unendlich  entfernten  Tbeilen  Richtungen  anneh- 
men,  die  mit  der  positiven  reellen  Axe  OX  immer  grösser  wer- 
dende Winkel  ntp  einschliessen.  Oer  Werth  dieses  Winkels  tup 

O jp 

dnrcblänit  hierbei  alle  Werthe  von  »,0=0  bis  — = 2»,  also 

alle  in  den  vier  Quadranten  liegende  Neigungen,  und 

es  ergibt  sich  mithin  für  <p^=—  eine  Kurve  ACi,  welche  in 

ihren  unendlich  entfernten  Theilen  (\  wiederum  parallel  zur  po- 
sitiven Axe  OX  wird.  Der  Punkt  C tur  r = ao  beschreibt  hierbei, 
bis  er  nach  gelingt,  von  rechts  nach  links  einen  Weg  in  der 
Ricbtuog  des  Pfeils  CD,  weicher  bis  auf  den  Abstand  der  beiden 
Kurven  AC  undAC^  zwischen  ihren  unendlich  entfernten  parallele« 
Theilen  einer  ganzen  Umdrehung  von  360“  gleich  ist  Die  Tangente 
des  Anfang^unktes  A,  deren  Neigung  gegen  die  positive  Axe  für 
= 0 den  Werth  a (Gl.  5")  besitzt,  hat  sich  während  dieser  Pe- 

m 

riode  um  den  Winkel  nach  derselben  Seite  herum  weiterge- 
drehet.  Diese  Drehung  kann,  da  m<n,  nur  einen  Theil  ^ einer 

27* 
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eanzen  Dmdrebang  ausmachen , wenn  nicht  gerade  eine  binomische 
Gleichung  gegeben  wäre,  wofür  man  m=n  hat. 

Bei  dieser  Bewegung  der  Kurve  AC  müssen  alle  Punkte  der 
Koordinatenebene  berührt  sein,  welche  in  dem  unendlichen  Flä- 
chenraum ACD...C1A  liegen.  Da  aber  die  Kurve  ACi  nicht  mit 
der  ersteren  AC  zusammenzufallen  braucht;  so  ist  es  nicht  noth- 
wendlg,  dass  unter  den  berührten  Punkten  auch  derNullpunkt  Osei, 
d.h.  es  ist  nicht  nothwendig,  dass  die  Gleichung  eine  Wurzel  he- 

sitze,  für  welche  q>  zwischen  0 und  — liegt.  Wenn  der  Punkt 

O von  keiner  der  durch  jene  Variation  entstandenen  Kurven  ge- 
troffen ist;  so  wird  die  Kurve  ACi  gegen  denselben  etwa  die  in 
Taf.XII.Fig.‘2.augegebeneLage.^£C]  haben.  Ist  derselbe  aber  getrof- 
fen und  zwar  nur  ein  einziges  Mal;  so  wird  er  auf  der  entge- 
gengesetzten Seite  der  Kurve  ACi  liegen,  indem  diese  Kurve 
dann  etwa  den  Zug  AEi  Cj  verfolgt.  Es  wäre  übrigens  im  All- 
gemeinen möglich,  dass  der  Nullpunkt  durch  die  Bewegung  der 
fraglichen  Kurve  in  die  Lage  A E C]  0,  2,  4,  6 ...,  überhaupt  eine 
gerad  e Anzahl  von  Malen,  bei  der  Bewegung  in  die  Lage  A E\  Cf 
jedoch  1,  3,  5,  7...,  überhaupt  eine  ungerade  Anzahl  von  Ma- 
len und  mindestens  Ein  Mal  getroffen  sei , dass  es  also  bei  der 
ersten  Lage  2m  und  bei  der  letzteren  Lage  2m -fl  Wurzeln  gäbe, 

für  welche  der  Werth  von  w zwischen  0 und  — läge. 

jj  n 

L.ässt  man  jetzt  w von  — bis  ^ wachsen;  so  macht  die 
Kurve  ACi  wiederum  eine  Umwälzung,  welche  der  der  Kurve 
.AC  ähnlich  ist.  Für  9>=gj.2=— erhalteman  in  Taf.XlI.Fig.3.  die 
Kurve  AC2,  welche  wiederum  bei  Cj  parallel  zur  Axe  OX  wird,  indem 
man  hierfür '»9)0=». =4;r  hat.  Gab  es  nun  innerhalb  der 

Gränzen  0 und — für  m Eine  Wurzel,  oder  konnte  die  Kurve 

A(\  in  Taf.  XII.  Fig.  2.  dieLage  ACjCj  rechts  vom  Nullpunkte  haben; 
so  kann  jetzt  die  neue  Kurve  A(^  in  Beziehung  zum  Nullpunkte 
O eine  Lage  wieAECi  'f*  Taf.  XIL  Fig.  2.  haben,  wenn  es  keine 

oder  nur  eine  gerade  Anzahl  von  Wurzeln  innerhalb  der  Gränzen  ^ 
Atc 

und für  gibt;  dagegen  eine  Lage,  wie  ACjCi  in  Taf.  XII.  Fig.2., 

wenn  es  auch  innerhalb  der  letzteren  Gränzen.  Eine  oder  eine 
ungerade  Anzahl  von  Wurzeln  gibt.  Gab  es  indessen  innerhalb 

der  Gränzen  0 und  —für  9)  kei  n e Wurzel,  so  dass  also  die  Kurve 

ACi  die  Lage  A£C^  in  Taf.  XII.  Fig.  2.  haben  musste ; so  muss,  wenn  es 


auch  innerhalb  der  Gränzen  und 

n n 


4jt 


für  9)  keine  Wurzel  gibt, 

dieneueKiirve  A Cheine  der  in  Taf.  XII.  Fig.  3.  dargestellten  ähnliche 
Lage  haben,  wobei  sie  den  Nullpunkt  an  der  linken  iSeite  mit 
zwei  Windungen  umschlingt;  dagegen  muss,  wenn  es  innerhalb 
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der  letzteren  GränzentEiiie  oder  überhaupt  eine  ungerade  Menge 
von  Wurzeln  gibt,  die  neue  Kurve  nachdem  sich  die  Kurve 
AECi  ausTaf.All.Fig.‘2.  bei  ihrer BewegungEiuMal  oder  eine  ungrade 
Menge  von  Maien  durch  den  Nullpunkt  gezogen  hat,  diesen  Punkt 
0 an  der  linken  Seite  noch  mit  Einer  Windung  umschlingen, 
ähnlich  der  Kurve  AECi  in  Taf.  XII.  Fig.  2. 


In  dieser  Weise  lässt  man  den  Winkel  <p  periodisch  von  dem 
2w-  4«  2(m — ])ii 

Einen  der  durch  0,  — » — > ••• , 'ln  oder  resp.  durch  0, 

n n n 

<Pi,  q>u  dargestellten  Gränzwerthe  zum  anderen  wach- 

sen. Von  den  hierdurch  entstehenden  Kurven  AC,  ACi  AC^... 
...ACn-i,  ACn,  welche  snmmtlich  von  A ausgehen,  und,  nachdem 
sie  ganze  Umwälzungen  gemacht  haben,  immer  wieder  in  den 
Punkten  C,  Ci,  ...  der  positiven  Axe  OX  parallel  werden,  um- 
schlingt jede  folgende  den  Nullpunkt  ebensoviel  Mal,  als  die 
vorhergehende,  wenn  es  innerhalbd er  b e treffe ndenGrän- 
zen  von  rp  Eine  Wurzel  gibt,  dagegen  Ein  Mal  mehr,  als 
die  vorhergehende,  wenn  es  innerhalb  dieser  Gränzen 
keineWurzel,  und  ferner  kann.siedenNullpunkthücbstens 
p mal  weniger,  als  die  vorhergehende  umschlingen, 
wenn  es  innerhalb  jener  Gränzeii  (»-|-1)  Wurzeln  gibt. 
Hieraus  folgt  auch,  dass,  wenn  man  den  Winkel  sofort  von  0 

bis  bat  wachsen  lassen,  die  letzte  Kurve  ACp  den  Nullpunkt 

an  der  linken  Seite  p mal  mehr  umschlingen  wird  als  die 
^TsieAC,  wenn  es  innerhalb  je  ner  Grenzen  keineWur- 
zel gibt,  und  dass  sie  denselben  mindestens  (p— ^^mal  mehr 
umschlingen  muss,  wenn  es  i n jenem  Zwischenraum  9 
Wurzeln  gibt,  dass  also  eine  gleiche  Anzahl  von  Um- 
sch I ingung  en  wie  bei  AC  11 11  r d a nn  mög  lieh  ist,  wenn  es 
zwischen  den  fraglichen  Gränzen  p Wurzeln  gibt.  Die- 
ser Satz  lässt  sich  in  aller  Strenge  einsehen  und  erleidet  für  keine 
denkbare  Figur  der  fraglichen  Kurven  eine  Einschränkung,  wenn- 
gleich derselbe  noch  einiger  weiter  unten  zu  gebenden  Erläute- 
rungen für  gewisse  Fälle  bedürfen  wird. 


Nun  muss  aber  nach  der  Natur  der  gegebenen  Gleichung  für 

die  Kurve  ACn  genau  mit  der  ursprünglichen 

Kurve  AC  fär  q>=0  zusammenfallen;  die  AGt  muss  also  genau 
ebensoviel  Umschlingungen  um  den  Nidipunkt  besitzen,  wie  AC. 
Daraus  folgt  ohne  Weiteres,  dass  bei  der  Variation  des 
IVinkels  9)  von  0 bis  2n  die  Bewegung  der  Kurve  AC 
len  Nullpunkt  mindestens  nmal  getrotfen  haben,  oder 
lass  es  innerhalb  dieser  Gränzen  mindestens  n Wur- 
ieln  der  Gleichung  geben  muss.  Es  wäre  nur  denkbar, 
lass  die  Menge  dieser  Wurzeln  noch  um  eine  gerade  Anzahl, 
'rüsser  sei  als  n,  was  jedoch  aus  anderen  Gründen,  die  wir 
iogleich  näher  betrachten  wollen,  unmöglich  ist. 

In  Taf.  XII.  Fig.  5.  sei  AmG  <lio  Kurve,  welche  für  irgend  einen  be- 
itimmten  Werth  von  9>  dadurch  erzeugt  ist,  dass  man  r von  0 bis 
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X)  bat  wachsen  tasseii.  ^nci  sei  eine  unendlich  benachtiarte 
Kurve,  welche  man  für  den  Werth  7 des  Winkels,  a in  der* 
selben  Weise  erhält,  m and  n oder  C\  und  c^  seien  Firnkte  is 
diesen  beiden  Kurren,  welche  Ein  und  demselben  Werth  v<m  r 
angehiireii,  also  mn  oder  Cj  Cj  ein  Element  der  Bahn,  welche 
resp.  der  Punkt  m oder  der  Punkt  bescbrerben  würde,  wen 
inan  den  dazugehörigen  Werth  von  r konstant  erhalten  und  den 
Winkel  9 um  den  lueinen  Znwachs  8^  vermehrt  hätte.  Durch 
Striche  sind  in  der  Pigur  die  Wege  angedeutet,  welche  alle  sol- 
che Punkte  wie  m,  denen  Ein  und  derselbe  Werth  von  r «ngebört, 
bei  der  Bew^nng  der  Kurve  AmCy  in  die  Lage  Atici  beschrie- 
ben haben.  wird  behauptet,  dass  alle  diese  Wege,  wie  flW, 
C'i  Cw  u.  s.  w.  auf  Ein  und  derselben  Seite  der  Tangen- 
ten der  Kurve  AiiiCi  resp.  in  den  Punkten  m,  C| ...  liegen,  wo- 
bei man  sieb  diese  Kurve  in  der  Richtung  von  A her  durchlaalhn 
und  die  Tangenten  immer  nach  vorwärts  gezogen  denkt,  doso 
also  die  Kurve  Anci  in  der  vorstehenden  Auffassung  io 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  entweder  auf  der  linken 
oder  der  rechten  Seite  der  Kurve  AiaCi  Hegt. 

Denn  angenommen,  bei  der  Bewegung  der  Kurve  ACttA 
ein  Theii  ihrer  Punkte  nach  der  Einen  und  ein  anderer  Theil 
dieser  Pnnkte  nach  der  entgegengesetzten  Seite  der  fraglicheo 
Tangenten  fortgerSekt;  so  iitüssen  sich  die  bmden  Kurven  ACi 
und  Aci  nach  einer  in.  Taf.  XII.  Fig.  6.  dargestellten  Weise  ehr» 
bei  m durchschneiden.  Hierbei  ist  es  nur  möglich  entweder 

1)  dass  der  ursprünglich  der  Kurve  ACi  angehörige  Punkt  m 
gar  keine  Bewegung  gemacht  hat,  dass  also  dre  bei^eo 
Punkte  7ft  and  n aus  Taf.  XII.  Fig.  15.  für  Ein  und  denselbn 

< Werth  von  r zusammenfallen,  oder 

2)  dass  der  Punkt  m nach  Taf.  XII.  E'ig.  7.  in  der  Richtnog  m 
der  zweiten  Kurve  Aci  fortgeröckt  ist,  womit  dann  nothwea- 
dig  verbunden  ist,  dass  auch  ein  Punkt  m der  ersteiea 

2 

Kurve  ACj  sich  in  der  Richtung  mm  ebendersel- 

2 

ben  Kurve  ACi  fortgeschoben  hat  Die  Pankte  *» 

m,  rn,  m der  Kurve  ACt  in  der  Nachbarschaft  des  Darch- 

Schnittes  m müssten  dann  die  Wege  mn,  mm,  mn,  nSi 

1 » 2 3S 

durehlaufen  haben.  . I 

Um  diese  Bedingungen  ad  I)  und  2 analytisch  anszndrSeken, 
beachte  man,  dass 

fl  (Xiv)  = o cos  a + or  cos  (ot-f-y)  -f  or*  cos  («+29)  + •—+>’“  c®*  (*v)— 
001  1 a 9 

/j,(r,9>)=asin«  -Far  sin  (o  + •— -tr"si«  (it9)...(r) 

001  1 9 9 

resp.  die  rechtwinklige  Abszisse  und  Ordinate  irgend  eines  Pask“ 
tes  der  Kurve  ACi  darstellt.  Schreitet  man  in  dieser  Kurve  voa 
einem  Punkte,  welchem  ein  bestimmter  Werth  von  r ang^At 
z.  B vom  Punkte  m zu  einem  benachbarten  Pankte  m,  welehai 
* 


Digiti.^.  ■ ; y Google 


399 


r-i-dr  angefaSrt,  fort,  Mnd  projizirt  diesen  Weg  tnm  auf  die  Rieh* 

2 

tungen  der  beiden  rechtwinkligen  Koordinatenaxen;  so  erhält  man 
für  diese  Projektiopen  und  indem  mau  berücksichtigt, 
dass  7 konstant  ist,  und  indem  man  aus  den  Entwickelungen  von 


8r* 

1.2 


U.  8.  W. 


iVk=^  Sr  + ^ - j^2+  u.  8.  w. 


nur  das  erste  Glied  nimmt,  welches,  so  lange  der  darin  vorkom- 
mende  erste  Üifferenzialkoeflizient  irgend  einen  von  Null  verschie- 
denen Werth  besitzt,  alle  übrigen  Glieder  bei  genügender  Klein- 
heit von  Sr  überwiegt, 

8/i 

■^.8r = [«cos  + 2ar  cos  (a-f-29)  -|-3rtr*cos  (« -f  87)  .. 

or  . I i « 2 y 8 

..  -|-  co«(«7)]Sr  ...  (8) 

^ .8r  = [osin  («-fy)  -f  ‘2«rsin  (a-f-27>)  -f  3or*sin(«-|-37)  -f ... 

..  -f  nr"~*sin  (n7)]0r ...  (9) 


Bei  dem  Liebergange  eines  Punktes  m der  Kurve  ACi  zu 
dem  korrespondirenden  Punkte  n der  Kurve  Aci , welchen  beiden 
Punkten  Ein  und  derselbe  Werth  von  r angehürt,  erhält  man  für 
die  rechtwinkligen  Projektionen  des  Weges  mn  in  ähnlicher  Weise 
wie  vorhin,  inoeiti  man  beachtet,  dass  hierfür  r konstant  ist. 


^ . 87=  — [«r  sin  («-L7)-L2ar*sin(«427)-|-3ar®sin{«-|-39)-|-... 

ey  : I » a 's  * 

...  -f  «r"sin  (n7)]87 ...  (10) 

5^.37  = [«r  cos  (a-p  7)  -|-2«r®cos  («■|-27)-|-3ar*co8(a-f-37)-f  ... 

07  1 1 a 3 a 3 

...-|-nr"cos(»t7)]87...  (11) 

Aus  den  letzten  vier  Gleichungen  folgen  die  beiden  wichtigen 
allgemeinen  Beziehungen 


(12) 


34 

»• 


.(13) 


, Soll  nun  die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  erfüllt  sein, 
also  der  Durchschnittspunkt  m der  beiden  Kurven  bei  der  Be- 
wegung der  Kurve  ACi  in  die  Lage  Aci  gar  keine  Verrük- 
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kung  erllttenhaben(Taf.XIl.Fig.6.);  bo  muss  offenbar  ffirdiesenPoiikt 
^•=0  und  1^  = 0 (14) 

und  demnach  wegen  (12)  und  (13),  wenn  nicht  etwa  r=0  ist,  «ras 
bloss  dem  gemeinschaftlichen  Anfangspunkte  A aller  Kurven  ent- 
sprechen wOrde, 


^=0  und  %=0 (15) 


sein. 

Soll  jedoch*  die  zweite  jener  beiden  Bedingungen  sich  erfiil- 
len,  also  ein  Punkt  der  Kurve  jlCi  wie  m inTaf.XÜ.  Fig.  7.,  durchdes 

2 

üehergang  des  ihm  zugehörigen  r in  r-|-8r  nach  demselben  Orte 
m dieser  Kurve  gelangen,  nach  welchem  derselbe  durch  den  Oe- 
bergang  von  9 in  oder  durch  die  Be«vegung  der  Kurve  ACi 

in  die  Lage  .(4c|  gelangt;  so  muss  für  einen  solchen  Punkt  offenbar 


SA_0/i  . 

js  — ^ und  ^ 

0(p  CT  o(p  er 


(16)  • 


P/* 

sein.  Substituirt  man  hierin  f*'*' ^ .und  ihre  aus  (12)  und  (13) 

sich  ergebenden  Werthe;  so  führen  die  Formeln  (16)  auf  die  Be- 
dingungen 


^ 

89 


M „ud  , 


.(17) 


oder  wenn  man  in  (16)  för  und  ihre  Werthe  aus  (12)  und 
(13)  setzt,  auf  die  Bedingungen 

Sr' Sr'  ST=  IF ■ 


Diese  Forderungen  aus  (17)  und  (18)  kommen  immer,  selbst  wenn 
r=0  ist,  also  auch  für  den  gemeinschaftlichen  Anfangspunkt  A 
aller  Kurven,  auf 

|^*=0  und  |i=0 (19) 

-^=0  und  ^ = 0 (20) 

hinaus.  Diese  letzteren  Forderungen  enthalten  übrigens  schon 
einen  Widerspruch  gegen  die  Voraussetzung,  da,  wenn  dieselben 
'erfüllt  sind,  der  Punkt  m überhaupt  gar  keine  Bewegung  ge* 
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macht  h^en  kann,  woraus 'folgt,  dass  ein  Fortscbiebeo  etees 
solchen  Punktes  bei  dem  Uebergange  der  Kurve  AC^  in  die 
Kurve  Ae,  in  der  Ricbtnng  der  ersteren  Kurve  A^  un* 
mSglich  ist,  und  dass  man  die  Untersucbnng  auf  die  Voraus- 
setzung der  durch  Taf.  Xll.Fig.6.  dargestellten  ersten  Bedingung  zu  be> 
scbränkeu  hat,  deren  analytischer  Ausdruck,  wennicht  r=0,  also 
wenn  es  sich  nicht  um  den  Anfangspunkt  A handelt,  durch  eben 
dieselben  Formeln  gegeben  ist 

Nun  . hat  man  aber  zu  erwägen,  dass  wenn  die  ersten  Diffe- 
renzialkoeflSzieoten  von  und  sowohl  fOr  9>,  wie  für  r gleich 
null  sein  missen,  was  in  jeder  Weisg  unerlässlich  ist, : das^  erste 
Glied  in  der  Reibenentwickelung  för  und  sowohl  in  Be* 
Ziehung  zu  <p,  wie  zu  r gänzlich  verschwindet,  und  demzufolge 
nicht  mehr  die  fibrigen  Gli^eder  dergestalt  fiberwiegen  kann,  dass 
man  dieselben,  gegen  jenes  enste  Glied  vernachlässigen  dürfte^  Es 
kommt  aber,  damit  die  erste  der  beiden  obigea  Bedingungen  err 
Rillt  werde,  streng  darauf  an,  dass 

, ^V-Sy=0  ung^.8»=0..:(21) 

I.  . . I 

werde,  und  damit  die  zweite  Bediiignng  erfiillt  werde,  dass 

iii  I > y ' •! 

= .„d  ^.8,=.^*.8r.....(22) 

- . ,t  . . , - ft* 

seL  Dies  führt  nun  zuvörderst  zu  den  vorstehend  entwickelten 
Forderungen,  wonach  die  ersten  Differenzialkoeffizienteh  gleich 
null  werden  müssen,  unter  solchen  Umständen  aber  weiter  zu  der 
Forderung,  dass  auch  die  zweiten  Differenzialkoeffizienten  gleich 
null  werden  müssen,  dann  aber  auch,  dass  die  dritten,  vierten 
und  alle  folgenden  Differenzialkoeffizienten  verschwinden  müss- 
ten. Letztetes  ist  aber  unmöglich,  da  die  nten  Differenzlalko- 
effizienten  in  Beziehung  zu  r,  nämlich 


= 1 .2.3 l)n  cos  («») (23) 

1.2.3....  (n—l)nsintM9) (24) 


Grössen  sind,  welche  für  keinen  Werth  von  r und  9 gleichzei- 
tig gleich  niiU  werden  können. 


Es  ist  also  schlechterdings  u n mö  gli  ch,  dass  zwei  benachbarte 
Kurven,  wie  AC,  und  Ac,,  einen  Punkt  m miteinander  gemein  ba> 
ben  können,  mit  Ausnahme  des  Anfangspunktes  A,  für  welchen 
die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  dadurch  realisirt  wird, 
dass  r=0  ist,  wodurch  denn  auch  vermöge  der  Beziehungen  (If) 

und  (13) 


:0  und  ^ = 0,  und  fiberhaupt,  wie  leicht  zu  zeigen. 
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^^=0  nml  ^^-=0,  nicht  aber  ^^=0  und  arich  nicht  ^^=0 

wird.i  Noch  viel  weniger  können  sich  zwei  benachbarte  Kirrren 
in  einem  korrespondireiiden  Funkte  berühren,  da  dies  das  Za- 
sanimenfaUen  sogar  von  zwei  Paaren  solcher  Punkte  rar- 
auseetzen  würde. 

Hieraus  foi^t  die  Richtigkeit  der  früheren  Behauptung,,  dass 
die  Kurve  Act  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf  Ein  und  derselben 
Belte  von  /fC'i  liegen  muss,  und  ferner,  dass  die  ganze  Bewegung 
dieser  Kurve  bei  iWgesetztem  Wachsen  von  9 stets  in  defusei* 
ben  Sinne  herum  erfolgen  muss,  weil  ja  ein  Rückwärtsscitr«- 
ten  nothwendig  den  Durchschnitt  mit  unendlich  benachbartai 
Kurven  oder  wenigstens  eine  Berührung  in  korrespondirendeo 
Punkten  zur  Folge  haben  müsste,  auch  hat  man  gesehen,  dass 
bei  dieser  Bewegung  kein  Punkt  der  Kurve  AC\  längs  ihrer 
eigenen  Richtung  oder  Tangente  fortzusch  rei  teo 
vermag. 

Nun  ist  klar,  dass  die  Kurve  ACi  sich  selbst  durchschneiden 
kann,  indem  sie  wie  inTaf.XII.Fig.S.  eine  Schlinge  bildet.  DieserFall 
tritt  ein,  wenn  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  r bei  demselbeo 
Werthe  von  9 sowohl  die  Fuuktitm  fi,  wie  dieselben  Werthe 
annimmt.  Alsdann  wird  auch  die  Kurve  Act  sich  selbst  und  die 
ACi  durchschneiden;  allein  es  leuchtet  ein,  dass  ein  solcher 
Durchschnitt  der  beiden  unendlich  benachbarten  Kurven  mit  dem 
vorstehend  betrachteten  in  keinerlei  Beziehung  steht,  da  es  nicht 
dieselben  oder  unendlich  benachbarte  Punkte  aus  beiden  Kurven 
sind,  welche  in  einem  .solchen  Durchschnitte  zusammenfallen,  son- 
dern dass  der  Punkt,  welcher  aus  der  Kurve  ACi  bei  deren  Se- 
w^ung  in  die  Lage  Ac^  mit  dieser  letzteren  Kurve  zussmmen- 
trift,  aus  dem  sich  zurückwindenden  Zweige  herstammt  und  In 
der  Richtung  der  Kurve  gemessen  in  einer  endlichen  Entferngag 
von  dem  Durchschnittspunkte  liegt,  sodass  hier  .weder  ein  Still- 
stand, noch  ein  Verrücken  des  fraglichen  Punktes  in  der  Richtung 
der  an  ihn  gelegten  Tangente  stattfindet. 

Solche  Schlingen  sind  aber  für  das  Folgonde  von  einer  ande- 
ren grossen  Wichtigkeit.  Nachdem  Vorstehenden  müssen,  wenn 
die  Kurve  /4C|(Tai.  XII.  Fig.  8.)  durch  die  Beweine  des  Punktes 
Ci  nach  nachC,,  C3...  hinüber  in  der  Lage  .d Cg  eine  Schlinge  bildet 
(was  übrigens  nicht  unbedingt  zu  geschehen  braucht),  die  nachfol- 
genden l^rven  wiederum  Schlingen  bilden,  wie  rlCs.  Die  Schlinge 
zieht  sich  immer  enger  zusammen,  und  reduzirt  sich  zuletzt  auf 
einen  Punkt  D,  woselbst  die  betreffende  Kurve  .ilDC«  eine  tan- 
gential widerkehrende  Spitze  bildet.  Die  darauf  folgenden 
Kurven  bewegen  sich,  wie  AC^  weiter  und  es  kann  auch  die  un- 
mittelbar auf  .<^^4  folgende  ln  der  Nachbarschaft  des  Punktes  Xl 
weder  eine , ähnii che  Spitze,  noch  eine  jenseit  /)  Bo- 
gen de  Schlinge  bilden.  Wenn  bei  .umgekehrter  Bew^nng, 
ek>e  Kurve  wie  AC^  in  eine  Kurve  wie  AJjC^  mit  einer  Spitze 
übergeht;  so  muss  die  dann  zunächst  folgende  Kurve  wie  ACt 
eiae  Schlinge  bilden,  welche  um  den  Punkt  D heran 
eht  und  kann  diese  Schlinge  weder  innerhalb  der  Spitze 
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' />  7.vri«dien  den  Schenkeln  AD  nni  DC^  liegen,  i noch  auch 
reihst  eine  der  D ähnliche  Spitze  sein. 

“ Diese  Behauptungen  bedürfen,  abgesehen  von  der  allgemei- 
nen Bewegung  der  ganzen  Kurve,  welche  aus  dem  Vorstehenden 
mit  Nothweiidigkeit  felgt,  noch  eines  strengeren  Nachweises  hin- 
sichtlich der  Gestalten  in  unmittelbarer  Nähe  des  Punktes  D. 

Dass  wenn  zufolge  des  obigen  Bewegungsprinzips /dC]  in  die 
Lage  ACg  oder  umgekehrt  ACg  in  die  Lage  ACi  kommen  soll, 
irgendwo  eine  Kurve  ADCt^  mit  einer  Spitze  D entstehen  muss, 
ist  klar.  Dass  die  beiden  Schenkel  dieser  Kurve  bei  D eine  ge- 
meinschaftliche Tangente  besitzen  müssen,  erhellet  aus  der  For- 
mel (4)  für  die  goniometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  ß 
dieser  Berfihruugslinie  gegen  die  Abszissenaxe.  'Ber  Ausdruck 

% 


kann  nach  der  Natur  der  Funktionen  und  für  ein  hestimnites 
r und  4f,  also  für  einen  bestimmten  Pankt  D,  immer  nur  einen 

ei  n zi  gen  Werth  annehmen.  Selbst  wenn  derselbe  sich  für  ^ =0 

9/"  0 

und  -^^0  in  der  Form  y darstellen  sollte,  wird  man  durch  fort- 
gesetzte Differenziation  des  Zählers  und  Nenners  endlich  auf  einen 

' 3»/, 

bestimmten  Ausdruck  für  tang/3  kommen,  weil  schliesslich 

und  nach  Gl.  (2.1)  und  (?4)  jenen  Ausdruck  nicht  mehr  unbe- 
stimmt lassen  können. 


Für  eine  solche  Spitze  muss  aber  ferner  der  erste  Differen- 
zialkoeffizient von  fl  und  in  Beziehung  zu  r den  Werth  null, 
dagegen  der  zweite  einen  von  null  verschiedenen  Werth  besitzen, 
weil  ja  von  jener  Spitze  aus  sowohl  eine  Vermehrung,  wie  eine 
Verminderung  des  iietreffenden  Werthes  von  r um  die  unendlich 
kleine  Grösse  dr  dieselbe  Veränderung  in  den  Punktionen  fi  und 
fv,  welche  die  Koordinaten  von  D sind,  bis  auf  relativ  unendlich 
kleine  Differenzen  bervorbringen  muss.  W.äre  zufällig  für  einen 
solchen  Werth  von  r der  zweite  Differenzialkoeflizient  von  /i  oder 
/'s  gleich  null;  so  müsste  es  auch  der  dritte  sein,  und  man  müsste 
für  den  vierten  einen  bestimmten  Werth  erhalten.  Es  ist  übrigens 
iinroügliefa,  dass  alle  höheren  Differenziulkoeffizienten  in  Beziehung 
zu  r gleich  null  würden.  Für  die  Spitze  D hat  man  also 


0®/*  9*^/* 

dagegen  muss  sowohl  "ie  irgend 

Werth  habeii. 


einen  bestimmten 
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Bezeichnet  man  mit  fx  und  fJ  die  Wertbe  der  FiinktioMB  ^ 
fl  und  A (lir  den  enteprechenden  Punkt  in  der  unendlich  benacb- 
barteii  Kurve,  für  welchen  man  r und  9>-f  atatt  r und  <f  hat; 
eo  ist 


+ 


^ dr 


oder,  wie  man  aus  den  Gleichungen  (8)  und  (9)  leicht  findet,  weno 
man  dieselben  in  Beziehung  zu  <f  differenziirt. 


(25) 

(26) . 


fß‘f  ß*/ 

Da  nun  ^ und  den  Werth  null,  dagegen  und 

einen  von  null  verschiedenen  Werth  haben  müssen;  so  folgt,  dass 
die  Ausdrücke 


?4'_ 

dr 


(27) 


dr 


.(28) 


nicht  gleich  null  sind,  dass  sich  also  auch  io  der  benachharteo 
Kurve  keine  Spitze  bilden  kann.  Man  erkennt  dies  noch 
deutlicher  in  der  Reihenentwicklung  für  die  ganzen  Differenzeo 
Ä/i.  AA'.  A/a'.  Diese  ergibt  unter  Berücksichtigung  der 

vorstehenden  beiden  Formeln  und  indem  man  die  ersten  in  -5- 


und  multiplizirten  Glieder,  welche  gleich  null  sind,  sofort  ud- 
terdrückt,  *' 


_d%  Sr*  . 

A/i  — 0rä  i.2  + 8r»  ’ 1.2.3 


(29) 


^^—dr*‘  1.2  or*  1.2  3 


(30) 
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A/,'= 

AA'= 


_ . SVi:  4.  rtu 

^ ar*  1.2+  0r»  12.3+ 


g^aS^Pör+  g^a  J 2 + ft.a  ]..2.3 


(32) 


Das  erste  Glied  von  A/i’  wnd  A/a'>  "elclies  bei  genügender 
Kleinheit  von  Sr  alle  übrigen  überwiegt,  kann,  da  8^  von  Sr  ganz 
unabhängig  ist  und  unendlich  vielmal  grösser  als  Sr  gedacht  wer- 
den darl,  unendlich  vielnial  grösser  gemacht  werden,  als  das  erste 
Glied  von  ^/j  und  w oraus  der  obige  Schluss,  dass  die  Nach- 
barkurve nicht  auch  eine  Suitze  haben  kann,  .sich  ergibt.  Nach 

(29)  und  (30)  ist  jetzt,  wo^=0  und  -^=0  ist,  , 

■ a% 

tang  ^ = ^5^  . ...  (33) . 

Sr* 


Bezeichnet  man  nun  den  Neigungswinkel  der  Tangente  für  den 
Punkt  der  Nachbarkurve,  welcher  der  Spitze  D in  der  ersten 
Kurve  entspricht,  gegen  die  positive  reelle  Axe  mit  jS';  so  hat 
man  wegen  (31)  und  (32) 

SYi 

Sr^ 

tang^'=— g^-  = — cotjS  ....(34), 


wobei  noch  sinj3'  das  Zeichen  von 
— 8<fSr  hat.  Es  ist  also 


0Y, 

6r‘-* 


StpSr  und  cosjS'  das 


von 


/S'  = ^+|  (36). 


Hieraus  folgt,  dass  die  Tangente  an  dem  korrespondirenden  Punkte 
der  Nachbarkurve  perpendikulär  gerichtet  ist  gegen  die  Tan- 
gente an  der  Spitze  D der  ersten  Kurve.  Dies  beweist  nicht 
bloss  die  Unmöglichkeit  einer  Spitze  in  der  Nachbarkurve,  son- 
dern auch  die  Unmöglichkeit,  dass  die  Nacbbarkurve  eine  ganz 
und  gar  vor  oder  ganz  und  gar  hinter  der  Spitze  D liegende 
Schlinge  zu  besitzen  vermag,  da  dies,  wenn  man  Sr  klein  genug 
denkt,  bei  der  normalen  Richtung  der  Nachbarkurve,  nothwendig 
zu  einer  der  früher  betrachteten  unstatthaften  Durchschnei- 
dung beider  Kurven  in  der  Nähe  der  Spitze  führen  müsste.  Die, 
Nacbbarkurve  kann  also  nur  nach  Art  derTaf.XIl.Fig.8.  eineSchlinge 
um  die  S p i tz e />  herum  wie  AC3,  oder  eine  vor  der  Spitze 
vorbeiziehende  Kurve  ohne  alle  Diirchscbneidung  w- 
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ACf  bilden,  was  durch  das  Nachfolgende  nodi  in  ein  heileres 
Licht  gesetzt  wird. 

fC 

Es  ist  nämlich  wichtig,  zu  bemerken,  dass  ß'=ß-i-2 

7t 

nicht  =ß — .j  ist,  dass  also,  wenn  man,  vom  Anfangspankte  .f 

aller  Kurven  kommend,  über  die  ^itze  I)  der  Kurve  APC4  hin* 
aus  in  der  Kiehtung  des  ersten  Elementes  des  Schenkels  D(^ 
für  weiches  das  r der  Spitze  iu  r-f  dr  und  nicht  in  r—Sr  übergebt, 
fortscfareitet,  aus  dieser  Richtung  die  Hichtung  des  korrespondi* 
renden  Elementes  der  benachbarten  durch  den  Uebergang  von  • 
in  und  nicht  in  9 — 89  erzeugten  Kurve  AC^  erhalten  witil, 

indem  man  nach  der  Seite  der  positiven  Drehung  den  Win- 
kel ß um  einen  rechten  vergrüssert.  Unter  Beachtung  die- 
ses Umstandes,  und  wenn  mau  erviägt,  wie  die  Zeichen  von 
sinß'  und  cosß'  sowohl  für  — 89  statt  -I-89  als  auch  für  — 8r  statt 
-f8r  m die  entgegengesetzten  verwandelt  werden,  ergibt  sich  folgen- 
des-Gesetz.  Wenn  sich,  wie  beiD  iiiTaf.XII.  Fig.  8.,  eine  S.pnze 
dergestalt  bildet,  dass  man,  von  A kommend,  den  widerkehren- 
den Schenkel  D64  zur  Rechten  bat;  so  muss  dieselbe  bei  der 
nächsten  Bewegung  der  Kurve,  also  für  9 -§-89.  in  eine  vor  der 
Spitze  vorbeiziehende  Kurve  AC^  übergeben,  und  en 
muss  ihr  für  9—89  eine  Schlinge  vurangegangen  sein, 
welche,  je  weiter  man  in  der  Bewegung  der  Kurven  zurücksiebt, 
eine  immer  grössere  Oeffnung  gebildet  haben  and  demnach  'an- 
fänglich über  den  Punkt  A bereingesch ritten  sein  muss, 
wie  dies  die  Bewegung  dev  Kurven  AC^,  AC^,  AC3,  AC4,  AQ, 
A 6g  iiiTaf.  XII.  Pig.8.  darsteiit.  Es  ist  auch  klar,  dass  eine  über.^  nereio- 
schreitende  Scliliiige  ACn  sich  immer  enger  zusammenzieht,  sodass 
von  ihrem  Umfange  Kein  Punkt  der  Koordinatenebene  getroffen 
werden  kann,  welcher  nicht  innerhalb  der  durch  .d  gehenden  grüß- 
ten Schlingenöffnuiig  liegt,  und  dass  sich  eine  solche  Schlinge  aa- 
letzt  durch  einen  Uebergang  durch  eine  ^>itze  ganz  aufr8B'’t, 
indem  dann  alle  ferneren  Kurven  vor  dem  Spitzenpunkte  D vorbei- 
ziehen. Ein  jeder  in  der  genannten  grösstea  SeMingenöffbone 
liegende  Punkt  wird  bei  dieser  Bewegung  Einmal  von  den  sieb 
zusammenziehenden  Theilen  und  dann  noch  Einmal  von  den 
sich  wieder  ausdehnenden  Theilen  der  Kurve  getroffen  werden. 
Bei  denjenigen  Punkten  der  Koordinatenebene,  durch  welche  der 
Kreuzpunkt  der  Schlinge  sich  bewegt,  erfolgt  der  Durchgang 
jener  beiden  Kurvcntheile  mit  Einem  Male,  so  dass  auch  diese 
Punkte  stets  zweimal  von  der  Kurve  getroffen  w-erden.  Zn  den 
letzteren  Punkten  gehört  ebenfalls  der  Spitzenpunkt  D selbst, 
bei  welchem  sich  der  Umfang  der  Schlinge  aiifmdl  reduzirt.  Oie 
Bewegung  der  Kurve  ist  aber  stets  so,  dass  sich  der  in  der  Spitze 
D liegende  Punkt  der  Koordinatenebene  hei  fortgesetzter  Bewe- 
gung der  Kurve  in  den  spitzen  Winkel  ADt\  hiiieinzieht,  aloe 
immer  den  Kreuzpunkt  der  im  Verschwinden  begriffenen  Schlinge, 
mithin  zwei  Kurvenschenkel  auf  Ei  n mal  durcbschneidet.  Mmi 
weiss  auch  aus  dem  Früheren,  das.s  kein  Punkt  der  sich  bewegm- 
den  Kurve  an  einem  Punkte  der  Koordinatenebene  tangential  zor 
Richtui^  der  Kurve  vorüberrücken  kann,  dass  also  jeder  Punkt 
dieser  Ebene,  der  überhanpt  von  der  Bewegung  der  Kurve  getrof- 
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ien  wird,  dieselbe  u nzweidentig  dnrchschneidet  oder  so* 
fort  auf  die  entgegengesetzte  Seite  der  Kutve  tritt.  Cnterscbei- 
det  man  an  der  fragHeben  Kuirc,  indem  man  dieselbe  vom  Anfangs- 
punkte A her  durchläuft,  eine  liidte  und  eine  rechte  Seite ; so  ist 
es  die  linke,  welche  in  allen  Fällen  bei  der  positiven  Bewegung 
der  Kurve  nach  der  Gegend  der  darauf  errichteten  Normalen  vor- 
rOckt  und  die  Punkte  der  Koordinatenebene  zuerst  aufnimnit. 
Diese  Seite  der  Kurve  ist  in  Taf.  XU.  Fig.  8.  zu  grösserer  Deutlich* 
keit  mit  Punkten  besetzt. 

Nennen  wir  eine  Figur  wie  ACi  oder  AC^  ohne  Schlinge  oder 
^itze  die  normale  Gestalt  der  Kurve,  und  eine  Rotation  dieser 
Kurve  um  den  Punkt  A,  bei  welcher  sich  ebenfalls  keine  Schlingg 
oder  Spitze  einstellt,  eine  normale  Bewegung;  so  leuchtet  ein, 
dass  zwei  normale  Umwälzungen  dazugehören,  damit  ein 
Punkt  wie  O zwei  Mal  von  jener  Kurve  getroffen  werde,  inso-> 
fern  die  Kurve  am  Ende  der  zweiten  Umwälzung  genau  wieder 
in  die  anfängliche  Lage  kommen  soll.  Ist  jener  Punkt  O jedoch 
hei  der  inTat.XII.Fig.k  dargestellten Gestaltveränderung  vermittelst 
der  Bildung  und  VViederauflösuiig  einer  von  A hereinschreitendeb 
Schlinge  schon  im  Antange  der  ersten  Umwälzung  zwei  Mal  geJ 
troffen ; so  hat  er  eine  solche  Lage  gegen  die  Kurve  bekommen,  dass  oie* 
selbe,  wennsie  nun  sukzessive  und  im  Verlaufe  von  zwei  ganzen  Umwäl- 
zungen indienormaleForm  und  Lage  der  Kurve  A(\  öbergeht,  wäh- 
rend der  ganzen  an  zwei  vollständigen  Umwälzungen  noch  fehlen- 
den Bewegung,  jenen  Punkt  O nicht  wieder  treffen  kann , sodass 
also  auf  dm  Fine,  wie  auf  die  andere  Weise  jener  Punkt  während 
zweier  Umwälzungen  der  Kurve  nur  zwei  Mal'  getroffen  wird.  Bel 
der  normalen  Bewegung  erfolgt  dies  Treffen  in  grösseren  Zwi- 
schenräumen oder  für  weiter  aus  einander  liegende  Werthe  des 
Winkels  7;  bei  der  abnormen  Bewegung  jedoch  für  näher  zusam* 
meniiegende  Werthe  von  <f.  Ein  Punkt  der  Ebene,  welcher  bei 
der  letzteren  Bewegung  von  dem  Kreuzpunkte  einer  Schlinge 
getroffen  wird,  entspricht  dem  Falle,  dass  während  jener  zwei 
Umwälzungen  für  Ein  und  denselben  Werth  von  if  zwei 
Durchschnitte  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  r au  zwei 
verschiedenen  Stellen  derselben  Kurve  erfolgen.  Ist  der  letztge- 
dachte Punkt  der  Spitzenpunkt  D;  so  ist  dies  der  Fall,  wo 
der  zweimalige  Durchschnitt  für  Ein  und  denselben  Werth 
.von  (p  uimI  Ein  und  denselben  Werth  von  r erfolgt,  wo  also, 
wenn  I)  der  Nullpankt  ist,  die  gegebene  Gleichung  zWei  voll- 

kommen  gleiche  Wurzeln  .r  oder  re^  besitzt.  Dass 
die  Begegnung  des  Spitzenpunktes  D einem  zweimaligen 
Durchschnitte  der  Kurve  entspricht,  erkennt  man  sowohl  daran, 
wenn  man  denselben  als  Kreuzpunkt  einer  unendlich  kleinen 
Schlinge  auffasst  und  die  nothwendige  Bewegung  dieser  Kreaz- 

tiunkte  von  A über  D hinaus  ins  Auge  fasst,  wie  es  bereits  vor- 
lin  geschehen,  wie  auch  daran,  wenn  man  denselben  wie  den  dem 
Kreuzpunkte  der  Schlinge  diametral  gegenüberliegenden  Punkt  im 
Umfange  dieser  Schlinge  auffasst  und  berücksichtigt,  dass  dieser 
Umfang,  so  lange  die  Oeffiuing  der  Schlinge  noch  endliche  Di- 
mensionen bat,  gegen  den  Punkt  D vorschreitet,  und  denselben 
also  das  erste  Mal  bei  der  hingängigen  Bewegung  mit  der 
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panktirten  S^te  tiifft,  dass  dann  aber  die  aus  fder  Schlinge  ent- 
stehende  Kurve  mit  ^rückgängiger  Bewegung  und  stets  mit 
der  panktirten  Seite  voran  an  den  Punkt  D zum  zweiten  Maie  triSL 

Wenn  sich  irgendwo,  wie  hei  DinTaf.  XII.Fig.9.  eine  Spitze  der- 
gestalt bildet,. dass  mau  von  A kommend,  den  widerkehrenden 
Schenkel  D(\  zur  Linken  hat;  so  muss  dieselbe  unter  Berück- 
sichtigung der  Werthe  für  tang^',  sind',  cos/3'  bei  der  nächsten 
Bewegung  der  Kurve  in  positiver  Richtung,  also  für  ip  -\-Stp  in 
eine  Schlinge  AC^  übergehen,  und  es  muss  ihr  für  g> — dtp 
eine  vor  der  Spitze  vorbeizi  eh  ende  Kurve  AC^  voran- 
gegangen sein.  Die  entstehende  Schlinge  muss  sich  nun  bei 
positiver  Bewegung  immer  mehr  erweitern  und  zuletzt  dadurch 
auflüsen,  dass  sie  den  Anfangspunkt  A passirt  und  darauf  die 
Gestalt  AC^  annimnit.  Die  stets  voranscnreitende  linke  Seite 
der  Kurve  ist  auch  in  Taf.  XII.  Fig.  9.  mit  Punkten  besetzt.  Hier- 
durch erkennt  man  leicht,  dass  wenn  bei  dieser|Bewegung  der  Kurve 
ACi  ein  Punkt  der  Knordinatenebene,  wie  etwa  O,  zwei  Mai 
getroffen  ist,  die  Kurve,  welche  den  letzten  Durchgang  bewirkt 
hat,  in  eine  solche  Lage  gekommen  ist,  dass  sic  bei  normaler 
Formveränderung  zwei  ganze  Umwälzungen  vollenden  müsste,  um 
wieder  in  die  Lage  ACi  zu  kommen,  ohoo  bei  diesen  Uinwälzuo- 
gen  den  Punkt  0 wieder  zu  treffen.  Die  Kreuzungspunkte 
der  Schlingen  und  der  Spitzenpunkt  D spielen  hierbei  dieselbe 
Rolle  von  Doppelpunkte  n,  wie  inTaf-XiLhig.  8.,  indem  ein  solcher 
Kreuzungspunkt  zwei  verschiedenen  Werthen  von  r für  denselben 
Werth  von  tp,  und  der  Spitzenpunkt  Z>  zweimal  demselben  Werthe 
von  r für  denselben  Werth  von  q>  entspricht.  , 

Nach  Vorstehendem  können  nur  die  links  herum  sich  wen- 
denden Krümmungen  der  Kurve  unmittelbar  zu  einer  Schlinge 
führen,  während  die  rechts  herumlaufenden  Biegungen  bei  den 
näch>^ten  Bewegungen  sich  zu  verlieren  streben.  Es  ist  zwar  nicht 
nöthig,  dass  jede  Krümmung  der  ersteren  Art  an  jeder  Stelle  der 
Kurve  eine  Schlinge  nach  sich  ziehe;  erwägt  man  aber,  dass  die 
Tangente  des  unendlich  entfernten  Knrventheiles  (Gl.  5.)  eine 
raschere  Winkelbewegung  links  herum  besitzt,  als  die  Tangente 
des  Anfangspunktes  A (Gl.  5“),  und  dass,  wenn  in  der  gegensei- 
tigen Beziehung  zwischen  den  Tangenten  dieser  beiden  äusser- 
sten  Kurvenenden  das  Verhältniss  einer  Biegung  nach  der  linken 
Seite  besteht,  der  Neigungswinkel  nq>  der  ersteren  Tangente 
schon  grösser  ist,  als  der  Winkel  a -{-  mtp  der  letzteren,  dass  man 

m 

alsdann  also  nq>^a-\-7nip  habe;  so  folgt,  dass  diese  Differenz 

m 

durch  die  positive  Bewegung  der  Kurve  immer  erheblicher  werden 
und  zuletzt  jedenfalls  zu  einer  Schlinge  führen  muss,  welche  dann 
bei  ihrer  Auflösung  das  bis  dahin  bestandene  Verbältiiiss . der 
Wendung  nach  links  in  das  entgegengesetzte  einer  Wendung  nach 
rechts  verwandelt,  iiir  welches  Letztere  man  ng>  < o mtp  hat,  und 

»I 

welches  sich  daher  durch  die  positive  Bewegung  der  Kurve  all* 
mählig  ausgleicht.  Da  nur  dann,  wenn  Gl.  (1)  eine  binomische 
ist,  n~m,  sonst  aber  immer  n > m ist ; so  folgt,  dass  es  bei  einer 
binomischen  Gleichung  niemals  eine  Schlinge  gehen  kann , dass 
es  aber  bei  jeder  anderen  (ileichung  stets  Schlingenbildungen 
geben  muss. 


DK, 


409 


Wenn  man  bei  der  Schiingenbildang  nach  Taf.  XII.Fig.  8.  oder  Fip.  9. 
einen  Punkt  der  Koordinatenebene  be' rächtet,  welcher  wegen  seiner 
Liage  gegen  die  Aussenseite  der  Kurve  nur  Ein  Mal  getroffen 
werden  kann,  wie  etwa  der  Punkt  O,  insofern  man  nun  von  der 
Kurve  AC^  ausgeht;  so  findet  man,  dass  die  gleich  auf  die  Durch- 
schneidung folgende  Kurve  AC«  eine  solche  Lage  bekommen  bat, 
dass  bei  normaler  Forniveränderung jetzt  noch  Eine  ganze  Um- 
wälzung erforderlich  wäre,  um  ohne  ferneren  Durchgang  durch 
denselben  Punkt  O wieder  in  eine  der  AC^  ähnliche  Lage  zu 
konamen.  Geht  man  aber  von  derKurveAC}  inTaf.XII.Fig.8.  oderFig. 
9.  ans,  wobei  der  Punkt  O zwei  Mal  getroffen  wird;  so  kann  der 
erste  Durchgang  durch  diesen  Punkt,  welcher  die  Kurve  AC^ 
erzeugt,  wie  der  durch  normale  Bewegung  während  Einer  Um- 
wälzung bewirkte  Durchschnitt  angesehen  werden.  Die  fragliche 
Schlingenbildnng  vermehrt  dann  die  Zahl  der  normalen  Durch- 
gänge während  d^erselben  Umwälzungs- Periode  um  Einen,  bringt 
dadurch  aber  die  Kurve  in  eine  solche  Lage,  dass  nun  bei  der 
zweiten  normalen  Umwälzung  bis  in  die  ursprüngliche  Lage  ACi 
kein  weiterer  Durchschnitt  möglich  sein  würde. 

Nachdem  Eine  solche  Schlingenbildung  vollendet  ist,  oder 
auch  gleichzeitig  mit  derselben , kann  sich  eine  zweite,  dritte  etc. 
entwickeln.  Es  kann  z.  B.,  nachdem  sich  in  Taf.  XII.  Fig.  8.  die  Kurve 
ACy^  in  die  Lage  ACg  bewegt  und  demgemäss  den  Punkt  O gleich 
im  Anfänge  der  ersten  Umwälzung  zw- ei  Mal  getroffen,  und  hier- 
durch gegen  diesen  Punkt  O eine  Lage  erhalten  hat,  welche  der 
Lage  der  Kurve Taf.  XII.F  ig.  0.  gegen  den  Punkt  O ähnfich  ist, 
sich  nach  Art  der  Fig.  0.  eine  zweite  Schlingenbildung  entwickeln, 
vermöge  welcher  aber  der  Punkt  O während  derselben  Umwäl- 
zung nur  noch  Ein  ferneres  Mal  getroffen  werden  kann,  so  dass 
derselbe  nun  im  Laufe  dieser  Penode  im  Ganzen  drei  Mal  er- 
reicbtist.  Die  aufden  dritten  Durchschnitt  folgende  Kurve  A Cg  in  Taf. 
XII.  Fig.  9.  hat  alsdann  aber  eine  solche  Lage  gegen  den  Punkt  O,  dass 
dieselbe,  um  weiter  in  die  Form  der  ursprünglichen  Kurve  ACy 
inTafXll.Fig.8.  zu  kommen,  drei  ganze  nor  maleUmwälzungen 
machen  müsste,  wobei  jener  Punkt  nicht  wieder  zu  erreichen  wäre. 

Solche  zwei  Schlingen  können  auch  ganz  in  einander  fallen, 
indem  Ein  hingehender  Arm  der  Kurve  durch  seine  zwei  Mal  sich 
zurückw  indende  Fortsetzungdurcbschnitten  wird.  Taf.XlI.Fig.lO.  stellt 
dar,  wie  die  spiralförmige  Kurve  ACy  mit  zwei  Umgängen  durch 
ihre  positive  Bewegung  zwei  in  einander  fallende  Schlingen  ACg 
erzeugen  kann.  Beide  Schlingen  sind  über  den  Punkt  A herein- 
geschritten. AC^  sei  diejenige  Kurve,  bei  welcher  die  innere 
Schlinge  die  grösste  durch  A gehende  Oeffnung  besitzt.  Bei 
dem  Zusainmenziehen  dieser  beiden  Schlingen,  welche  sich  im 
Allgemeinen  nach  einander  mittelst  zweier  besonderer  Spitzen 
auftösen,  und  bei  der  alsdann  erfolgenden  Wiederausdehnung  kann 
jeder  in  der  eben  genannten  grössten  Oeffnung  der  inneren  S^linge 
liegende  Punkt  drei  Mal  getroffen  werden.  Die  auf  den  dritten 
Durchgang  folgende  Kurve  hat  alsdann  aber  eine  solche  Lage, 
dass  ebenso  wie  bei  zwei  neben  einander  liegenden  Schlingen 
drei  normale  Umwälzungen  dazugehören,  um  wieder  in  die 
ursprüngliche  Form  AC\  zu  kommen,  wobei  derselbe  Punkt  nicht 
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wieder  erreicht  vverden  kann.  Ein  jeder  KreBMngsponkt  dieser 
beiden  Schlingen  entspricht,  wenn  er  es  sein  sollte,  weicher 
durch  den  Nullpunkt  (jeht , neben  dem  dritten  Durchgang,  dem 
Falle,  dass  es  innerhalb  der  betrachteten  Hewegun^g  drei  Wurzolii 

der  Gleichung  von  der  Form  und  . 

«•ibt , M ovon  zwei  bei  verschiedenen  VVerthen  von  r denselben 
Werth  von  q>  gemein  haben.  Geht  ein  Spitzenpunkt  durch  den 
Nullpunkt;  so  sind  zwei  von  jenen  drei  Wurzeln  ganz  gleich  und 

man  hat  W’enn  die  beiden  Krea- 

zungspunkte  jener  zwei  Schlingen  gleichzeitig  durch  den  Nnll- 
punktgehen;  so  hat  man  drei  Wurzeln 

welchen  Ein  und  derselbe  Werth  von  qs  angehürt.  Fiele  gleich- 
zeitig ein  Spitzenpunkt  und  ein  Kreuzungspiinkt  auf  den  l^llpuakt; 

so  hätte  man  drei  Wurzeln  denen 

der  Winkel  (px  gemeinschaftlich  zukäme,  während  ausserdem  bei 
zweien  auch  noch  die  Model  r gleich  wären.  Es  ist  auch  mög- 
lich, dass  sich  beide  Schlingen  mit  Einem  Male  in  eine  einzige 
Spitze  auflSsen  oder  dass  die  fraglichen  beiden  i^itzen  zusaromeo- 
fallen.  Es  ist  ganz  klar,  dass  der  betreffende  Punkt  der  Koordi- 
nateiiebene  alsdann  bei  jener  Bewegung  zwar  nur  ein  einziges 
Mal  erreicht  werden  kann,  dass  er  aber  bei  dem  Fortsrh reiten 
der  Kurve  einem  dreimaligen  Durchschnitte  an  drei  besonderen 
Schenkeln  dieser  Kurve,  deren  Dimensionen  sich  auf  Null  redn- 
ziren,  entspricht.  Man  hat  alsdann , wenn  diese  Doppelspitze  auf 

den  Nullpunkt  treffen  sollte,  drei  gleiche  Wurzeln 

Tx  , Tx  Umgekehrt  ist  es  aber  auch  immer  noth- 

wendig,  dass  wenn  drei  gleiche  Wurzeln  existiren  sollen,  eine 
Doppelspitze  durch  den  Nullpunkt  gehen  muss , weil  sich  ja  hier 
zugleich  drei  Punkte  der  Kurve  belinden  müssen,  für  deren  jeden 
man  cp  = q)x  und  r=ri  haben  muss,  was  einen  dreimaligen  Durch- 
schnitt derselben  Kurve  an  demselben  Orte  und  in  der  Art  erfor- 
dert, dass  die  zwischen  je  zwei  Durchschnitten  liegenden  Kurveu- 
bügen  auf  einen  einzigen,  jenem  r=rj  angehürigen,  Punkt  redu- 
zirt  sind. 

Ganz  allgemein  ist  nun  klar,  dass  in  Folge  jeder  einzel- 
nen vollkommenen  oder  unvollkommenen  Schlingenbildung  wäh- 
rend einer  gewissen  Reihe  von  Umwälzungsperioden  die  normale 
Anzahl  der  Durchgänge  durch  den  .Nullpunkt  um  Eine n vermehrt 
werden  kann,  dass  dann  aber  hierdurch  Ein  normaler  Durch- 
gang für  die  späteren  Perioden  unmöglich  gemacht  wird  — und 
umgekehrt,  dass  sich  für  jede  Suspension  eines  normalen 
Durchganges  während  einer  ganzen  Rotation  Eine  vollkomraene 
Schlinge  oder  eine  als  unvollkommene  Schlinge  anzusehende 
links  herumgehende  Spiralwioduiig  sich  in  der  Kurve  erzeugt 
oder  eine  rechts  herumgehende  Spiralwindung  sich  anfhebt.  Danun 
nach  n ganzen  Umwmzungeo  die  Kurve  genau  wieder  in  die  nr- 
sprüngiiehe  Lage  zurückkehren  muss;  so  leuchtet  ein,  dass  wäh- 
rend dieser  n Umwälzungen  nicht  mehr  und  nicht  we- 
uiger,  als  n Durchgänge  durch  den  Nullpunkt  erfolgt 
sein  müssen,  dass  also  die  Gleichung  vom  nten  Grade 
stets  n Wurzeln,  und  auch  nicht  mehr  besitzt.  Siod 
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hiernnfer  m Wurzeln,  irelche  denselben  Werth  von  ^ gemein 
haben ; so  geht  Ein  nnd  dieselbe  Kurve  m mal  durch  den  Null- 
punkt oder  es  bewegt  sich  der  gemeinschal'tliche  Kreuzungspunkt 
von  (/n— 1)  Schlingen  durch  diesen  Nullpunkt.  Für  m ganz  gleiche 
Wurzeln  konzentriren  sich  alle  diese  Schlingen  auf  einen  einzigen, 
durch  den  Nullpunkt  gehenden  Spitzenpunkt,  der  dann  die  Bedeu- 
tung eines  rn  fachen  Punktes  besitzt. 

Es  liegt  nicht  in  der  Absicht,  hier  alle  sich  auszeichnenden 
Spezialitäten  näher  zu  untersuchen,  da  die  vorstehenden  allge- 
meinen Gesetze  zur  Erläuterung  aller  hierhergehörigcii  Erscheinun- 
gen ausreichen.  Es  muss  nur  noch  darauf  aufmerksam  gemacht 
werden,  dass  unter  Umständen  die  rotirende  Kurve  für  gewisse 
Werthe  von  tp  sich  in  einer  geraden  Linie  ausstrecken  oder 
sich  so  darin  Zusammenlegen  (cann,  dass  sie  mehrere  Hinundher- 
gänee  darin  bildet.  Eine  solche  besondere  Figur  ändert  Nichts 
an  den  allgemeinen  Prinzipien,  unter  welchen  die  obige  Kurve  be- 
trachtet ist.  Ein  jeder  Punkt  in  solcher  geraden  Linie,  wo  die 
Kurve  in  direkt  entgegengesetzter  Itichtung  zuröckkehrt,  spielt 
die  Rolle  eines  Spitzenpunktes  oder  einer  annullirten  Schlinge. 
Eis  könnten  sich  auch  mehrere  Spitzenpunkte  oder  anniillirte  Schlin- 
gen in  Ein  und  demselben  Punkte  einer  solchen  geradlinigen  Kurve 
vereinigen,  und  die  endlichen  Zweige  dieser  Schlingen  können 
sowohl  nach  derselben,  wie  nach  entgegengesetzten  Seiten  aus 
diesen  Schlingen  heraustreteu.  In  welchen  gegenseitigen  Bezie- 
hungen die  1 heile  einer  solchen  zusainniengefalteten  Kurve  zu 
einander  stehen,  erkennt  man,  wenn  man  den  Werth  des  zugehö- 
rigen <p  um  ein  sehr  kleines  Inkrement  wachsen  oder  ahnehnien 
lässt,  indem  sich  dadurch  jeite  Beziehungen  sofort  in  deutlicher 
Gestalt  entwickeln.  So  kann  sich  z.  B.  die  platt  gedrückte  Kurve 
A l)EV\n'V&f.W\.  Fig.  11.  bei  positiver  Drehung  je  nach  der  Natnrdet 
gegebenenGleichung  wieTaf.Xll.E’ig.12.,  13  ,14. oder  13.  zeigt,  entwik- 
kefii.  Eine  Gestalt  wie  AC^  wird  bei  fortgesetzter  Bewegung 
immer  die  nächste  Folge  davon  sein.  Unmöglich  würde  aber  im- 
mer eine  Entwickelung  nach  Art  der  Taf.  XII.  Fig.  16.  sein , indem  sich 
zwischen  die  Schenkel  der  zweiten  Spitze  niemals  eine  vorn 
abgerundete  Kurve  legen  kann,  sondern  sich  nach  Taf.  Xll.  E'ig.  12.  um 
diese  zweite  Spitze  eine  Sclilinge  erzeugen  müsste,  wenn  ül)er- 
baupt  A/>|£i6\  den  Typus  für  die'  fernere  Bewegung  aligibt. 
Derartige  E'iguren  kommen  vorzugsweise  bei  den  reellen  Wurzeln 
der  Gleichungen  mit  reellen  Koeilizienteu  in  Betracht,  hei  denen 
sich  für  9 = 0 und  (p-=.n  stets  eine  in  gerader  Linie  sich  erstrek- 
kende Kurve  einstellenmuss.  Denkt  mansicii  diederTaf  XIl.Fig.  12. 
entsprechende  rückgängige  Bewegung  der  Kurve;  so  l>Udcn  sich 
dieinTaf.XII.Fig.  17.  nngegebciicii  Gestalten.  Es  erscheint  hierbei  die 
geradlinige  Kurve  ylDECausTaf.  Xll.  E'ig  11  als  ein  Uehergang  der 
Kurve  Aca  au.sTaf.  Xll.  E’ig.  17.  in  die  Kurve.lf'a  aus  Taf.  XII. E'ig.  12., 
wobei  diese  beideiiKurven symmetrische, aber  InBeziehungzur geraden 
Linie /ICentgegengesetzt  liegende  Formen  besitzen.  Bei  diesem  Um- 
schlagen der  Kurven  Ac^  in  AC^  wird  offenbar  in  allen  E'ällen 
jeder  zwischen  A,E  und  jeder  über  D hinaus  liegende  Punkt  der 
Geraden  AC  nur  von  einem  einzigen,  jeder  zwischen  E,D  liegende 
Punkt  aber  von  drei  Schenkeln  der  sich  bewegenden  Kurve  ge- 
troffen. Das  Stück  EI)  der  Geraden  AC,  weiches  schon  von 
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Aci  umschlungen  nurde,  bleibt  nun  auch  in  der  Umschlingung 
der  Kurve  AC^  liegen,  wie  Tal.  XII.  Fig.  18.  darstellt. 

Läge  also  der  Nullpunkt  O zwischen  E und  D und  wäre  AC 
die  Kurve  für  <p=0,  also  ihre  Richtung  die  der  positiven  reellen 
.\xe;  so  gäbe  es  drei  positive  reelle  Wurzeln,  deren  Quan- 
titäten r verschieden  wären.  Läge  der  Nullpunkt  in  Z>;  so  gäbe 
es  zwei  gleiche  und  eine  davon  verschiedene  grössere 
Wurzel.  Läge  derselbe  in  £;  so  gäbe  es  zwei  gleiche  und 
eine  davon  verschiedene  kleinere  Wurzel.  Das  »Stück  DE 
der  Geraden  AC  kann  sich  auf  einen  einzigen  Punkt  reduziren; 
alsdann  existiren,  wenn  der  Nullpunkt  in  diesen  Punkt  hineinfiele, 
drei  gleiche  positive  Wurzeln. 

Angenommen,  es  handele  sich  in  dem  vorstehenden  Falle 
um  eine  Gleichung  dritten  Grades,  welche  ausser  diesen  drei 
Wurzeln  weiter  keine  haben  kann.  Der  geradlinigen  Kurve 
(Taf.  XII.Fig.  18.),  von  welcher  derNullpunIct  dreimal  durchschritten 
wird,  entspricht  der  Werth  03=0.  Um  sich  zu  überzeugen,  dass  es 

2»  2« 

bei  den  drei  nächsten  Umwälzungen,  wodurch  (p=-^  'S"  'S 

=2»  wird,  keinen  weiteren  Durchgang  durch  den  Nullpunkt  gibt, 
beginne  man  die  Bewegung  von  einer  Kurve,  wie  AC^,  welcher 
ein  sehr  kleiner  Werth  von  cp,  also  dcp,  entspricht.  Diese  Kurve 
wird  nach  Obigem  eine  Schlinge  bilden,  in  weicher  der  Nullpunkt 
liegt  Bei  fortgesetzter  Vergrösserung  des  Winkels  <p  erweitert 
sich  diese  Schlinge,  tritt  durch  den  Punkt  A ans,  sodass  alsdann 
die  Kurve  eine  rechts  um  den  Nullpunkt  herumgehende  Spirale 
mit  einer  Windung  darstellt.  Nach  der  ersten  Umwälzung,  also 

för  9)=-^,  ist  diese  Spiralwindung  verschwunden;  die  Kurve  er- 

streckt  sich  in  flacher  Gestalt  von  A nach  der  Seite  C^,  indem 
der  Nullpunkt  noch  an  der  rechten  Seite  derselben  liegt.  In  der 
Mitte  der  zweiten  Umwälzung,  also  für  cp=7t,  streckt  sich  die 
Kurve  wieder  in  der  reellen  Axe,  aber  von  A nach  der  negativen 
Seite  hin  aus,  sodass  hiervon  der  rechts  von  A liegende  Nullpunkt 
nicht  erreicht  werden  kann.  Am  Ende  der  zweiten  Umwälzung, 
Atv 

also  iur  dehnt  sich  die  Kurve  von  A wieder  gegen  (\ 

hin  aus,  aber  nun  liegt  der  Nullpunkt  ihr  zur  Linken.  Gegen  das 
Ende  der  dritten  Umdrehung  bildet  die  Kurve  eine  links  um  den 
Nullpunkt  gehende  Spirale  mit  Einer  Windung,  welche  sich,  je 
näher  q>  an  heran  Kommt,  in  die  durch  AC3  dargestellte  Schlinge 
zusammenzieht.  Beim  Uebergange  von  Ac^  in  die  entgegenge- 
setzte Gestalt  AC3  durch  die  gerade  Linie  AC  wird  nun  mit  Ei- 
nem Schlage  der  Nullpunkt  drei  Mal  getroffen. 

I 

Was  die  Frage  anlangt,  unter  welchen  Umständen  sich  die 
Kurve  in  eine  gerade  Linie  ausstrecken  kann  und  welche  Rich- 
tung diese  Linie  haben  wird;  so  bemerkt  man,  dass  für  diesen 
Fall,  selbst  wenn  in  jener  geraden  Linie  mehrere  Kurventbeite 
von  direkt  entgegengesetzten  Richtungen  liegen,  stets 
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Sß 

8r 

(36) 

08iD(a-|-9))  +2arsin(«+2g))  + 3or*sin  (a-f  39)  nr*~*siD(ny) 

I 1 « 8 3 _3 

acos(a-f  9)  ■f2arco8(a-|-2m)  +3ar*co8(a+39)  +...-|-nr"— ^os(ng)) 

II  a a 8 3 

eine  in  Beziehung  zu  r konstante  Grösse  sein  muss.  Es  könnten 
aber  in  der  ursprflnglicben  Gleichung  die  Koeflizienten  A,  A.. 

einiger  auf  das  bekannte  folgenden  Glieder  null  gewesen  sein. 
Nehmen  wir  daher  das  in  x'"  multiplizirte  Glied  als  das  niedrig- 
ste in  der  gegebenen  Gleichung  vorkommende  mit  x behaftete 
Glied  an,  setzen  also  a,  a,..a  gleich  null;  so  ergibt  die  vor- 
1 B m-l 

stehende  Gleichung,  nachdem  man  Zähler  und  Nenner  auf  der 
rechten  Seite  durch  dividirt  hat,  den  allgemeinen  Ausdruck 

masin(o-f  my)-f-(m-f-l)arsin[o-f  (m-|-l)q()]-|-...-|-nr*~'"sin(n(p) 

tangßr=-2L_"' . 

mflcos(«-f7nqp)-f-(7H-|-l)orcos  [a-|-(fn-|-l)9)]-i-...-fnr"~"cos  (n<p)' 
m m m4-l  m-|-l 

Soll  dieser  Ausdruck  in  Beziehung  zu  r konstant  sein;  so  muss 
derselbe  (indem  man  einmal  r=0  setzt)  den  Werth 

tangjS  = tang(a  -p  m(p) 


haben;  es  muss  also  allgemein 

ß=za-\-mtp  ....  (37) 

m 

sein,  da,  wenn  man  r von  0 bis  00  wachsen  lässt,  sowohl  der 
Zähler,  wie  der  Nenner  des  Bruchs  ffir  tang/3  gleichzeitig  gleich 

0,  also  tang^=Q  werden  kann,  was  anzeigt,  dass  für  diesen  Werth 

von  r die  Kurve  eine  Spitze  besitzt,  in  welcher  ihre  Richtung  in 
die  direkt  entgegengesetzte  umschlägt;  so  müsste  man  eigentlich 

m<p  \kn 

m 


setzen,  worin  für  k eine  beliebige  ganze,  resp.  paare  oder  un- 
paare  Zahl  zu  nehmen  wäre.  Man  wird  jedoch  hiernach  leicht 
die  nachfolgenden  Resultate  ergänzen  können,  wenn  man  darin 
«4- Aff  für  o gesetzt  denkt  bezeichnet  man  der  Kürze  w^en 

m m 

den  Inbegriff  aller  r enthaltenden  Glieder  im  Zähler  von  tang/3  mit 
B and  im  Nenner  mit  C;  so  hat  man 
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taiiu^  = 


maco6(a  + m<p)  -f-  C 

m m 

Bcos(a  + mtf)—  C8in(cc  + m<f) 
tang(a-f  ^ coe(a+ni<p)  + C]" 

m mm 

Damit  nun  dieser  Ausdruck  konstant  gleich  taqg(ani'+*«ip) 
könne,  mu4s  jedes  Glied  des  nach  Potenzen  vonir  geordneten 
Zählers  i ' 

iScos  («4-rny)  — C’sin(« -f- OTy)= 

m m 

(m  + l)  o sin(  a -f-(p— ct).r 

m-f-l  m-fl  m t 

+ (»i+2)  a sin(  a +2^— ...-(-nsin[(M—wi)9) —«]>•-" 

^ flhfft  «4^  171  '}  m 


gleich  null  sein, 
gleichongen; 


Dies  führt  zu  folgenden  (n  — m)  Bedingnngs- 


I) 

o +9  — a = kn, 
m-|-l  m 1 

ti) 

a + ‘igj  — u~  kn , 

/n-ft2  »71  2 

* 

3) 

a -J-  3^  — a~  kn , 

mf  3 m 3 

/ •.  •.!  A 

— 7/1— 

a +(n — r» — Ijqs — a=r:  k n, 

»1—1  m n— m— 1 

n— 

(n — m)ip~~tt=k  n. 

• • ii<  ■« 

17»  n— m 

Hierin  bezeichnen  A,  k k niilkuhrliche  ganze 

1 8 n— 77» 

Zahlen  einschliesslich  der  Null-  Sollten  noch  mehrere  Glieder 
der  gegebenen  Gleichung  zwischen  A x”*  und  a:"  ganz  feb1en> 

»II  ^ J 

also  die  zugehörigen  Werthe  von  a,  z.  B.  a gleich  Null  sein; 

m4r  ‘ 

SO  verschwindet  hierdurch  schon  das  betreffende  Glied  der  84 
eben  aonullirten  Formek  und  es  i^lt  die  rte  der  t vQrste|iepde» 
Bedingungen  ganz  aus.  Man  kann  sich  jedoch,  wenn  a =0  ist, 

m f r 

denken,  diese  rte  Bedingung  sei  jederzeit  reaiisirt.  Die  letzte 
Bedingung  lässt  den  Werth  des  Winkels 

o + /fJt  • ■'  


f=. 


. . (38) 


erkennen,  für  welchen  sich  die  Kurve  in  gerader  Linie  zii.sainuieu' 
legt,  vorausgosetzt , dass  die  übrigen  Bedingungeo 

erfüllet  seien,  welche  jetzt  vermittelst  des  Torstebcitden  Wertbe« 
von  9>  au  den  folgenden  führen ; 
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1) 

2) 

3) 


« ~fl — k n, 

«Hl  V n — m/m  1 n — mn-m 

/ **  \ 2 
a =(  I — — X-  lß-f  Atf— k n, 

rn-f^  \ / m *i  71— ffln— m 


a =fl ^ k n, 

m+3  V W — W/m  3 — Hin— m 


"-"-i)  a =z —1 — o+  k a — ^l — ')  k n. 

n— 1 W — 171  m fl— m— 1 \ 7l““77l/n— m 

Der  Neigungswinkel  dieser  geraden  Linie  gegen  die  positive 
Axe  ist  alsdann  wegen  der  beiden  Gleichungen  (37)  und  (38) 

5=  — ^ «+— — kn (39). 

n—m  m n — tun—m 

Sollte  diese  Linie  auch  durch  den  Nullpunkt  gehen,  also  mit 
der  direkten  oder  indirekten  Richtung  von  OA  zusammenfallen; 
so  müsste  der  vorstehende  Werth  von  ß = a-\-kn  sein,  also  der 

O O 

Winkel  ct  die  Grösse 

fit 

Q— ”~~~^(g  kjc)  — — kn (40) 

m n Q Q Hn-m 

besitzen.  Jenachdem  k eine  paare  oder  unpaare  Zahl  sein  kann, 
ist  die  fragliche  gerade  Linie  von  A aus  direkt  wie  OA,  oder  in- 
direkt wie  AO  gerichtet.  Ein  Durchgang  der  in  dieser  Linie  lie- 
genden eigentlichen  Kurve  durch  den  Nullpunkt,  erfordert  also 
für  k eine  unpaare  Zahl. 

0 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  nur  reelle  Koeffizienten  besitzt, 
so  dass  unter  den  Werthen  der  Winkel  a,  a ....  a nur  die  Gros- 

m m-|>l  n^l 

sen  0 und  n,  oder  allgemein  nur  Grössen  von  der  Form  k'n  Vor- 
kommen; so  sind  allerdings  die  vorstehenden  (n—m — 1)  Bedingun- 
gen realisirt,  man  muss  jedoch  die  sonst  willkfihrliche  ganze  Zahl 
k durchaus  so  wählen,  dass,  wenn  u=k'n  gesetzt  wird,  k'  + k 

n — m m fi—si 

irgend  ein  Vielfaches  der  Zahl  n — m ist.  Nachdem  dies  gesche- 
hen, findet  sich,  dass  auch 

no-f-m  k n=(nk' + m k )n 

tn  R — nt  R — fii 

ein  Vielfaches  von  (u — m)n  ist.  Daraus  folgt,  dass  der  Werth  von 
ß aus  Gl.  (39)  ebenfalls  ein  Vielfaches  von  n ist,  dass  sich  also 
die  in  Rede  stehende  geradlinige  Kurve  nur  in  der  reellen  Axe 
ansstrecken  kann. 

Für  jede  binomische  Gleichung  von  der  Form  A-\-3^—0 

0 
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oder  ae*^  * + r"e***'^^=0,  also  auch  fiBr  jede  Gleichung  ersten 

Grades,  fallen  die  obigen  (n — m— I)  Bedinguiigsgleichungen  hin- 
weg oder  sind  als  erfüllt  anzuseheii.  Klan  liat  liier  n—m.  Der 
Winkel  9 bleibt  ganz  willkührlich,  indem  die  Kurve  für  alle 
Werthe  von  9 eine  gerade  Linie  bildet,  welche  sich  unter  dem 
Winkel  ß =»9  gegen  die  positive  Axe  neigt  und  durch  den  Null- 
punkt geht. 

Es  ist  vorhin  bemerkt,  dass  wenn  die  Kurve  sich  irgendwo  auf  eine 
gerade  Linie  reduzire,  die  dieser  Reduktion  unmittelbar  vorangehenden 
und  nachfolgenden  Gestalten  in  Beziehung  zu  dieser  geraden  Lbie 
symmetrisch  seien.  Dieser  Satz  hat  nicht  bloss  näherungsweise, 
sondern  in  aller  Strenge  Gültigkeit.  Cm  diess  einzusehen,  werde 
der  Werth  des  Winkels  q>  aus  Gl.  (38)  mit  9,  und  der  von  ß ans 
Gl.  (39)  mit  ßi  bezeichnet.  Ist  nun  AC  die  Richtung  der  diireh 
A gehenden  reduzirten  Kurve,  also  ßi  der  Neigungswinkel  CRi 
von  AC  gegen  die  positive  reelle  Axe  OÄ;  so  denke  mam  sich 
von  irgend  einem  Punkte  M irgend  einer  Kurve  die  Perpendikel 
dfiVaut  OX  und  lUP  auf  gefällt  Es  ist  bekanntlich 

ON=fi  und  NM=zft. 

Setzt  man  aber 

AP  = pi  und  PM—p^; 
so  bat  man.  unter  Berücksichtigung,  dass 

OQ=a  cosu  und  QA=^a  sino  ist, 

0 D U 0 

Pt  —fl  cosft  + f^amßi  — ocos(a-ft) , 

0 0 

/**  =/a  cos^j  — /i  sin/?i  — a sin  (et — /Sj) ; 

O 0 

oder  wenn  man  für  /j  und  /*  ihre  Werthe  aus  Gl.  (3)  substituirt 
und  gehörig  zusammenzieht , 

p^  =arcos(a-f-9  — jSi)-f  ar*cos(a-|-29  — /3i) 

-far*  cos  (o-J-39—  ß, -f  r"cos(n9  — ft), 

Pf  = ar  sin  (o  9 — ft ) -f  ar*sin  (« -|-  29  — ft ) 

11  SS 

+ arSsin(a  +^39— ft)  -|- ....  + r" sin(»9— ft). 

S 9 

In  diese  Gleichungen  substituire  man  für  die  Veränderliche  9 
den  Werth  9. +i/>,  worin  9,  den  bekannten  Werth  aus  GL  (38) 
hat,  für  welchen  die  Kurve  in  die  gerade  Line  AC  fällt,  und 
worin  t/;  eine  neue  Veränderliche  darstellt,  welche  späterhin  densel- 
ben Effekt  dadurch  hervorbringt,  dass  sie  =0  gesetzt  wird.  Doreb 
dise  Substitution  wird  irgend  ein  in  den  Ausdrücken  von  pi  and 
vorkommender  Winkel,  wie  etwa  « -f(m-|-r)9  — ft,  wenn  man 

m-fr  . 

dabei  die  obigen  Bedingungsgleicbungen  nnd  auch  die  OleicbüDgen 
(38)  und  (39)  gehörig  berücksichtigt. 
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« +(w+*‘)»~A  = * +(w*+f)^ —ft +(»• +•’)’<' 

»»4-r  »rfr 

=4»  + (jn  4-ir)'«|>. 

r 

Der  Koeious  hiervon  Ut  ±co8[(/ii-f  r)V*]  und  der  Sinue 
J:  sin  [(ni  -fr)  , jenachdein  k paar  oder  unpaar  ist.  Hierdurch 

erhalt  man'  ' 

»1  =±orcosöi<iT*co8(2il;)  J;or*cos(3tp)±  ....  ±r®coa(n*)  (41) 

IS  3 

»«  = ± ar  sinil;  + flr*sin  (2ip)  ± or®8in  (3tp)  ± ....  ± r"  sin  (nif))  (42). 

1 a 3 

Will  man  nun  die  Kurve  bloss  in  solchen  Lagen  betrachten, 
welche  der  geraden  Form  j4C  unmittelbar  vorangehen  und  nach- 
folgen ; so  hat  man  dem  Winkel  t|;  einen  unendli^  kleinen  Werth 
za  geben.  Bleibt  man  bei  den  ersten  Potenzen  der  sehr  klein 
gedachten  Grosse  rf;  stehen;  so  hat  man  cosip,  cos(2tf;), ...cos(ni|;) 
gleich  1 und  sinij^,  sin  (2ip) , ....  sin  (nt|>)  resp.  gleich  2rp,...nip; 
also  fdr  solche  Werthe 

;»i=dbor±ar*±ar*i;...±r"  (43) 

13  3 

P3=(±nr±2<ir* -f3ar*±...4;nr")^  ....  (44). 

18  3 

Ob  nun  die  sehr  kleine  Grösse  positiv  oder  negativ  ge- 
nommen werde,  hat  auf  den  Werth  von  ni=AP  gar  keinen 
Einfluss.  Der  Werth  von  p^—PM  behält  zwar  Tör  ein  posi- 
tives und  negatives  tp  dieselbe  Quantität,  wechselt  aber  das 
Zeichen.  Hieraus  ist  klar,  dass  die  der  geraden  Form  AC 
unmittelbar  vorangehende  Kurve  Ac^  ganz  symmetrisch  ist,  mit  ' 
der  unmittelbar  nachfolgenden  AC^. 

Bei  den  vorstehenden  Untersuchungen  ist  vorausgesetzt,  dass 
das  bekannte  Glied  A = ae°^~'^  der  gegebenen  Gleichung  irgend 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  habe.  Um  jetzt  das  Eigen- 
thSmIicbe  des  Falles  anschaulich  zu  machen,  wo  dieses  Glied 
dadurch  verschwindet,  dass  seine  Quantität  a=0  wird,  gehe  man 

0 

von  einer  Gleichung,  wie 

A-{-Ax”'  A A a:“-*-|-x"=0  ....  (46) 

aus,  worin  die  Quantität  des  bekannten  Gliedes  A unendlich 

o 

k'ldin  sei.  Diese  Gleichung  hat  natürlich  n Wurzeln.  Wird  der 
Werth  einer  solchen  Wurzel  in  die  x enthaltenden  Glieder  sub- 
stituirt ; so  muss  die  Summe  dieser  Glieder  dieselbe  unendlich  ge- 
ringe Quantität,  wie  A„  mit  entgegengesetztem  Zeichen  annehmen. 
Hierzu  ist  offenbar  nicht  nothwendig  erforderlich,  dass  die  Quan- 
tität einer  solchen  Wurzel  selbst  unendlich  klein  sei;  allein  es 
wird  unter  den  n Wurzeln  immer  eine  gewisse  Anzahl  geben, 
deren  Quantität  unendlich  klein  ist.  Dies  leuchtet  ein , wenn  man 

sich  in  die  vorstehende  Gleichung  für  ar=re’’'^“*  nur  Werthe  von 
unendlich  geringer  Quantität  r substituirt  denkt,  oder  die  für  ir- 
gend einen  Werth  von  ip  entstehenden  Kurven  in  ihren  dem  ' 
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fanf^spuiikt  A uo4  4ein  anendlich  i benachbarten  Mullpuekte  0 zu- 
nächst liegenden  Anfangstheilen  betrachtet.  Zu  dem  vorliegen- 
den Zwecke  führe  man  statt  des  Winkels  welcher  von  der 
Einen  Kurve  zu  der  benachbarten  variirt,  aber  für  jede  einzelne 
Kurve  konstant  ist,  einen  neuen  Winkel  il>  ein,  welcher  mit 
durch  folgende  Bedingung 

(46) 


oder 


9>  = ’f'-h 


a 0 

a— « -|-  n 

oder 


a — a — 51 
a ' 0 


m ‘ ’ ' m I 

verknüpft  ist,  vvobei  einer  Variation  des  Winkels  <f  von  0 bis  2sz 

« — « 5t  , 

» bis 


eine  gleichmässige  Variation  des  Winkels  von 


m 


a — a — a 

^ entspricht.  Hierdurch  erhält  man  aus  der  ge- 


rn 


(47) 


2 5t  -f 

gebenen  Gleichung  (45) 

/■,  = a cos  « — a r“  cos  (« -h  5»!/;)  -f  * J5, 

0 0™  0 

/i=asina— -«r’"sin(«-f  OTi|;)-|-r"’+*J^ (48), 

0 0 ''™  0 

worin  die  Glieder  von  der  Höhe  (m-|-l),  (iii-h2)...n  der  Kürze 
wegen  nur  durch  ein  einfaches  Zeichen  angedeutet  sind.  Insofern 
man  für  nur  Werthe  einführt,  welche  sich  unendlich  wenig 
von  0,  25t,  45t  ....,  oder  für  tp  Werthe,  welche  sich  unendlich  wenig 
25t  45t  (m-— l)25t 

"“"0’  m’  TiT’ 

bezeichnet, 

m • ' m " ' * 


unterscheiden,  indem  man  dieselben 


m 


m m 

StT  47T  « 

resp.  mit  O + 

kann  man  mit  jedem  Grade  von  Genauigkeit  co8(oti/5)=1  und 
sin(5»M(5)  = i»0i/5  setzen.  Dies  gibt  die  nur  tür  solche  Werthe 
gültigen  Ausdrücke: 

/;  =acos«  — ar"*cosß-|-m55f>ar"»sina-kr"+^Äi, 

0 0’"  o m 0 

f^=a  sine  — ar^sina — mSi); ar’* cos« 

0 0 ™ 0 m 0 

Der  Voraussetzung  gemäss  ist  o eine  nnendlie!i  kleine 

Grösse,  nimmt  man  nun  auch  r unendlich  klein,  und  zwar  so,  dass 


ar"  = a, 
■t  O 


also 


80  werden  die  vortsehenden  Aus- 


drücke, wenn  man  darin  die  in  Bi  und  multiplizirten  Glieder 
gegen  die  unendlich  überwiegenden  Glieder  von  der  Höhe  nt  ver- 
nachlässigt, 

/i^mS^asina (49)  , 


f%=  — tnStl>  a cos« 


(50). 
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Aus  dein  Vorstehenden ' erheUet,  dass  för  di^==0«oder  fOr 

(m— 1)«  ....  ' . . . : ii'.i 

m 


_ 2»  - 4» 
^ 'mm 


die  Kurve,  nenn  auch  nicht  vollkom- 
men durch  den  Nullpunkt,’  doch  in  einer  solchen  Nähe  ah  demsef- 
ben',vdrbeigehen  muss,  dass  ihr  Abstand  von  diesem  Punkte  im 

Vergleich  su  dem  Abstande  OA’^A—ae'  =ar**s“^  un- 


.0  0. 


Vergleich 

endlich  klein  ist.  Für  ein  positives  geht  dieselbe  bei  einem 
gleichen  Werthe  von  r durch  einen  Punkt,  welcher  im  Vergleich 
zu  .<4  in -einem  endlichen  Abstande  vom  Nullpunkte  in  einem  auf 

OA  errichteten  Perpendikel  liegt.  Für  ein  negatives  diff  aber 
geht  die  Kurve  durch  einen  auf  entgegengesetzter  Seite  von  OA 
ähnlich  liegenden  Punkt.  Hieraus  folgt,  mit  Bezugnahme  auf  die 
früheren  Untersnehungen,  dass  es  zwischen  einem  solchen  positiven 
und  negativen  Werthe  von  8tf>,  also  dir  m Werthe  von  ip,  welchounend- 

licb  nahe  regp,  an  0,.^»  . liegen,  Wurzeln  , der 

mtnm  , 

Gleichungen  gibt,  deren  Quantitäten  nahezu'den  unendlich  kipinen 


V“ 


Werth  T-  haben. 

\ i*t»  ^ 

m 

m Werthß 


Dem  Winkel  <f>  entsprechen  hierfür  die 


a — « — a-h3re  a — a-j-Sw 
O SV..  0 w O w 


« — «-F  (2Ai- 
o s» 


-1)» 


m 


m 


m 


(51). 


I Dieses  (iesetz  wird  nnn  nicht  iiu  mindesten  alterirt,  wenn 
mau  sich -das' bekannte  Glied  A der  gegebenen  Gleichung  immer 

kleiner  und  kleiner  werdend  denkt  Im  Augenblicke  <|es{,V^er- 
schvrindens,  wo  man  die  Gleichung  . ,i 

.!  . ' Aa^A  Ax^^+-..  A .f^+a!*=0  . . (52)  i* 

I : in  oirfl  n— 1 .! 

erhält,  reduziren  sich  die  unendlich  kleinen  Qoantitäten  der  eben 
betrachteten  wi  Wurzeln  selbst  auf  null.  Es  gibt  also  unter 
den'n  Wurzeln  dieser  Gleichung  m,  welche  gleich 
null  sind.  ,r 

Eine  Gleichung  von  der  Form  (51)  enthält  aber  insofern  eine  Unbe- 
stimmtheit, als  man  sich  den  Winkel  a des  fehlenden  Anfangs- 

gliedes,  welches  für  keinen  Werth  dieses  Winkels,  sondern  nur 
ftir  den  annullirten  Werth  seiner  Quantität  o zu  verschwinden 

O 

vermag,  von  jeder  beliebigen  Grösse  denken  kann.  Hierdurch  wer- 
den denn  auch,  nicht  die  Quantitäten,  sondern  die  Winkel  (51) 
der  eben  untersuchten  m Wurzeln  in  demselben  Maasse  unbb- 
sHinmt  Die  Analogie  hierzu 'spricht  sich  bei  der  geometrischen 
Darstellung  darin  aus,  dass  jetzt  die  beiden  Punkte  O und  A zu- 
sommenfallen,  wodurch  der  Nullpunkt  der  Anfangspunkt  jeder 
Kurve  wird,  sodass  cs,  unj  die  vorstehenden  Gesetze  zu  bewahr- 
heiten, willkührlich  bleibt,  welchen  Winkel,  man  sich  u»ter  der 

Grösse  :<r  dmiken  wolle.  , ... 

0 
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Alle  bisherigeD  Untersuchungen  haben  «rir  auf  die  Bewegung 
der  Kurve  basirt,  welche  sich  durch  die  Variation  der  Grosser 
von  0 bis  x>  für  ein  konstant  erhaltenes  ergibt,  indem  nun  auch 
dieses  von  0 bis  in  variirt  wurde.  Dieselben  Tbatsacben  und 
daneben  verschiedene  interessante'Beziehuogeo  stellen  sieb  her- 
aus, wenn  man  jetzt  die  Bewegung  deHenigen  Kurve  betrachtet, 
welche  sich  durch  die  Variation  der  Grßsse  7 von  0 bis  ix  für 
ein  konstant  erhaltenes  r erhält,  indem  man  nun  r allniählig  von 
0 bis  00  wachsen  lässt. 

Dass  eine  jede  solche  Kurve  eine  in  sich  geschlossene  sein 
muss,  welche  dabei  aber  verschiedene  ^nze  Umwindungen  oder 
Schlingen  bilden  kann,  leuchtet  sofort  ein,  weil  die  Wertfae  ven 
fl  und  /g  für  ip  = 2n  dieselben  sind,  wie  für  g»=0. 

I Für  r=0  reduzirt  sieb  diese  Kurve  auf  den  Punkt  A,  indoo 

man  hierfür  /i  = acosa  und  /2=asina  hat 
0 0 0 0 

Bei  dem  jetzt  beginnenden  Wachsen  von  r kann  man  diese 
GrSsse  zuvörderst  so  ungemein  klein  denken,  dass  alle  übri- 
gen Glieder  in  den  Ausdrücken  für  und  fn  gegen  das  bekannte 
und  das  nächstfolgende  Glied  von  geringster  Dimension  verschwis- 
den.  Ist  nun  x"  die  niedrigste  Potenz  von  x in  der  gegebenes 
Gleichung;  so  bat  man  für  solche  sehr  kleine  Wertbe  von  r 

/'i=acosir-far™cos(a-|-m9>)  . : (53) 

0 0 

Z*, = a sin«  -(-  a r*”  sin  (tt  mg») (64). 

0 0 •»  ”> 

Hierdurch  ist  eine  Kurve  dargestellt,  welche  sich  in  m auf- 
einanderfallenden  Kreisen  von  demselben  Radius  ar* 

m I 

um  den  Punkt  A hernmschlingt.  Die  wahre  Gestalt  der. 
Kurve,  unter  strenger  Berücksichtigung  der  vernachlässigten  Glie- 
der, wird  eine  geschlossene  Spirale  von  m Windungen  sein,  welche 
sich  nur  unendlich  wenig  von  der  Kreisform  entfernen.  Innerhalb 
aller  dieser  Windungen  liegt  der  Punkt  A,  und  da  der  Radios  die- 
ser Windungen  selbst  unendlich  klein  ist;  so  liegt  der  Null- 
punkt O nothwendig  austerhalb  dieser  ganzen  Kurve. 

Denkt  man  sich  jetzt  r unendlich  gross;  so  verschwinden 
alle  Glieder  gegen  das  buchste  af*  und  man  hat: 

/i  =j-"cos(ng>)  /i=r"sin(ng>). 

' ' Hierdurch  ist  wiederum  eine  Spirale  dargestellt,  welche 
siloh  nun  aber  in  n der  Kreisform  unendlich  nahe  kom- 
menden Windungen  um  den  Punkt  A herumschlingi 
Da  der  Radius  r"  für  diese  Kreisform  unendlich  gross  ist;  so 
muss  der  Nullpunkt  O innerhalb  aller  jener  n Win- 
dungen liegen. 

Bei  dem  Uebergange  der  ersteren  unendlich  kleinen  kreisför- 
migen Spirale  von  m Windungen,  welche  den  Nullpunkt  O aus- 
semiesst,  in  die  letztere  unendlich  grosse  kreisförmige  Spirale 
von  n Windungen,  welche  den  Nullpunkt  einschliesst,  muss  nun 
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dieser  Punkt  im  Gänsen;  ti  Mal  und  'auch  nicht  mehr  Mai  von'  der 
Kurve  getroffen  werden«  was  den  n M/ursein  der  gegeben 
neu  Gleichung  entspricht.  i. 

Um  dies  nachzuweisen,  kann  man  einen  dem  früheren  ganz 
ähnlichen  Gang  einschlagen.  Hierbei  zeigt  sich  sofort,  dass  auch 
hier  keine  benachbarte  Kurve  tür  r-fdr  weder  mit  der  vorher- 
gehenden für  r einen  korrespondirenden  Punkt  gemein  haben,  noch 
sich  an  irgend  einer  iStetle  in  der  direkten  Richtung  ihres  da- 
selbst liegenden  Elementes  fortbenegeo  kann,  dass  sich  also  die 
erstgenannte  Spirale  in  stets  übereinander  her  laufenden  Zügen 
erweitern  muss.  Hierbei  können  übrigens  Spitzen-  und  Scbiin- 
geribildungen  Vorkommen.  Diese  stehen  in  ganz  ähnlichen  Be- 
ziehungen zu  den  unmittelbar  vorangehenden  und  nachfolgenden 
Kurven  wie  die  früher  betrachteten  Spitzen  und  Schlingen.  Die 
Untersuchung  hierüber  wird  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  auf 
Grund  der  beiden  Gleichungen  (12)  und  (13)  in  Erwägung  zieht, 
dass  jede  neue  Kurve,  wie  etwa  iVi  Pj  £i ...  In  Taf.XII. 

Flg.  ly.  oder  Pig.  20.  auf  allen  früher  betrachteten  Kurven,  wie  ACi, 
ACi  in  den  Punkten  Af|,  iV|,  Pj,  welchen  Ein  und  derselbe 
Werth  von  r angehört,  normal  steht.  Hierbei  ist  die  direkte 
Richtung  des  von  Mi  auslaufenden  Elementes  Mi  Ni  der  neuen 
Kurve  gegen  die  direkte  Richtung  des  korrespondirenden  Elemen- 
tes der  Kurve  AMiCi  stets  so,  dass  das  letztere  Element  um 
einen  rechten  Winkel  nach  der  Seite  der  positiven  Roti- 
rung  um  den  Punkt  Mi  gedreht  erscheint.  Einer  Spitze  der 
Kurve  AC^  liegt  stets  eine  Spitze  der  Kurve  direkt  gegen- 

über, wobei  die  eigentlichen  Spitzenpunkte  von  beiden  genau  in- 
einanderfallen.  Wie  sich  früher  Spitzen  nur  aus  den  links  herum 
schwenkenden  Krümmungen  der  Kurve  ACi  unmittelbar  erzeu- 
gen konnten;  so  können  jetzt  nur  rechts  herum  laufende  Krüm- 
mungen der  Kurve  £|  />,  unmittelbar  in  Spitzen  übergehen.  Bei 
den  hieraus  entstehenden  Spitzen  hat  man  den  wiederkehrenden 
Schenkel  stets  zur  Rechten,  wenn  man  die  neuen  Kurven 
Dl  fjiPgjEg...  stets  von  Ein  und  derselben  früheren  Kurve,  z.  B. 
von  ACi,  also  vom  Punkte  Mi  her  in  Richtung  ihrer  positiven 
Entstehung  durchläuft.  Jetzt  geht  jeder  Spitze  eine  sich 

eng  zusammenziehende  Krümmung  Di  Ei  voian,  und  es  folgt  eine 
Schlinge  D^E^  nach,  und  es  findet  nie  eine  umgekehrte  Elrschei- 
nung  statt.  Eine  solche  Schlinge  erweitert  sich  nun  bei  der  Be- 
wegung der  Kurve,  also  für  immer  grösser  werdende  r,  mehr  und 
mehr,  ohne  an  irgend  einer  Stelle  eine  rückgängige  Bewegung 
anxunehmen , und  muss  zuletzt  den  Ausgangspunkt  A aller  Kur- 
ven mit  umschlingen  (Taf.XII.  Fig.  21).  Nachdem  dies  geschehen, 
hat  die  Kurve  eine  ganze  Windungum  den  Punkt  A mehr 
bekommen.  Das  Verschwinden  einer  Schlinge  oder  ganzen 
Windung  bei  positiver  Fortbewegung  der  neuen  Kurve  liegt  nach 
den  obigen  Gesetzen  in  der  Unmöglichkeit.  Die  Zahl  derselben 
kann  sicn  also  nicht  vermindern,  sondern  nur  vermehren,  bis  diese 
Anzahl  =n  geworden  ist,  welche  den  unendlich  grossen  Werthen 
von  r angebört  Da  eine  jede  dieser  zusammenhängenden  Schlin- 
gen oder  Windungen  sich  zuletzt  über  jede  Gränze  hinaus  erwei- 
tern muss  und  hierbei  niemals  rückwärts  schreiten  kann;  so  folgt, 
dass  von  jeder  der  schliesslich  entstehenden  n Windungen  eine 
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jede  den  Nollpniikt,  aber  auch  nur  ein  einzige  Mal  treffen  mns». 
Hierdurch  sind  die  n Wurzeln  der  Gleichung  vom  nten  Grade 
nacbgerriesen.  ' 

Da«  Zusamroenlallen  eine«  Punktes  der  Kurve,  norin  sich 
zwei  Windungen  kreuzen,  entspricht  dem  Falle,  dass  zwei  Wur- 
zeln vorhanden  sind,  welche  bei  verschiedenen  Werthen  von  f 
dieselbe  I Quantität  r besitzen.  Fällt  ein  Spitzenpunkt  der  neuen 
Kurve,  welcher  zugleich  ein  Spitzenpunkt  der  fribereu  Kurve 
ist,  auf  den  Nullpunkt;  so  gibt  es,  insofern  diese  Spitze  nur 
Eine  auf  null  reduzirte  Schlinge  vertritt,  zwei  vollkomnien  gleiche 
Wurzeln. 

' Wenn  das  bekannte  Glied  A der  gegebenen  Gleicbung  gleich 

* II  ' ‘ 

null,  also  eine  Gleichung  wie  (52)  geueben  ist;  so  springt  aus  dem 
mit  dem  Nullpunkte  zusamnienfallenden  Punkte  A sofort  liir  die 
kleinsten  r eine  Spirale  mit  m Windungen  hervor.  Dieser  Punkt 
ist  daher  als  die  Kednktion  von  m solchen  Windnngen  anzuseheo. 
Es  gibt  also  dann  m Wurzeln  gleich  null.  Die  früher  e^ 
wähnte  Unbestimmtheit  für  diesen  Fall,  welche  darin  beruht,  dass 
man  nun  den  Winkel  a des  bekannten  Gliedes  willkübrlich  an- 
nehmen kami,  was  eigentlich  m Systeme  von  unendlich  vieles 
Wurzeln  von  der  Quantität  null  herbeilTihren  müsste,  spricht  sidi 
jetzt  darin  aus,  dass  sofort  m ganze  Kreisumfänge  aus  dem 
Nullpunkte  hervorgehen , und  ^rselbe  daher  wie  das  mfache  vor 
unendlich  vielen  Kurvenpunkten  zu  betrachten  ist. 

Man  findet  leicht,  dass  .sich  die  Spiralkurve  niemals  wie  die 
früher  betrachtete  kurve  iu  einer  geraden  Linie  ausstrecken  kaos, 
indem  der  Werth  der  gonlometrischen  Tangente  des  Neigungs- 
winkels ß'  der  Ben'ihrungslinie  an  der  neuen  Kurve,  nämlich 


0A 


oft 


.(55) 


mit  Bezugnahme  auf  die  Gl.  (36)  wohl  fiir  die  Veränderliche  r, 
nicht  aber  tür  die  Veränderliche  einen  konstanten  Werth  an- 
nebmen  bann.  Da  man  es  also  jetzt  immer  mit  wahrhaften  Ker- 
ven  zu  thun  hat;  so  sind  derartige  Erläuterungen,  wie  sie  früher 
bei  den  Fällen  der  geradlinigen  Kurven  nothwendig  ersebieneo, 
hier  ganz  überflüssig.  Es  werden  sich  demnach  mittelst  der  Spi- 
ralkurven auch  alle  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  uft 
reellen  Koeffizienten  auf  eine  ganz  unzweideutige  Weise 
durstellen. 

Dagegen  ist  es  jetzt  möglich,  dass  die  Spiralkorve  in  meh- 
reren auteinanderfallenden  Kreislinien  znsammeulaofl 
Wenn  der  vom  Nullpunkte  O nach  dem  Mittelpunkte  dieser 

Kreislinie  führende  Strahl  durch  ce^'^~^=icco8y-|-csii*7.V  — 1,  also 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  letzteren  Mittelpunktes  resp. 
durch  ccosp  und  csinp  dargestellt  werden;  so  würde  der  Radios 
H des  fraglichen  Kreises 
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R = yT (/i  — fcosy)*^-(/2 — csiny)*  ....  (56) 

sein,  und  wenn  der  erw.’ihnte  Fall  überhaupt  eintreten  sollte, 
müsste 


(fi—c  cosy)®  + (^2  — c siny)* 

ein  Ausdruck  sein,  welcher  fähig  wäre,  für  einengewissen  Werth 
von  r einen  von  <p  ganz  unabhängigen  Werth  anznnehmen. 
Entwickelt  man  nach  geschehener  Substitution  der  Funktionen  für 
fy  und  aus  Gl.  (3)  den  vorstehenden  Ausdruck  und  ordnet  den- 
selben gehörig  nach  der  Grösse  so  findet  man  leicht,  dass 

c=a,  y=«,  a = 0,  «=0,  a=0 o=0  ....  (57) 

0 0 1 2 8 n— 1 

die  nothwendigen  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  des  vorstehen- 
den Falles  sind. 

Hieraus  folgt,  dass  bei  jeder  binomischen  Gleichung 
oder  = also  auch  bei  jeder 

Gleichung  ersten  Grades,  aber  auch  nur  bei  einer  sokhen  Glei 
chung,  die  in  Rede  stehende  Kurve  einen  Spiralkreis  um  den 
Punkt  A als  Mittelpunkt  bildet.  Dieselbe  geht  sofort  als  ein  n 
facher  Kreis  aus  dem  Punkte  A hervor,  und  bleibt  stets  ein  solcher 
Kreis  vom  Halbmesser  R=r”.  Die  früher  betrachteten  Kurven 
werden  für  diesen  Fall  bekanntlich  zu  lauter  geraden  Linien, 
welche  von  dem  Mittelpunkte  A jenes  Kreises  ausi.aufen. 


• • I 
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Bestimman^  de«  Integral« 


Von  dein 

iHerrn  Hofrath  Oettinger 

■ III  Freibarg  i.  B, 


I 


B«kanntnch  ist  ein  Integral  mit  positirem  Exponenten  gleich 
einem  Differenziale  mit  demselben  negativen  Exponenten  and  um- 
gekehrt, oder 

1) 

Hieraus  hat  man  folgende  Beziehungen: 

3, 

Die  Darstellungen  3)  und  4)  dienen  zur  Werthhestimmnng  du 
oben  vorgeleg^en  Integrals  und  zwar  dadurch,  dassman  es  auf  einlu- 
tegral  mit  ganzem  Exponenten  (hier  die  gewöhnliche  Integralfom) 
zuröckfflhrt.  Man  ernilt  sofort  folgende  zwei  UebergangsfonneD: 
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Um  den  Werth  von  5)  zu  bestimmen,  hatman  folgende  Darstellun- 
:en  für  Differenziale  mit  gebrochenen  Exponenten  nOtbig,  deren 
Entwickelung  keiner  weitern  Schwierigkeit  unterliegt: 


6) 


7) 


V n. 

_ 

-11  --P 
1“  x” 

V 

(0X)’ 

ji»  ?'* 

-e-^0’ 

p _» 

f 2+2-111 

, S-r,fP  . « 

l’*“"  ' (- 

.)*!*  *" 

(0x)’ 


2-11  r 2+? 

i"  ar"  ’ 


■G) 


m' « 


In  diesen  Din-stellungen  istneben  der  Kr  am  p’schen  Bezeichnung 
der  Fakultäten  i*l^=  1.2.3. ...a-  auch  die  von  Legendre  F(a:+1) 
=1.2.3.... o:  aufgefübrt,  weil  diese  in  Deutschland  mehr  gekannt 
zu  sein  scheint,  als  die  Kramp’sche;  obgleich  die  Le^en- 
dre’sche  dem  Begriff  von  Fakultät  in  keiner  Weise  entbricht 
und  sich  auch  zur  weitern  Benutzung  in  der  Theorie  der  Fakul* 
täten  ganz  unbrauchbar  zeigt. 

Behandelt  man  nun  die  erste  Form  in  B)  nach  7),  so  wird 

/ 

Bx-i  (~)\  y/Zü, 

(0a:)l  . l— I\i)^  '**’  V 

da  V"w  ist. 

Dorch  Einführung  dieses  Wcrthes  in  5)  entsteht 

y Pl(dx)l  nSx 

J ^ X ~~  Sf nj  x~  yf n 

Aus  der  zweiten  Form  in  5)  hat  man  nach  den  bekannten  Hegeln: 

''dx 


Wird  dieser  W'erth  in  die  zweite  Form  von  S)  eingefiihrt  und 
wird  dann  die  Uleichung  6)  angewendet,  se  entsteht 


Theil  XV. 


29 
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9) 


1 


dixi 


=2-7ä-Tr=a.llH.xO= 


V~x  \dx) 


weil  ll|i=iV3r=r(i  + l)  ist. 

Hiernach  hat  man,  wie  aus  8)  und  9)  hervorgeht,  durch  verschie- 
dene Behandlung  des  Integrals  ' 


zwei  unter  sich  vergchiedene  Werthe  für  dasselbe,  einen  imaginS- 
ren  in  Verbindung  mit  Logarithmen  und  einen  reellen. 


Diese  verschiedene  Werthbestimmung  beruht  nach  dem  Vor- 
liegenden darauf,  dass  man  nach  5)  zuerst  differenzirt  und 
dann  integrirt  und  andererseits  zuerst  integrirt  und  dann 
differenzirt,  also  auf  einer  veränderten  Ordnung  und  Ausfüh- 
rung der  vorgeschriebenen  Geschäfte. 


Setzt  man  nun  die  hier  begonnene  Bebandlungsweise  fort,  so 
erhält  man  folgende  Integrale  mit  gebrochenen  Exponenten  aus8): 


10) 


V — I /**|gx  3x 


/i(8A)t 


3x\ 

“4/ 


A»lgar  1 1 

J Vx  V 6 36/ 


/ 


^+i  2J1LI 
2 (8;r)  2 


■V  — 1 


>/lc 


— 1/  a:r|ga: 

« V1.2.3...r 


C(l,2,3,...r)*-»a;r 
l.2“.3a..r» 


Aus  9)  aber  erhält  man: 


11) 


rnsxyi  ^ 

J yTx  1 .2 


/'•(^  xWn 
J 1.2.3  ’ 
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Beide  Darstellongen  (10)  und  (11)  sind  besondere  Fälle  Toit 
folgenden  allgemeinem: 


12) 


13) 


r+J?  mC 


V xr 


i-ü 

(—)  */  x'lgx 

t-i|i  \l.2.3..r 
1* 


1.2.3. ..r 


61(1,2, 

1 .2*.3»....r»  J’ 


o 

XIII.  Cab.  21.  Pg.  161  n nd  162  behandelt  und  nur  dieGleichnng 
8)  und  den  ersten  Ausdruck  von  10)  gefunden.  Diess  kommt  da- 
her, dass  er  nur  nach  einer  Ansicht  die  vorstehende  Aufgabe  unter- 
sucht bat,  nnd  zwar  dadurch,  dass  er  zuerst  differenzirt  and  dann 
iotegrirt  Die  Möglichkeit  der  zweiten  Behandlungsweise  scheint 
er  ünersehen  zu  haben.  Das  allgemeine  Gesetz,  das  hier  in  10) 
und  12)  angegeben  ist,  hat  er  nicht-  entwickelt,  denn  er  blieb  bei 
den  zwei  ‘ersten  IntOgralausdrücken  stehen.  Die  Ausdrücke  11), 
12),  und  13)  finden  sich  in  dem  angeführten  Werke  aus  dem  an- 
geregten Griiude  nicht  vor. 

Sind  nun  die  hier  gefundenen  ßesoltate,  w ie  nicht  zu  bezwei- 
feln ist  und  wie  sich  noch  auf  andere  Weise  darthun  lässt,  rich- 
tig, so  werden  die  in  3)  und  4)  aufgestellten  Gesetze  nicht  ohne 
alle  Beschränkung  hinzunehmen  sein,  denn  es  kann,  wie  hier  vor- 
iiegt,  der  Fall  eintreten,  dass  die  Anwendung  des  in  ihnen  liegenden 
Gesetzes  auf  verschiedene  Resultate  führt.  Hiedurch  wird  Folgen- 
des gerechtfertigt  sein. 


Lionville|batdasIntegral^^^^  imiourn.  d.  l’ecolep 


Die  Ordnung  im  Differenziren  und  Integriren  ist  nicht 
immer  gleichgültig.  Sie  kann  auf  verschiedene  Resultate  führen. 
Die  in  3)  und  4)  liegenden  Gesetze  sind  daher  mit  Vorsicht  zu 
gebrauchen. 

Die  Angabe  der  Zahlenwertbe  des  Ausdrucks 
C(l.  2,  3....r)'-*  = ^, 

in  der  Gleichung  13)  und  der  Fakultät  l’’!*  verursacht  bei  etwas 
hübem  Zahlen  viele  Mühe.  Wir  geben  hierüber  folgende  Znsam- 
' menstellung : 

i.  9» 
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A,  =1 
A,  =3 
A,  =11 
At  =50 
A^  =274 
Aa  ‘i=1764  ' ' 

Ar  =13068 

Ag  =109584 

.49  =102fö76  ■ 

.4,0=10628640 

.4,1  = 120543840 

.4u=J486442880 

.4,, =19802759040 

.4,9=283465647360 

.4,5=4339163001600 

^,5=70734282393600 

.4,r=1223405590579200 

.4,8  = 22376988058521600 

.4,9  = 4:11565146817638400 

Ato =8752948036761600000, 


l»|i  =1 
1*1>  =2 
l»i»  =6  \ 

1*1»  =24 

i»H  =120 
ie|i  =720 
n»  =5040 
IV  =40320 

m =362880  \ 

l“l»=3628800 
1«U=  39916800 
l«|i=479001600  ' 

lw|»=622W20800 
1M.»=871178-291200  ' 

1«U=  1307674368000 
1»«H=‘^22789888000 
P’ii=353687428096000  ’ • ' 

iwii =6402373705728000 
11911=121645100408832000 
1M»1 1"=  2432902008176640000. 


Diese  Zablenwerthe  nurden  auf  zwei  verschiedene  WeUeo 


berechnet  und  richtig  befanden. 

.1  . 


• • 


. -1 


m 


Beiträ§re  zar  Theorie  der  quadrati- 
schen Formen- 

. • >1 

Von  dem  . > 

* ' Herrn  Doctor  F.  Arndt,  , 

Lobrer  am  Gymnasium  zu  SUaisHnd.  ^ . 


Die  ia  meiner  Abhand Iuii{[',  „Beitrag  zur  Theorie  der 
quadratischen  Formen“  (Gfunert  ArchivXIIl.  pag.  105  ff.) 
entwickelten  Resultate  führen  zunächst  zur  AuQüsung  dreier  Baupt- 
prohlenie  über  die  Transformabilität  der  quadratischen  Formen, 
welche  in  den  Disquisitionihus  Arithmeticis  nicht  zur  Sprache  ge- 
bracht werden. 


Erste  Aufgabe.  Sfimmtl ichc  Klassen  der  quadrati- 
schen Formen  von  bestimmter  Determinante  zu  fin- 
den, welche  in  das  Produkt  zweiet  gegebenen  Formen 
transformabel  sind.  ‘ 

.Anflüsung.  Man  bezeichne  die  gegebenen  Formen  durch 
f=(n,b,c),  f = (a',b‘,c')‘, 

\ 

ihre  Determinanten  durch  das 'grösste  gemeinschaOliche 

Maass  von  a,2b,  c sei  m,  und  eine  ähnliche  Bedeutung  habem' 
in  Bezug  auf  die  Form  f endlich  sei  /)'  die  Determinante  der 
gesuchten  Formen,  und  D das  grösste  gemeinschaftliche  Maass 
von  dm'mf,  d'mm.  Soll  nun  die  Aufgabe  nicht  unmöglich  sein, 
so  muss  D durch  />'  theilbar,  und  der  Quotient  ein  Quadrat  sein, 
wessbalb  wir  D—Dfkk  setzen,  wo  h eine  positive  ganze  Zahl 

I 
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bedeutet;  dies  vorausgesetzt,  muss  jede  in  das  Produkt  ff  trans 
fomiabele  Form  jede  beliebige  aus  f,  f auf  dieselbe  Weise  zu- 
sanimengesetzte  Form  eigentlich  einscnliessen , und  umgekehrt 
(Disq.  Arithni.  Art.  239.  2%,),  und  daraus  ergiebt  sich  folgende 
Losung  unserer  Aufgabe. 

Man  suche  eine  beliebige  aus  f ,f  in  Bezug  auf  beide  For* 
men  direct  zusammengesetzte  Form  F,  welche  die  Determinante 
D = tykk  haben  wird,  und  bestimme  die^Klassen  aller  Formen  F* 
von  der  Determinante  D',  welche  F eigentlich  einscbliessen ; die 
Aufgabe  wird  hiermit  vollständig  gelöst  sein,  wenn  f,fmdtt 
Transformation  aus  F in  ff  heide  direct  genommen  werden  sol- 
len. Will  man  beide  invers  nehmen,  so  legt  man  eine  aus  f,f 
auf  eben  diese  Weise  zusammengesetzte  Form  zu  Grunde,  und 
auf  .ähnliche  Art  wird  man  sich  verhalten,  wenn  eine  der  Formen 
f,  f direct,  die  andere  invers  genommen  werden  soll. 

Was  aber  die  Auf^be  betrifft;  „die  Klassen  aller  Formen 
von  der  Determinante  zu  6nden,  welche  die  gegebene  Form 
F—(^A,B,C)  von  der  Determinante  l^kk  eigentlich  emschliessen“, 
so  habe  ich  deren  Lösung  in  der  am  Eingänge  erwähnten  Abhand- 
lung gegeben.  Man  Gndet  zunächst  eine  endliche  Menge  von  Fo^ 
men  welcher  alle  die  Form  F eigentlich  einschliesseo- 

den  Formen  eigentlich  äquivalent  sein  mössen,  und  es  bleibt  dann 
bloss  noch  übrig,  dieselben  in  Klassen  zu  bringen.  Die  Berech- 
nung von  A',  B“,  O wird  nach  folgenden  Formeln  geführt; 

uB‘^~  (mod.^0.  i 

wo  k=ztu,  f jedweden  positiven  Theiler  von  k bedeutet,  dessen 
Quadrat  A misst,  der  folglich  wegen  der  Gleichung  BB—AC 
= D'kk  in  B aufgeht;  wobei  zu  bemerken , dass  diejenigen  Zer- 
legungen von  k in  tu  zu  verwerfen  sind,  für  welche  B',  C keine 
ganzen  Zahlen  werden. 

Beispiel. 

/•=(9,  3.  29),  /'=(8,  2,  32),  d=d'=-252,  D=~m. 

— l misst  D,  der  Quotient  ein  Quadrat,  nämlich  36,  also 
A=6.  Man  findet  F=(4,2,64);  für  t=l,  u=6  wird 

^'  = 4,  CB'^i  (mod.  4),  3;  (7=2,  4 resp.; 

für  (=2,  A=3  wird 

■ i 

A'=i.  3F=I  (mod.  1),  Ä'=0,  C=7 
also  erhält  man  die  drei  Formen 

(4,1,2);  (4,3,4);  (1,0,7); 

welche  aber  nur  zwei  Klassen  bilden,  deren  Repräsentanten  (1,0,7); 
(2,1,4)  sind. 
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Zweite  Aufgabe.'hv.  beurtheiien,  ob  eine  gegebone 
Form  F"  io  das  Produkt  zweier  ebenfalls  gegebener 
Formen  f,  f transformabel  ist. 

Auflösung.  Man  bestimme  eine  beliebige  aus  f,  f direct 
zusammengesetzte  Form  F,  so  z.  B. , dass  beid^e  Formen  direct 
in  die  Composition  eingeben,  und  untersuche,  ob  F unter  F' 
eigentlich  enthalten  ist;  jenacbdem  dies  der  Fall  ist,  oder  nicht, 
wird  F in  ff  transformabel,  oder  nicht  transformabel  sein,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  f,  /*  beide  direct  in  dieser  Transforma- 
tion zu  nehmen  sind.  Um  zu  finden,  ob  F‘  auf  eine  andere  Weise 
in  ff  transformabel  ist,  wird  man  wieder  eine  aus  beiden  Formen 
aut  dieselbe  Weise  zusammengesetzte  Form  zu  Grunde  legen. 

^ Dritte  Aufgabe-  Die  Form  F ist  in  das  Produkt  ff 
auf  bekannte  Weise  transformabel;  man  sucht  sämmt- 
licbe  darauf  Bezug  habende  Transformationen  aus  F' 
in  ff. 

Auflösung.  Man  suche  eine  beliebige  Form  F,  welche  aus 
f,  f eben  so  zusammengesetzt  ist,  wie  F‘  in  ff  transformabel, 
una  wird  dabei  zugleich  eine  Transformation  aus  F in  ff  kennen 
lernen,  welche  durch  p,  p',  p",  jf';  q,  q',  q" , <f"  bezeichnet  wer- 
den mag  (s.  m.  Abh.  Memoire  sur  la  tbeorie  des  formes 
(|uadratiques,  Archiv  XIll.).  Bestimmt  man  nun  alle  eigent- 
lichen Transformationen  aus  F in  F,  deren  Inbegriff  durch  a,  3, 
y,  d bezeichnet  werde  (Archiv  XIII.  pag.  105  ff.),  und  macnt 

p—ctp^ßq,  = p"=.itp"^ßq", 

q=yp  + dy>  q'— yp'-l-V.  q"=yp"+d9'",  q"'=y/»"'-|-d/'; 

80  wird  p,  p',  p*,  p";  q,  q',  q",  q'"  der  Inbegriff  aller  der  Trans- 
formationen aus  F in  ff  sein,  fiir  welche  f,  f auf  die  bekannte 
Art  genommen  werden. 

Der  Beweis  für  dieses  Verfahren  folgt  aus  den  im  Art.  239. 
der  Disq.  Arithm.  aiigestellten  Betrachtungen,  die  hier  nicht  wie- 
derholt werden  sollen. 

Die  folgenden  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  die  Zerlegung 
einer  (Quadratischen  Form  F in  zwei  andere  f,  f,  deren  eine  ge- 
geben ist,  während  die  andere  gesucht  wird , wobei  alle  drei  For- 
men dieselbe  Determinante  haben. 

1.  Lehrsatz.  Wenn  die  drei  Formen  F,  f,f  die 
selbe  Determinante  D haben,  und  F i ii  das  Produkt 
ff  durch  die  Substitution  p,  p',  p",  p'" y q,  q‘,  o“,  qf 
transformabel  ist,  so  wird  f in  das  Produkt  aus  F und 
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d«r  Entgegengesetiten  von  f durch  die  Substitution 
— 9'*  P'»  9"'»  ~~p"\  9»  ~P>  — 9"»  i>''  transformabel  sein.*) 

Beweis.  Es  sei 


F={A,B,C),  f—{a,b,c).  /'=(a',6',c').  • . . 

Da  F in  ff*  transformabel  ist,  und  alle  drei  Formen  dieselbe*  Oe- 
terminante  haben,  so  existiren  die  folgenden  neun  Gleichuneen. 
(Disq.  Aritbm.  Art.  235.): 


ptf—qp'=a,  pq"—qp"  — a‘,  pq" —qp'"z=b‘\b,  p'q’'—q'p"=b‘-b, 
p‘qf’—q'p":=zc',  p"tf"—q"p"=:c\  q'q"  —qq"'=A, 
P9*+9P"— p'9"— 9'p"  = 2Ät  p‘p"’~^p/"^C: 

• • , 1 

Nun  folgt  ans  diesen  Gleichungen : : ■ . ■ 


q'p-qp'=zm,  q^q"—qqf"=A,  —q'p"-\rqp"'  = B—b,  —py-[^fnf‘ 
=fi  + 6,  p'pf'—pp”'=C,  q"'p"—q"p'”—c\  pq"—qp"~<  . 

— y'p"'— 9J»"'+jBV'+;>y"'=26',  p'q”‘—q‘p“'-=.d-,  ^ 

(olglich  ist  (a',  6',  c')  in  das  Produkt  der  Formen  (^A,B,C),  (a> 
— 6,  c)  mittelst  der  im  Lehrsatz  gesagten  Substitution  tranafot- 
mabel  (Disq.  Arithm.  art.  235.). 

Umgekehrt,  wenn  (a',  b‘,  &)  in  (A,B,C)X(a,  —b,c)  trausfor- 
mabel  ist,  so  wird  (A,B,C)  in  (a,6,r)X(a',6',  ^ transformSbei 
sein. 


2.  Es  seien 


F=s{A,B,C),  fz=(a,b,c),  'f  = {a‘,b',e')  ’ 

drei  Formen  von  derselben  Determinante  D,  M das  grösste 
meinschartliche  Maass  zwischen  A,  '2ß,  C und  m,  m'  haben  eine 
ähnliche  Bedeutnng  in  Bezu^  auf  die  Formen  f,  f.  Wenn  nan 
Fans  f,  f zusammengesetzt  ist,  so  hat  man  bekanntlich 
ferner  wird  auch  M gegen  m'  prim  sein,  da  D,  die  Determinante 
der  zusammengesetzten  Form,  das  grösste  gemeiiischaitliche 
Maass  zwischen  Dm'm',  Dmm  sein  muss.  — Sind  also  F,  f ge- 
gebene Formen  von  derselben  Determinante  2>,  und  man  will  eine 
Form  von  eben  dieser  Determinante  finden,  aus  deren  Zusammen- 
setzung mit  f die  Form  F resultirt,  so  muss  M durch  m tbeil- 
bar,  und  der  Quotient  gegen  m prim  sein.  Diese  Bemerkung 
rechtfertigt  die  Beschränkung,  welche  wir  in  der  nächsten  Auf- 
gabe ma^eo  werden.  , * 


*)  Ks  wird  von  jetzt  an  nur  der  Haiijitfall  betrachtet,  wo  bei  der 
Zunaniiiieiiaetzung  oder  Tran«formation  die  Foriiicii  direct  genouimrn 
werden. 
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Z.  Aufgabe.  F!  = {A,B,C),  fz={g,b,c)  sind  zwei 
gegebefae  Formen  von  derselben  Ueterminante 
M,  m die  grössten  gemeinschaftlichen  Maasse 

von  A,  ‘iB , C;  a,  2b,  c resp.,  und  — ist  eine  ganze 

Zahl,  prim  gegen  m;  man  sucht  die  Klassen  aller  For- 
men /'  der  nämlichen  Determinante  D,  aus  deren  Zu- 
sammensetzung mit  f die  Form  F’resultirt.  • ■ » ■ 

, ■!  li  -.1 

Auflösung.  Man  bestimme, die  Klassen  aller  Formen 
f*  = (a',  b',  c‘)  von  der  Determinante  D,  welche  in  das  Produkt 
der  Formen  F,  (a,  — b,  c)  transformabel  sind  (erste  Aufgabe), 
und  behalte  nur  aiejenigeu  bei,  für  welche  a',  2b',  c'  das  grösste 

gemeinschaftliche  Maass  — =m'  haben;  klassifizirt  man  die  letz- 
teren, so  wird  die  Aufgabe  gelöst  sein. 

Denn  da  f in  das  Produkt  Fx(a,  • — b,  c)  transformabel  ist, 
so  muss  F in  fx(a,b,c)zsff  transformabel  sein  (erster  Lehr- 
satz); nun  ist  aber,  da  m'  gegen  m prim,  die  Determinante  von 
F,  nämlich  D,  das  grösste  .gemeinschaftliche  Maass  von  Dm'tn', 
Dmm,  folglich  F aus  f,  f ^sammengesetzt  — Umgekehrt,  wenn 
f mit  f zusammengesetzt  F hervorbringt,  so  muss  f \n  F 
X(n,  — b,  o)  transformabel,  und  das  gemeinschaftliche  Maass 

von  a',  2b',  c'  nothwendjg  gleich  — sein;  folglich  giebt  es  keine 

Klassen  von  Formen  f,  welche  durch  das  gelehrte  Verfahren 
nicht  gefunden. würden.-  , ,, 

» » 

In  Bezug  auf  die  Anwendung  dieser  Regel  werden  noch  fol- 
gende Bemerkungen  von  Nutzen  sein.  , r 

/ ' ^ i»  • » ' iJ  ’ 

Um  die  Formen  f von  der  Determinante  D zu  finden,  welche 
in  Fx(a,  — 6,  c)  transformabel  sind,  hat  man  zunächst  F und 
(a,  — b,  c)  zusammenzusetzen.  Die  resultireude  Form,  welche 
offetd>ar  die  Determinante  Zhnm  haben  wird,  heisse  ^=(XS,C). 
Hierauf  sind  die  die  Form  ß eigentlich  einschliessenden  Formen 
von  der  Determinante  D za  bestimmen.  Zu  dem  Ende  bat  man, 
m=tu  gesetzt,  , . . 

» 

1, , ub'^^Y  a'),  b'b'—a'c'—D. 

Das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  2t,  2!E>,  C ist  bekannt- 
lich Mm  = mmm' , mithin  sind  2(,  C sämmtlich  durch  mm 
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theilbar,  also  auch  — eine  ganze  ZaIU*);  hieraus  ergiebt 
dass  ' 

a Ä ^ ^ 

tt'  tu’  tu’  uh’  mu 

I 

ganze  Zahlen  sein  werden,  welche  Zerlegung  von  m in  tu  ange- 
wandt werden  möge.  Nun  hat  man 

b‘~—  (mod.  — ), 

»I  ' u ' 


folgtich 


wo  für  Q die  Zahlen  0,  1,  2, u— 1,  oder  überhaupt  alle  nacli 

N incongruenten  Werthe  zu  nehmen  sind,  und  man  findet 


uu  mu  mm 


folglich  sind  a‘,  hf,  & für  jedwede  Zerlegung  von  m ganze  Zah- 
len. Die  Berechnung  reducirt  sich  somit,  nachdem  die  Form 
^=(a,I&, C)  gefunden  worden,  auf  die  folgenden  Formeln; 


2g» 

um 


€£?; 

mu’ 


wobei  zu  bemerken,  dass  & auch  nach  der  Formel  c'= — 

gefunden  wird,  wenn  nur  a’  nicht  verschwindet 

Unter  den  auf  diese  Weise  berechneten  Formen  (a',  b‘,  (/), 
deren  Menge  offenbar  der  Summe  aller  Theiler  von  m gleich- 
kommt, sind  diejenigen  auszuwerfen,  för  welche  das  grösste  ge- 
meinschaftliche Maass  von  a',  26',  c'  nicht  gleich  — ist,  um  die 

7/1 

übrig  bleibenden  in  Klassen  zu  bringen. 


Zu  bemerken  ist  noch,  dass,  wenn  m = l,  d.  b.  /‘eine  eig«it- 
lich  primitive  Form  ist,  die  Form  S Determinante  D eraäit, 


*)  i«t  eine  ganz«  Zahl,  folglich  — ebenfalls,  wenn  m ungerade; 


wenn  aber  tn  gerade,  so  hat  man 


eine  ganze  Zahl. 


2» 


mm  1 
-mm 


, mithin  — wiederam 
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folglich'  mit  f eigentlich- Saiiivalent  ist,  was  aaf  folgenden  im  Art. 
‘24^  der  Disq.  Arithm.  aut  anderem  Wege  gefundenen  Satz  fährt: 
„Wenn  F,  f zwei  Formen  von  derselben  Ueterminante  sind,  de- 
ren letztere  eigentlich  primitiv,  so  giebt  es  immer  Formen  der 
nämlichen  Determinante,  aus  deren  Zusammensetzung  mit  f die 
Form  F resultirt;  aber  sie  gehören  alle  in  eine  Klasse,  in  wel- 
cher sich  auch  die  aus  F und  der  Entgegengesetzten  von  f zu- 
sammengesetzte Form  beflndet. 

Beispiele. 

1)  F=(12,  6,  24),  /=(:i,  0,  84).  Z>=-252. 

Bier  ist  df=12,  m=:3,  also  /r'=4.  Man  findet 
5=(36,  -54,  144), 

I I 

daraus 

(a,  6',  c')=(4,  -18.  144);  (36,  -18,  16);  (36,  —6,  8); 

(36,  6,  8). 

Ffir  alle  diese  Formen  ist  m'=4;  auch  gehören  eie  in  verschie- 
dene Klassen,  deren  Repräsentanten 

' (4,  2,  64);  (8,  2.  32);  (8,  -2,  32);  (16.  2,  16) 

. ; 2 

2)  F=(20,  5,  —30),  /•=(6,  -1,  —104),  jD=625. 

Hier  ist  .df=10,  m=2,  also  m'=5.  Man  findet 
5 = (120.  -70,  20). 

daraus 

(«'.  b',  c')  = (30,  -35  , 20);  (120,  —35  , 5);  (120,  25,  0). 

Die  erste  und  dritte  dieser  Formen  sind  zu  verwerfen,  also  bleibt 
(120,  —36,  5),  welche  mit  (5,  25,  0)  eigentlich  äquivalent  ist 

4.  Lehrsatz.  Indem  die  in  der  vorigen  Aufgabe 
angegebenen  Bedingungen  beibehalten  werden,  so 
giebt  es  immer  mindestens  eine  Klasse  von  Formen, 
aus  deren  Zusammensetzung  mit  f die  Form  F her- 
vorgeht 

Beweis.  Wenn  die  Form  ^=(31,  S,  <C)  nicht  schon  so 

21 

beschaffen  ist,  dass  relative  Primzahlen  sind,  so  be- 

haupte ich , dass  man  immer  eine  mit  ^ eigentlich  äquivalente 
Form  finden  kann,  für  welche  diese  Bedingung  Statt  hat  Es 
sind,  um  dies  darzuthun,  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
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1.  S 8>e*  aus  einer  eigeotiieb  primitiveD  Form  2^*’,  £") 
abgeleitet.  In  diesem  Falle  ist  , h.i  r v 


_ ^ 

~ Mm' 


’2P=^.  Äo=^,-.Co== 


iMm' 


Mm'^  i ..  I 


»«Ä»— a«««  = 


:&Ä-a<E  .JJmm 


Ü 


{Mm)^  iMm)*- MM' 

Uurch  die  eigentlich  primitive  Form 

7i*xx + 2Ä® j:y  + C®yy 


können  nun  unendlich  viele  Zahlen ' darg^telit  werden , welche 
gegen  jede  gegebene  Zahl  prim  sind  (Disq.  Arithm.  arL  228.), 
und  man  kann  annehmen,  dass  die  Werthe  von  x und  y,  mit 
Hülfe  deren  dies  geschieht,  relative  Primzahlen  sind*);  es  sei  also 


+ 2Ä*«j' + (£®y}’=^*^  P’’™  8®Sen^g^»’ 

. . , , P"*"  Segen  y; 

durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  S,  fÖr  welche  «5— py=l,  wird 
man  (^e,  <E‘’)  in  eine  eigentlich  äquivalente  ^Form  (3%  2°', 

<E®0  verwandeln,  und  >•  - 

(MmHo,  Mm€°)=S.  (MmZ^,  Mm^S)^,  Mm<l^  = S 

werden  ebenfalls  eigentlich  äquivalente  Formen  sein.  Jetzt  müssen 


MnOe» 

Mm 


'2Mmlb^ 

M 


:2m»«' 


relative  Primzahlen  sein.  Denn  hätten  sie  einen  Primfactor  ge 
mein,  so  wurde  derselbe  in 


.'li'.M  >-■■/!  ! ■ . ,1 


.U.A.  ■ . I ' 


’j  ' -M’*’  I * t I»“'  ..  . . r-  ■ s.  fiw-  . «.  . • 

^ M •>♦)  1 Wäre  • ' ■ ^ : , 

■ ''  ‘ a“oo+2»V+C*yy=2'‘'  ■'  ” [ 

prim  g^gen  die  gegebene  Zahl  Z,  so  dass  a und  y das  gr.  gem.'^Misaw 
jit4iäMcn,  so.  würde, gesetzt,  7 .• 

•’  .■  ' a»o'*«»+2Ä“«®)'®+<EV)'®=  — 

••  »ii  »i , I . I i -I  r !•  » . - . t 4.  . 

— - cbeitfalle  |»rini  fi^^egen  «•  prim  g'egen  »eio. 

^ ' *»  i ■ A . t.  l\Ji  f »J  J..f 
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f,  i‘>l>  iin>'l  ■'  ,r  • '2Z>»|  • .fit'*'  .t'il'Tfy/  <”'^l 

aufgeben,  während  2t*’'  prim  fgegen  genommea _wur4$.  Also 

ist  S'  eine  Form  von  der  verlangten  Eigenschaft.'' 

II.  i ^ -sei ‘BUS  einer  uneigentlich  primitiven  Form  (3t<^, 
abgeleitet.'  hi  diesem  Falle  ist  ■ i ■ • , . i i ,,: . 

1 M . lii-i,  II  M'  . . 1 ,1  ' -.ili 


■''21«  = 

Durch  die  Form 

■ > .1. . 


:!■  2t, 

f»-”' 


■ i . ' 

2) 


T 


Mm 


■^Mm  ' il  > -.li-jiii 


III,  2»«*«  — 2I«€“  = 

V i' : \ - ■ '■ 


MM' 


I I ' 

j JPsä!  + 3S>°xy  + ^ 

ADm 


..•li 

.) 


. ■/  .•.'.,..,1 


werden  Zahlen  dargestellt,  welche  gegen  pfim  sind,,  so 

dass  x=a,  y^y  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor  haben;  eine 

solche  Zahl,  sei  ^21«'.  ,Transformirt  man  nun  (21«, 

durch  id'ie  Substitution  «,  ß,  f,  i,  für  welche  «d— ^y=l<  io-i(2l«', 
2®',  £«'),  so,  sind  ' . 


s und  i^Mm-V^,  ^vlfm2»«',  \Mm<L'^) 


A ,li  < .iitl 


\ 

i-  t 

eigentlich  äquivalente  Formen,  und 

1-  . A . 


relative  Primzahlen,  da  ’ 

^ = m (2«2®-21«<i:«)  = »« (»«'2»®'  - 2®'<E“') 
ist.  Die  Form  von  der  geforderten  Eigenschaft  ist  also 


I . 

■ » I -i 


\ 


(~d'/»i2T',  l'il/mÄ'". 


Da  nun  jede  mit  S eigentlich  Äquivalente  Form,  ebenso  wie 
aelbst,  aus  f,  f zusammengesetzt  ist,  und  in  der  Aufgabe  3. 
le  beliebige  aus  f,  f zusammengesetzte  Form  zu  Grunde  ge- 
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legt  werden  darfte,  so  sei  Ti,  C)  eine  Form  der  Art, 

ISm’  ]Sr  gemein  haben. 


V Dies  vorausgesetzt,  wird  unter  den  in  3>  gefundenen  Formea 
immer  diejenige  mit  f zusammengesetzt  F gehen , weiche  durch 
die  besondferen  Wertbe  t=m,  u=l,  o=0  hervorgeht,  nämlich 

j.  w / Ä . a -2»  _ . 

GIG  Forin  ('  ‘ ^ 9 ■“*  > w)»  ^ ^ däS  l^uSGtG  8C* 

'mm  m mm  m er  » 

meinscfaaftliche  Alaass  m'  haben.*) 


Uebrigens  ist  zu  bemerken , dass  man  solche  Werthe  von 
x=a,  y = y,  mit  deren  Hülfe  die  primitive  Form 

H^xx  + 2Ti”xy  + 

einen  Werth  erlangt,  welcher  gegen  eine  gegebene  Zahl,  oder 
deren  Hälfte  prim  ist,  nach  einer  bestimmten  'Methode  6nden 
kann,  worüber  art  228.  der  Disq.  Aritbm.  zu  vergleichen. 


Beispiel.  Ist 

F=(120,  -70,  20),  r-(^>  -1.  -104), 

wo  J9=625,  Af=10,  ot=2,  wt'=5,  so  findet  sich  ^=(120,  — 70,  20) 
aus  der  uneigentlich  primitiven  Ferm  (12,  —7,  2)  abgeleitet;  und 

2j  2JÖ  , ‘ 

Factor  2 gemein  haben,  so  ist  S transfor- 

miren.  Zu  dem  Ende  ist 

6a«-7eiy  + )7=ia»' 

prim  gegen  50  zu  nehmen.  Dieser  Bedingung  genügen  o=6,  y=&-, 
ß,  6 kann  man  resp.  =1,1  setzen;  dadurch  kommt 

(3»',  €»')  = (62,  5,  0),  Ä'=(620,  60,  0); 

folglich  /*=(155  , 25  , 0),  wofür  man  die  Reducirte  (6,  25,  0)  an- 
wenden kann. 


*)  Es  ist 

a 

mmm'  Mm'  mm'  H ’ 

folclich  m’  das  grösste  geraeinsehaftlirlie  Maass  von  — — . : uad  dl 

mm  m 

dasselbe  in  aufgeht,  indem  C durch  Mm— mmm'  theilbar  ist,  m 
wird  es  auch  das  gr.  gern.  Maass  von  , ff  sein ; o.  e.  d. 

uißji  m » V 


Digitized  by  Googic 


439 


5.  Wenn  man  die  Form  ^=:(2,  C)  so  wählt,  dass 

keinen  Faktor  gemein  haben,  so  gewährt  dies  den 

Vortheil,  dass  man  die  Menge  aller  derjenigen  in  3.  aufgestellten 
Formen,  welche,  mit  f zusammengesetzt,  F geben,  a priori  be- 
stimmen kann.  Zur  Abkürzung  bezeichne  man  den  Complex  aller 
in  3.  aufgestellten  Formen  durch  Sl,  den  Complex  denenigen 
unter  ihnen,  aus  deren  Zusammeusetzung  mit  f die  Form  F resul- 
tirt,  durch  cx 


Ist  f = b',  c')  eine  Form  aus  £1,  so  bat  man 


a'  H 26'_2Ä  . _ 2t 

m'  — JUm m'  “ Vif  + jtfm“ ’ 


c' 


Mm 


2Ä 


JUm 


tt. 


und  eine  solche  Form  wird  in  » gehören,  sobald  diese  drei  Glie- 
der keinen  Faktor  gemein  haben. 

Diese  Bedingung  erfordert,  dass  u gegen  das  dritte  Glied 
2JB 

prim  ist,  da  den  Faktor  u enthält.  — Umgekehrt,  wenn  u 

gegen  das  dritte  Glied  prim,  so  haben  die  drei  Glieder  keinen 
gemeinschaftlichen  Faktor.  Denn  hätten  sie  einen  Prirofaktor  p 

2l  ' f 

gemein,  so  könnte  derselbe,  da  er  und  .nicht  zugleich 
2| 

messen  kann,  in  nicht  aufgehen,  müsste  u messen,  was  un- 

2t 

möglich.  Noch  wird  bemerkt,  dass  jg^ , u keinen  Faktor  gemein 
haben,  indem  u ein  Theiler  von  ist 
Setzen  wir  also  zur  Abkürzung 

Mm-*’  Mm—°’  iifwi— 

und 

2t'pp-l-Ä'e<+€'«  = Z, 

80  ist,  damit  f in  den  Complex  lo  gehöre,  nothwendig  und  aus- 
reichend, dass  Z und  u,  oder,  was  hier  gleichviel  gilt,  21'Z  und 
« , keinen  Faktor  gemein  haben. 

6.  Die  Aufgabe,  p der  vorhergehenden  Bedingung  gemäss 
zu  bestimmen,  lässt  sich  vereinfachen,  wenn  man  von  der  Gleichung 
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aoAgeht,  'Wb 


^=»'Ä'-^42l'€' 


ist.^  Dabei  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden. 

1)  Wenn  J&'t  gerade  ist,  so  hat  man  ' 

a'Z=  (2i'e  + i 

und  flndet  die  säramtlichen  Werthe  von  p unter  A,  welche  Z prim 
gegen  u machen,  nach  folgender  Regel,  deren  Grund  leicht  er- 
hellt. Man  bestimme  alle  Werthe  von  x zwischen  « u and 
) /X* 

-F  2 “>  welche  ** — jj^  prim  gegen  u wird,  hierauf  fär  jeden 
derselben  eine  entsprechende  Zahl  p mittelst  der  Congruenz 

2l'p=z— (mod.  u) 

zwischen  0 und  u — 1 incl.  Der  Werthe  von  p sind  also  eben  so 
viele,  als  der  von  z. 

'2)  Wenn  J&'t  ungerade,  u ungerade,  so  suche  man  alle  r 

zwischen  — und  -F  2 * — ~M^  “ 

wird,  und  bestimme  die  jedem  einzelnen  z entsprechende  Zahl  9 
aus  der  Congruenz 

22l'p=x  — Ä't  (mod,  m) 

zwischen  0 und  u — 1 incl.,  welche  Aufgabe  immer  möglich  und 
bestimmt  isty  Der  Werthe  von  p sind  wiederum  ebenso  viele 
als  der  von  z. 


3)  Wenn  7b‘t  ungerade,  tc  gerade,  so  kann  Z für  keinen 

4D 

Werth  von  p prim  gegen  u werden,  sobald  -^=1  (mod.  8.),  da 

4D 

dann  Z stets  den  Faktor  2 enthält.  — Ist  aber  =5  (mod.  8) 

in  welchem  Falle  Z für  jedeS  p ungerade  wird,  so  bestimme  man, 
M=2^4t'  gesetzt,  wo  w'  ungerade,  zunächst  alle  x'  zwischen 
1 1 4/2<® 

— 2 u'  und  -f  ^ welche  i* prim  gegen  u'  machen ; diese 

Werthe  seien  z',  z",  J",  etc.,  ihre  Anzahl  f.  Sucht  man  hierauf 
den  jedesmaligen  Werth  von  z unter  u,  welcher  je  einem  der 
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Wertbe  s',  z",  z*  etc.  nach  dein  tnod;  s'  und  je  einer  ungeraden 
Zahl  unter  2^  nach  dem  raod.  2^  congruent  ist,  so  hat  man  alle 

. „ . L 1 / « 40<*\ 

z unter  u,  für  welche  J 8*“®  P™®  gegen  tt 

wird.  Die  Menge' derselben  ist  2^~*i;.  Endlich  wird  mau  zu  jedem 
z zwei  Werthe  von  p unter  u mittelst  der  Congmenz 

22('p=z — J&'t  (mod.  u) 

6nden,  so  dass  also  die  Gesaromtmenge  aller  Werthe  von  p in 
diesem  Falle  gleich  2/<j;  ist. 

7.  Die  drei  vorhergehenden  Fälle  fiihren  also  nur  auf  eine 
Aufgabe  zurück,  nämlich  alle  Werthe  von  z zwischen  — 

-f  ^ u zu  finden,  für  welche  z® — L prim  gegen  u wird,*)  Die  Auf- 
lösung derselben  beruht  auf  dem  leicht  zu  beweisenden  Satze: 

„Ist  u das  Produkt  der  Zahlen  u',  u",  u"  etc.,  welche  paar- 
iveise  prim  gegen  einander  sind ; bedeutet  dann  z'  jedweden  Werth 

von  z zwischen  — ^ + 2 “**  welchen  z*—  L prim 

gegen  a'  wird,  z"  jedweden  Werth  von  z zwischen  — ^ 

+ ^u'',  für  welchen  z®— i prim  gegen  u"  wird,  u,  s.  f.,  und 

nimmt  man  endlich  z zwischen  nnd  -fg«  so,  dass  es  den 

Zahlen  z',  z",  etc.  nach  den  Moduln  u',  u",  res^.  congruent  wird, 
so  ist  z der  Inbegriff  aller  Wertbe  zwischen  — und  -f  2ti,  fdc 
welche  i^-^L  prim  gegen  u wird.“ 

Hieraus  folgt  ferner:  Ist  S!  die  Menge  der  z',  £“  die  Menge 
der  z",  J"'  die  Menge  der  z'"  etc.,  so  wird  das  Produkt  etc. 

die  Menge  der  z sem., 

Man  denke  sich  nun  statt  u',  u",  u'"  etc.  die  Potenzen  der 
Primfaktoren,  in  welche  u aufgelöst  werden  kann;  es  sei 
ht  p=‘2,  so  kann  man,  damit  z®— /.  prim  gegen  2’^  werde,  für 
z nur  gerade,  oder  nur  ungerade  Werthe  setzen,  je  nachdem  L 
resp.  ungerade  oder  gerade  ist,  [folglich  Ist  p ein 

ungerader  Primfaktor,  und  L ein  Nichtrest  desselben,  so  darf 
für  z jeder  beliebige  Werth  zwischen  den  obigen  Gränzen  gesetzt 
werden,  folglich  Ist  L durch  p theilbar,  so  müssen  alle 


Dt*  ißt* 

•)  Im  ersten  Falle  i<t  den  beiden  andern  L—  , 

und  im  letzten  Falle  überdie«  u‘  an  die  Stelle  von  V an  «etzea. 


Theil  XV. 


30 
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* 'priim  gegm'  p Beinv  fol|flich  J'irpP'— * (p—1).  ' Ist  endHdl  <|C 
Rest  ron!  p (dureli  p niefat  theilbar),  so  bat  die  GoBgüf^ 

**— £»s0  (mad.f  zwei  Wurzeln  zwisdien  — ^ p nnd'  + ^ p, 
also  Wurzeln, zwischeji  —^p^  und  folglicb  < 

^ =zp^  (/>— 2) . 

' ' ■ 1 1 

Hiermit  ist  die  Menge  aller  i zwisdien  — und 

folglich  auch  die  Menge  aller  q zwischen  0 und  u — 1,  Rir  welche 
Z prim  gegen'«' wird , vollkotimien  bestimmt. 

Beispiel.  Man  sucht  alle  p unter  60,  fSr  welche 


■;  r z=iipp-iipfO 

prim  gegen  60  wird.  Hier  ist  * ’ 

UZ=  j[(22p— li)»  + ‘275],  —275  =5  (mod.  8.); 

li.  ’ ^ 

also, hat  man  den  dritten  Fall  des  vorigen  Paragraphen.  Die  Con- 
gnienz  z*-f  275  =0  (mod.  3.)  hat  die  Wurzel  2 = — 1,  +1;  275 
durch  5 theilbar,  folglich  2=0  (mod.  3.)  und  = — 2,  — 1,  -fl, 
-f2  (mod.  5.)  und  =1,  3 (mod.  4.);  mithin 

I=±3,  ±y,  ±21.  ±27; 

22p— llsj  (mod.  00.)  giebt 

P£=2.  6,  11,  14,  17  , 20  , 26,  29,  32  , 35  , 41,  44,  47,  60  , 56,  69. 

'■  8.  Es  sei  nun  m — PQ,  wo  P,  Q relative  Primzahlen  sind. 

Wie  leicht  erhellt,  findet  man  alle  T heiler  von  m,  wenn  man 
jeden  Theiler  von  P mit  jedem  Theiler  von  Q als  Faktor  verbin- 
det. Die  Theiler  von  P seien  p,  p',  p"  etc.;  die  Theiler  von 
Q:  q,  q’,  q"  etc.;  ferner  bezeichne  man  die  Mengen  der  Formen 
im  Complex  to,  welche  den  Theilem  p,  q von  m entsprechen, 
resp.  durch  |,  vj  und  lasse  vj';  S”,  ij"  etc.  eine  ähnliche  Be- 
deutung haben  in  Bezug  auf  p',  q' ; p'',  q"  etc.  Die  Menge  aller 
Formen  aus  es,  welche  durch  Anwendung  der  Theiler  *ip,  vp't 
qp"  etc.  entstehen  . ist  offenbar  >j(|-f ; eben  so  ij'(|±|'-f|"-) 
die  Menge  aller  Formen  aus  co,  welche  durch  Anwendung  der 
Theiler  q'p,  q'p',  q'p"  etc.  hervorgehen  u.  s.  w.,  folglich  die 
Menge  der  sämmtlichen  Formen  in  m 

Eine  ähnliche  Formel  erhält  man,  wenn  - m aus  mehr , als  zwei 
Faktoren,  besteht,  und  wir  gelangen  zu  dem  Satze: 

•„Es  sei  m das  Produkt  beliebig  vieler  Faktoren  P,  Q,i2etc., 
welche  paarweise  prim  gegen  einander  sind.  Bezeichnet  man  dk 
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ÄliÄngfcn*Äe#'l*torilieij' aiiH  »*,’  vt^elcfce  durch  Athv««<lniig^  der  sätnint- 
Refc'ew  TbeifÖr  Vdip/H  der*  foi»  der  vod  R eti.  resültheti , #eep. 
durch  3,  H,  & etc.,  die  Menge  aller  Formen  in  ai  flberbanpt 
durch  (i,  so  ist  ii=  SH&  etc.“ 

9.  Man  denke  sich  jetzt  unter  P,  Q,  R ....  die  Potenzen  der 
Prihtfakfofch i^  Weldhe  m anfg^lSsf  vrerddU  kann,  so  dass  P=2» 
(♦^0' fW^jit',  Aterttt' »M  ungelrade),  R—bß,....,  und  unter- 

sci^de  ralgende  Fafte.‘  , 

. » ./  • « • i’  ...  j'.  , 

beide  eigentlich  primitiven  Formen  derivirt,  in  (reichem 
Falle  Zahlen  sind;  die  Formen  in  a sind 

ebenfalls  aus  eigentlichen  Formen  derivirt. 

II.  F sei  aus  einer  uneimntiicben , f aus  einer  eigentlichen 
Form  derivirt.  Dann  sind  die  Formen  in  m aus  uneigentiicben  For- 
men ^erijhirt  ^ ferner  ^3.  > ^oze  Zahlen,  die  letztere  congruent 


J J J c 4/)  4Z)  /luy 

l(mod.  4),  ^ (Ungerade;,  da  ferner  — » ®®  muss 


M 

tn 


gerade,  also  in,  welches  prim  gegen  — ist,  nothvrendig  nnge- 
rade-iseiivi  .1  ..  T;  ■ 

• ' HIi'’  Wemi’)f  ahn  eineir  itteigefrrtlichdtt’Form'  abgeleitet  ist,  so 

- » li  ■ I •>  I t .,  * 

wird  Dasselbe  für  F gelten,  weil,  wenn  eine  ganze  Zahl  wäre 

^ — ebenfalls  sein  müsste,  ln  diesem  Falle  ist  Ä' 

ungerade,  m gerade,  folglich  m'  ungerade,  und  die  Formen  aus  a 
aas  eigentlichen  Formen  abgeleitet.' 

t<  . . 1 ■ 

Um  nuttHzu  bestimmen,  sei  zuerst  M=na^>  wo  A<«  ;t=a*’a®~^W... 

wird  den  Fa1<for  <t  enthärten,  folglich  , ~SP  ebenfalls;  in 

den  Fällen  I.  und  III.  ist  gerade,  in  II.  Ib't  ungerade,  t<  unge- 
rade; daher  die  Menge  der  dem  Theiler  entsprechenden  For- 
miert (ft— 1)1  (7!)  — Ist  a=ft“,  so  enthält  t den  Faktor  ft 

ofeht,' Irtr  Falle  IH."“^|^  = • fqj  Rest,  oder  Nichtrest,  oder 

XD 

VfelfkdUes'  von'  ft  mit  ^ zugleich;  daher  die  Menge  der  dem 
Theiler  ft“  ^tepreebenden  Formen  =a“-‘(ft—  e>,  £=0,  1,  2 ge- 
setzt, je  nachdem  Falle  I.,  in  den  Fällen  II.  und  III. 

Nichtrest,  Vielfaches  oder  Rest  von  ft  ist.  Hieraus  folgt: 

H=l-Fft— 1 -F  ft(«-l)+ft*(ft— l)-f  ....  -F  ft“-*(ft— 1)  -F«“->(ft-r) 


=ft“-*(«  — t I T). 


30» 
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Um  S zu,  bestimmen , wobei  nur  die  Fälle  L and  III.  in  Be- 
tracht kommen,  hat  man  in  I.  fiir  jeden  Theiler  2^  die  Menge  | 
der  Formen  2^*,  folglich  i 

ff=l-f2«  + 2»-f2*+’...  + 2e-»=2».  I 

Im  Falle  III.  hat  man  (ur  jeden  Theiler  2\  wo  l<v,  eben-  i 
falls  die  Menge  2^—^  (da  t gerade),  folglich  die  dem  Inbegriff  der 

Theiler  1 , 2,  2* 2”“^  entsprechende  Menge  2*—*.  — Dem  Tbei-  | 

ler  2^  (für  welchen  i&'t  ungerade)  entsprechen  keine  Formen,  wenn  > 

4D  AD 

1 (mod.  8.).  Wenn  aber  j^~5(mod.8.),  so  kommt  die  Menge 

2»  hinzu  (vergl.  6.  und  7.).  Es  ist  also  im  Falle  ID.  S'=2*~*. 

oder  =2"~*-f2*,  jenachdem  oder  6(mod.8.)  ist. 

Fasst  man  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich 
folgendes  Resultat: 


Es  ist  p (die  Menge  allerFormenin  demCompleze) 

'm.CT.(g-r-fl)(b-tHl)(c-e"-I-l)  eta . 

Abc  etc.  ’ 

i 3 

wo  1^=1,  -2>2  setzen,  je  nachdem  f aus  einer 

eigentlich  primitiven  Form  abgeleitet,  oder  f aus  ei- 
ner unei^^ntlich  primitiven  Form  abgeleitet,  und  aas- 

serdem  -^2=1  (mod.  8.),  oder  f aus  einer  uneigentlich 

AD 

primitiven  Form  abgeleitet,  und  ausserdem  = 5 

4D 

(mod.  8.);  wo  ferner  e=0,  1,  2 zu  setzen,  je  nachdem 

Nichtrest,  Vielfaches,  oder  Rest  von  A ist;  e',  e"  u.  s.  w. 
aber  ähnlichen  Bestimmungen  in  Bezug  auf  b,  C u.  s.  w. 
unterliegen. 


Man  bemerke,  dass  der  Werth  von  fi  bloss  von  den  Zahlen 
D,  m abhängig  ist;  denn  in  der  vorhergehenden  Regel  kann  man 

an  die  Stelle  von  setzen,  wie  aus  der  ^ Gleichn^ 


4D 

m* 


4D  M 

= ^ • I — 1 , wo  — ganz  und  prim  gegen  m ist,  leicht  folgt 


10.  Wir  geben  zur  Classificirung  der  im  Complex  so  enthal- 
tenen Formen  über. 

Es  seien 


/’  = (a',  6',  cO;  r=(«". 

zwei  eigentlich  äquivalente  Formen  in  u,  deren  erstere  in  die 
leztere  durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  S übergeht.  Es  erheUt,  , 
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iss^  Indem  y,  9'  diejenigen  primitiven  Formen  bedeuten,  ans  denen 
, / abgeleitet  sind,  9'  vermittelst  der  nämlichen’  Substitution  ans 
enUtehen  wird.  In  den  Fällen  I.  und  III.  sind  9,  9'  eigentlich 
nmitiv,  und  man  hat, 

9=(y,  h,  i),  q>'=(g',  h',  i‘) 

»setzt, 

A=|+p2('«, 

’A'=  1+  p'  a'a',  A'»  ~g'i=='^^- 
a Falle  II.  sind  9»,  q>‘  uneigentlich  primitive  Formen,  und  man  hat 
ir=2a'«>,  A=?|+2p3t'a,  K^-gi=^-, 


.7'=2a'tt'*,  A'=^  +2p'a'«',  A'»-i,'i'=^ . 


un  hat  man  folgende  Gleichungen : 

• li  5'=5'««+2Aay  + »>y,j 

2)  A'  =gaß  -f  A (ad  -f  jSy)  + lyd , 
' 3)l=a3—ßy; 

ts  denen  leicht  noch  diese  folgen : 


4)  (A'—A)a=g'ß+iy, 

5)  (A'  + A)y=flr'd— j^a. 

‘ ; ’* '•  •*  ,v:  * • r- 

»8  erSsste  gemeinschaftliche  Maass  von  ?«,  u'  werde  durch  & 
zeichnet.  Da  in  den  Fällen  l.  und  III.  in  ^ und  2A  aufgeht 
benso  wie  «),  g,  2A,  i aber  keinen  Faktor  gemein  haben,  so  ist 
»■;  da  ferner  » in  A'-A,  g'  aufgeht,  so  ist  es  nach 
ein  7-  l^'e  Zahl  H'  ist  prim  gegen  A'+A  (da  sie 

ge“  -ff-  prim  ist),  misst  (Ä'  + A)y  nach  5),  folglich  auch  y.  End- 

h ist  & gegen  K'  prim  (da  es  in  2A  aufgeht,  und  2A,  H'  keinen 
ktor  gemein  haben) , folglich  ^3'  ein  Theiler  von  y.  Die  Zahl 
ist  durch  a,  a',^  folglich  durch  deren  kleinsten  gemeinschaftli- 

en  Dividuus  theilbar. 

Im  Falle  II.  pht  in  9,  A auf,  und  da  hier  g,  A,  i keinen 
Jrtor  gemein  haben,  so  ist  » prim  gegen  i,  misst  folglich  nach 

die  Zahl  y.  Die  Zahl  3t'  geht  in  | (A'  + A)y  auf,  und  ist 


Digilized  by  Google 


446 


prim  gegen  j(A'  + A),  folglich  y d«r^  2('  tbeUhax.-.|fVi»t  gege» 
prim,  also  wiederum  ein  Theiler  von  y,  AetAi’ Wpi  ein 

^1  tl  ! 


Vielfaches  von 


Fall  I.  Ist  F aus  einer  eigentlich  primitiven  Form  defivirt, 
so  ist  ^ durch  m*  theilbar,  und  die  sich  aus  1)  ergebende  Glei- 
chung •' 


verwandelt  jich,  wepp  man 


y—97L‘  q,  st«  + Ay=^(S'p,  ®=^  >•» 


setzt,  in  die  folgende: 


f-  ' .1 


Nun  kann  q ebenso  wenig  wie  y verschwinden ; denn  fände  dar 
Letztere  Statt,  so  folgte  aus  den  Gleichungen  1)  bis  3)  leicht 

I - 

g'=-g,  h'~h  (mod.  g\  d.  i.  = p (n»od.  v),  e'=ß,  h'-h-, 


lolglicb  wfiren  g>,  g>',  und  auch  f,  /*,  identiaelip  ^orrpep,  gegea 
die  Annahme. 


Bei  negativer  Determinante  kann  also,  soll  der  Vorbeigehen* 
den  Gleichung  genügt  werden,  nur  1,  dl  h.  />=— m*»n'*= — SP\ 
sein.  — Bet  quadratischer  Determinante  ist  die  vorhergefaendai 
Gleichung  unmöglich,  da  die  Differenz  zweier  Quadraterpur  | s^ 


kann,  wenn  das  kleinere  verschwindet 


‘ ' W AD  " 

Fall  li.  Hier  ist  — durch  m*  theilbar,  also  — 7j=Ä»i*, 


A=1  (mod.‘  4),  und 


p^=(grtt  + Ay)a~^y*. 


folglich 


y = »ü'q,  ga  + ky=»7i'p,  m = -^x,  4 = 


tu!  ' /■.-  I 


I.  I 

Bei  negativer  Determinante  erfordert  die  letzte -iGteiilittDg.  enh 
der  p.ucO,  «der  ^1;  der  «rsttt  FaH  ist  • aber  tttuttögUi 
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weil  sonst  — i.(xiy)*=4,  — i=l,  K nicht  = 1 (mod.  4)  wire; 
folglich 

...  ,3i  -V. 

— i.(xj)*=3,  k=-3,  D — 

■I  ' •iit 

Bei  quadratischer  Determinante  ist  die  obige  Gleichung  überhaupt 
unmöglich,  da  die  Differena  zweier  Quadrate  nur  4 sein  kann, 
wenn  das  kleinere  verschwindet. , 

; ' ii.!  r".  il>  it(ii.;  Vii’i!'!':-  (' 

4D  AD 

Fall  ilL  ffier  ist  — a ebenfalls  durchm*  tbeilbar,-*7jÄ*^i)»i*, 

tu'* 

■ t in*  ’ 

♦ t'.t  <1  l»l’.  » -4 

»V 

• • ;.i  .1  r . 

t;  ■.  ."I 


4).  ..,1,  , , 


•I  • V it:  I" 


ö 


und  wenn  wir 


, _i 


y=9TÜ  q,  ga-\-hy=i&^'p , m = -^  * 
setzen,  so  kommt 


V I 


.1»  »I  1 -.i**  '• 

: . I . ' 


I • > . ■ !'  .'■? 

- ’ ■ ' . iu|  *iM’ 


Bei  negativer  Determinante  kann  nur 


sein,  folglich 


) : I 


Bei  quadrati..<clier  Determinante  ist  die  vorhergehende  Gleichung 
unmöglich.  Hieraus  folgt: 

Die  Forme  n ino)  geholfen  hei  quadratischer  De ter- 
n^inante  q hne  Ausiianme,.  bei  negativer  iDeterminante 

nit  Ausnahme  der  Fälle  D=— Af®,  \sämmt: 

lieh  in  verschiedene  Klassen,  deren  Anzahl  folglich 
sKft  isb.fv.ergL  9-)-  '•  ' ‘ ’ 

11.  Betrachtung  des  Ausnahmefalles  Dzs—KP. 

I ... 

f I^acb  dem  Vorhergehenden  ist  nothwendig  ;ii  . : : 

1. 1 . ...  p=0,  q^ssti,  x — li  ■ i’ 
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d,  h. 


folglich 


utf' 


jfor-f  Ay=0,  m=-^i 


ym  =±3l'«a'. 


Umgekehrt,  bestimmt  man  die  relativen  Primzahlen  a und  y 

aus  der  Gleichung  — = — , ß und  d aus  ad — ß^^l,  macht  «'= 
y ff 
vm 

und  transformirt  die  Form  q>=(g,  h,  i)  durch  die  Substitu- 
tion tt,  ß,  y,  d in  q>'=^(g',  h',  i'),  so  lässt  sich  Folgendes  scbiissBen' 
1".  Man  erhält 


g(ga*  -f  2A«y-f  iy*)=— ^-jpjy*=(ym)*=2l'>u*M'’=(7. 21'  «'*; 
^«*-h2Aoy-fty»:=2l'a'*;  ^'  = 2I'u'». 

2®.  Wegen  Ay=0  geht  21'  in  hy,  folglich  in  y auf,  ds 
es  gegen  A prim  ist,  also  u'=±^  eine  ganze  Zahl. 

3®.  Es  ist  ^ = J;  ; ferner  21' w«  -|-  ^yr=0,  eine  ganze 

Zahl,  folglich  u'  Theiler  von  m.  , 

d**.  Es  ist 


A'  = (^«  + Aj')/3-KAo-}-ty)d=r(Aa+iy)d=A(raod.  y oder  21'), 
A=^(mod.  21'),  also  A'=^(mod.  21'). 


Ferner 

ig'  s=  (ha  -p  ly)*  a®,  m* 

durch  u**  theilbar,  also  Aa-f-ty  durch  u'  theilbar,  mithin  auch  A'; 
® S5 

und  da  u'  auch  in  ^ aufgeht,  so  folgt  A'  = ^ (raod.  u').  Da 

© 

endlich  2t'  gegen  u'  prim,  so  kommt  A'=  ^ (raod.  21' u').  oder 

A'=^-fo'21'«'. 

5**.  Liegt  ff'  innerhalb  der  Grenzen  0 und  u'  — I incL , so 
fol^,  dass  me  Form  <p'  sich  im  Complex  a>  befindet.  Ist  jenes 
Nicht  der  Fall,  so  sei  p'  der  kleinste  positive  Rest  von  ff'  nach  dem 
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■ ' ■■ ...  ® 

mod.  u',  und  man  erhält  (mod.  tf).  Bekanntlich 

kann  man  nun  für  3 und  S andere  Werthe  finden,  so  dass  h'..  einen 
beliebigen,  der  Zahl  ^ + j'2l'tt'  nach  ^ congruenten  Werth,  folg- 
lich diesen  Werth  selbst  erlangt,  und  dann  wird  sich  q>'  wiederum 
in  co  befinden, 

6**.  ^ und  9>'  sind  nicht  identisch. 

y 

Denn  wäre  ^=g',  h=h',  so  kommt  nach  10.  4)  0=a*/J  + »^, 

aber  t?  prim  gegen  i,  folglich  eine  ganze  Zahl;  aus  der 

vtn  y 1 

Gleichung  m'  = db  folgt  aber,  da  u — u'  ist,  mit- 

hin m=l,  welcher  Fall  stets  ausgeschlossen  wird*). 

70.  Bezeichnet  man  den  Werth  des  Bruchs — in  denklein- 
Z , . ^ 

sten  Zahlen,  durch  so  ist  entweder  «=-|^Z,  y=:-f2V,  oder 
0=— Z,  y=-iV. 

Es  verwandle  sich  9 in  tf>‘  durch  die  Substitution  -|-Z,  Z',-\-N,  • 

N'i  in  y"  durch  die  Substitution  — Z,  Z", — N,  N",  so  dass 

ZN'-Z'N=l,  —ZN“  + Z''N=l 

ist,  und  man  denke  sichZ',  N',  sowie  Z",  N",  so  bestimmt,  dass 
n>',  q>"  sich  beide  im  Coniplex  a befinden,  was  nach  dem  Vor- 
hergehenden möglich  ist.  Die  Formen  ip’,  ip"  werden  identisch  sein. 

Bezeichnet  man  dieselben  durch 

(ff',  h'.  i'),  (ff",  h-,  »•)•*); 

so  hat  man 

h'  =^ZZ'-^A(Z^'-^Z'JV)-^i^2V^ 
h"  =1— ^ZZ" + A (—  ZN”—  Z"N) — i NN” , 
ZN-Z'N=—ZN”  + Z”N=1. 


Hieraus  folgt 

Z(h'-h”)=g‘(Z‘  -F  Z")=0  (mod.  ff^ , 
N(h'-h”)=ff>(N+N”)=0  (mod.  g-); 


*)  Ist  m = l,  BO  enthält  der  Comptez  n>  nur  eine  Form. 
**}  Dbbb  die  Anfoogfglieder  gleich  «erden,  erhellt  sogleich. 
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upd  daZJV relative  Primzahlen  f>ind,«o  folgt  A' — A*=0  (mod^.  Nnnist 

+ A*=J  + p*ya'.  A'— Ä*=:j(V(e'— p*); 


/; 


fol^d^  j'— p'=0  (mod.  «'),  daher  iodem  f', 

zwischen  den  Grenzen  0 und  u' — 1 liegen. 


beide 


8".  Jede  Form  <p  Ut  also  mit  einer  von  ihr  verscbiedefien 
Form  im  Complex  a>  eigentlich  aet^uivalent,  folglich  die  An- 
zahl der  Klassen  in  u gleich 


I 3 

1?.  Betracbtnog  des  Ausnafaraefalls  D— — 

Beschäftigen  «vir  ans  zuvorderst  mit  dem  Falle  IL,,so  ist 

/ -■  c ^ . s\  ~ r 

lotglich 

' J“-h(ATm)y=0,  ii'  = db^- 

I / * , » 

tt  I Wt 

' ümg^ehrt,  macht, man  — = . so  dass  « und  f relative 

^ / 1 1 ' • 'i  - ‘ i y s 1 1 . »4t'  • 1'!' 

Ppmzablea  sind,!,,.,  ' -i.i, 


* . 


a'M  ’ 

>1  . , '•  . ■,< 


und  transformirt  <p=ig,  h,  i)  in  ®'  = (^'  A',  i‘)  durch  die  Substi 
tution  o.  /3,  y,  S,  so  lässt  sich  Folgendes  schliessen: 

'f  ‘ t . 1 ! \S  V 

1«.  Man  ,p^h8ft  , . , ,,,  .. 

!J  (</“*  + 2/my  H-(  iy^}—  (üf«+  Ay)*  3»^y*=4iny =411 

folglich  J'-lol  • 

fftfi  + 2A«y+r>»*:-üll'a'*,  x 

2®.  Man  findet  leicht 


...  i, 


(mod.  2t') 


i. 
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1 — 1 ,,  •>  ... 

,i|  )i!'>i)<,l'>Jni(  ii.\ — *i!g' — (mod.  Ä)^t  ijir.'in'tl.J 

■ :r'  !"...  ! Ili'i-'.  l’ ; -.llr.',!  I ll  Tllllil  . V 'lo 

und  daraus  folgt,  dass  21'  prim  gegen  -5—  ist.  Nun  war 

. .i  •-  II*  i“'  .i,i  . > I • jjJ«.  . ^ ^ i ' i. 

^a+(ÄT^7n)y==K),  d.j.2('«*o+ folglich  geht  in')>^Bn/,^ 
und  u'  eine  ganze  Zahl**).  , • , j. 

r'  I.  ■ ■ • l-.li  M lPi.N  ' ■ --  V'  • " 

\v 

3®.  Es  ist  ferner  21'M«  + ^5^y=0  (weil  h,  m, 

u ungerade  sind,  so  ist  ganz)»  folglich  eine  ganze  Zal|l,^ 

m'  Theiler  von  m. 

■ ' ' ; I ; 1 ' >/  ''>  I I 

4®.  Es  ist 

i .ii 

h'  — h—gaß  + 2ßyA  + tyd, 

1 1 1 ■ . ( V* 

I gerade  (indem  q>  eine  uneigentiich  primitive  Form),  ^foigiich^, 

sowie  ^,2y  durch  22('  theiibar,  also  A' — A=0  (mod.  221'),  h'=-jg 

(mod.  221').  — Ferner  i^==  (Ä«  + !Y)®+3rti*«®,''Aii+ity  durch  u' 
theiibar,  also  auch  A',  welches  den  Werth  ±»ij5y + d(A«  + tj')  b^.. 
Da  endlich  u'  als  ungerade  Zahl  prim  gegen  221',  so  Kotnifit 

2S  « 

h'=-jg-  (mod.  221'm)'.''  Man  kann  «hdi  daberv';^»  d' so  bestimmt 

2®  I 

denken,  dass  A'=^+2p'2l'u'  wird,  wo  q'  innerhalb  der  Grfen-’ 
zen  0 und  it'  — 1 iact  liegt.!  ' ■ i '■ 


5®.  Ist  diese  Bestimmung  getroffen,  sq  i$t>  ervfiesen,  idas6. 
die  Form  g>'  sich  im  Complex  <o  befindet. 

''  ' ' ' 

6®.  (p  und  <p‘  sind  nicht  identisch,  was  ebenso  wie  im  vo- 
rigen Paragraphen  erwiese»  wird.'»  1 


. ‘•'•.j  '.i, j'.' >jl>  ‘*-~h4>m  'p  I-  jiiu 

7®.  Bezeichnet  man  den  Werth  des  Bruchs  in  den 

^wrzz- 1 ; i'  . ^ 

kleinsten  Zahlen  durch  so  entspricht  den  Werthen  a=  Z, 

y=N  eine  Form  (p'=(g',  A',  i'),  während  die  Annahme  o=— 
y= — iV  zu  einer  jD»t.«'  identischen  Form  fuhrt  (vergj.,  11.  7®.). 

Eine  zweite  Form  <f"=z(g",  A",!)!")  erhält,  man,  von ^ dqr„ 


! '■  " .lA  : oT 

iD 

*)  Au«  = /?;«*  folRt  aS'®'— 48t'ffi'  = ra=:^3,  .und  dar-^. 

au«  diese  Congruenz. 

**)  .Man  beachte,  (TaA«  'aii|ccod«  «iuA  (vergl.  9.) 
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Glelchuug  — — — — — — ausgehend,  und  es  tst  zu  untersuchen, 
ob  tp',  unter  sich  identisch  sein  können. 

Rehe  in  tp',  q>"  über  resp.  durch  die  Substitutionen  o', 
p » /•  ®';  ß")  y",  d",  und  es  werde  angenommen,  dass  tp',  ip" 

identisch  sind,  so  dass  o'  = o",  h'=h".  Dann  hat  man  weeen 
, 4/*m«  „ 4y"*m>  ...  ® 

9 — ;; — zunächst  y'T/  =0.  Aus 


folgt  ferner 


gi^ + V = 9^'  + V'  = — n»/'* 


g{f^^  «'')+A(^'T^•)=»n(r'J:^''). 


Ferner  nach  10.  5)  ‘ ' ' 

■ ' . !■)  it, I.  v'l;  ,‘.t 

(A'  + A)/=j'd'j-^5'o',  (A'+A))-''=.9'd"pya*; 


folglich 


<h>  + A)  {■/^■r)y=^g'  (d'  T d">  - iy(«'  T «") , 


0=i;'(d'Td")  -yCu-T«")...  [2], 
also  nach  [l]  und  f2] 

ff  («'T  0=2»»/, 
5^(d'Td")=2m/.' 

Die  Multiplication  dieser  Gleichungen  giebt 

ffff'  («T  «")  (d'T  d")=4mV*=ffff'. 

folglich 

■UJ»  ‘I  *' 

(«'Ta')(d'T(5'')=l,  «'Ttt"=d'Td"=±l;  ' 

also  ^—9.  Endlich  nach  10.  4)  " 

(A' — A)  a's=gß‘ + 1/ , (A' — A)  =ffiS" + iy" ; 
folglich  durch  Subtiaction 

(A'-A)(«'^:0=ff(/S'T^).  ■ 
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d.  I. 

±(A'-A)=.9(^I'T/S'')/ 

folglich 

A' — A=0  (mod.  g), 

der  Faktor  ß'  + ß"  mag  verschwinden,  oder  nicht.  Nun  ist 
A'— A=2(p' — ^)2l'w, 

also 


' (mod,  «),  p':sp. 

’ • \ 

Wenn  also  9',  ip"  identisch  wären,  so  müssten  es  tp,  tp'  eben- 
falls sein,  gegen  das  vorher  Bewiesene.  1 • 

9°.  Jede  Form  q>  ist  also  mit  zwei  von  ihr  verschiedenen 
Formen  ip',  q>",  die  auch  unter  sich  verschieden  sind,  eigentlich 
aequivalent. 

Zu  demselben  Resultat  führt  die  Analyse  des  Falles  III.  Die 
beiden  Formen  q>',  tp"  erhält  man  hier  nach  den  Formeln 

— A -f-  ^ m 

— • ad—ßy=t,  u'=±-^,  g'  = H'u'*, 

' 3 

+ A(aJ-H3y)-I-»Vd,  i'= , 

3 

Hieraus  schliessen  wir:  In  dem  Falle  D=  — ist  die 
Anzahl  der  Klassen,  in  welche  die  Formen  in  uzerfal- 
len,  gleich  • 


13.  Die  positive  Determinante,  weiche  noch  übrig  ist,  bietet 
schon  mehr  Schwierigkeiten  dar,  lä.sst  indessen  eine  der  vorher- 
gehenden ähnliche  Analyse  zu. 

Erster  Hauptfall.  Aus  den  Gleichungen 

uu*  Z) 

y—Qü'q,  ga-\-hy  = »Tk‘p,  m= ^=Am®, 

(w) 

folgt,  wenn  man  noch  ^v=;a:,  *q=g  setzt. 
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XX 


.T—kuy  = l,  + Ti'uufy^ym. 

. a V ' 


Ji 


Umgekehrt,  macht  man 

. D tt  tnx — hy 

xx~kyy=:\i  wo  i=r^,  , 

so  daas'«,  y relative  Primzahlert'sHid,  ' ' > 

aS  — ßy—l. 

atiy 


und  transformirt  h,  O^rch  cMe  Substitution  «,  ß,  y,  d in 

q,'=i(g‘,  h',  i‘),  80  lässt  sich  Folgendes  schliessen. 

M'u!  I 'f'  . ',1  iti  “ ■'  • 

I.  Man  findet  .•  i il/--,;!  . ■ ü ' il 

: • . ^(^«*-4-2Ä«y +ty*)  = (S«i  + Ajr)*— A«®}’® 

I.  ,•  ^!1  I i 

..i  i.,  .•  : -.i  ....  ..  .. 

folglich  ‘ ■'  ■ ' ■ 

^a*  + 2Ao7  + iy*=a2'M'®,  , 

II.  Setzt  man  7»=:nÄ<',  , y = &y'‘ , wo ' A"  eine  ganze 

Zahl,  & das  grösste  gern.  Maass  von  t und  y;  t”,  y"  also  rela- 
tive Primzahlen  shid,''  so  kommt  — = — ^/ ' 'iT^'  Nun  findet  man 

V ,7  « «3<  I ..V 

leicht  ' 

l 

Ä"y”s(a:— 2 2^',y)^"■(raod.  Ä'y“),  ' ' 

folglich  siu‘f  <”i-Ä"/,  21'^"  relative  Primzahlen  (Da  Ä.'  prto 
gegen  m,  so  ist  es  auch  priin  gegen  f',  den  Theiler  von  m).  Be- 
zeichnen wir  also  das  grösste  gern.  Maass  von  f'x  —h^y”,  ü durch 
tp,  so  folgt  . I , ; ' 

yt“  tt ' 

t^ar— ÄV=+ipa,  a'M^'^  = i;ipy,  ' 

I ' 

u'  eine  ganze  Zahl.  V - ' 

III.  Es  folgt  ferner  - ' i .i  . i’..; 
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IV.  Man  hat 

"j  ■>!•.;/  il!i;iii 


V • 


’ .1'  ' ‘}  .1  i ....  /.:> 

. ‘ .1!  / 

. »/!.. . ...V  . ■ ' 


. + Ay)  +3(A«  + I>)'=:^^f  3(Aa  + iV),  ■ , ' 


mßyx 


i -,  • j '■ 


-^^r=zuu'ßx,  y=0(niod.  3'),  «d=t  (mod.  yoder,3')s  . .!• 
folglich  \ ^ - i ' •■  ^ iW  t , ~ 


Ferner 


A'=  A = ^ (niod.'  3'). 


i5i'=(Ao  + iV)*— i»»*«®. 


,1  . •■•I  i:  (.•■:) 


Itt  oy  3C 

a]eo.A«4:fy  durch  m'  theiibar;  aber  auch  — T^  = 3'K^a:  gaiu, 

" ® 

folglich  Ä'=0  (mod.  u%  ferner  ^=0  (mod.  «0,  folglich 

(mod.  uO-  Nun  ist  'S!  gegen  u'  prim,  also  auch  A'=-;g(mod. 

V-  _ ’ . © ' ' .1  . 

Auch  kann  man  ß,,  ß so  bestimmen,  dass  A'  = ^ + p'  3'«'  wird, 

nud  zvrMcherl  O-und  — 1 incl.  liegt.  ■ ' • ’ • ■> 

.1.1,  -.=i..  «<i  V ' ' -i  V .1* 

.1  >V.  > Ist  diese  Bestimninng  getroffen , so  üU  erwiesen/  dass  g/ 
sich  im  Complex  ca  vortindet,  welche  Wurzeln  der  Gleichung 
zur  lierechuuug  dieser  Form  auch  angewandt  wer- 
den m,ögen.  ,,  1 • 1 

r ’’ 

VI.  ^ Sind  (p,  cp'  identi.<sch,  so  folgt  wie  in  11.  6®.,  dass 
eine  ganze  Zahl  ist;  nach  dem  Vorhergehenden  aber,  w.egen  m'=u, 
folglich  küiineir  (p,  g>‘  nicht  identisch  seiu,,wenn  nicht 
y durch  j»  theilbar.  . , , . , 

11  ••  ■ ■ ' . t i:. 

Umgekehrt,  wenn  das  Letztere  der  Fall  ist,  so  sind  qtj  cpi 
identische  Formen. 

Denn  nach  II.  ist  ferner  jC—,  folglich  fO=I, 

da  es  prim  gegen  und  u Theiler  von  y°,  daher  auch  ip  Thei- 
ler  von  y°;  nun  erhellt  leicht,  dass  ip  prim  gegen  _yO  jgt^  folglich 
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^=1,  und  »'=8,  — Man  bat  ferner  y=:3t'u* 

also  nach  10.  4)  (A'~ A)«=^ß+ folglich  A'—A=0  (mod<^), 
da  g als  Theiler  von  y prim  gegen  ce  ist.’} 

VII.  Die  Gleichung  xx  — Xyy=-\.  hat  unendlich  viele  positive 
^ Wurzeln,  welche,  nach  ihrer  Grösse  aufsteigend  geordnet,  durch 
Xxf  ; x^,  y^i  x^,  y^,  u.  s.  w.  bezeichnet  werden  sollen,  so  dass 
Xi,  yi  die  kleinsten  Werthe,  aber  nicht  1 und  0 sind.  Aus 
diesen  kleinsten  Wurzeln  findet  man  bekanntlich  alle  übrigen  nach 
den  Formeln  , 


2xt=:=(xi  +y,  VT)»+(a',— y,  VT)», 


2VXyr=  (iTi  +y,  VT)»— (jTi— yi  VT)»; 

aus  denen  leicht  noch  diese  folgen: 


Xr+z'  =XzXt'  + Xyxyt', 
yr+T  =Xryr'  +yra:,'. 

Da  nun  die  Gleichung  XX — km*.  FF=1  immer  lösbar  ist,  so 
folgt,  dass  X,  mY  der  Gleichung  x* — Ay“=l  genügen;  also  wird 
in  der  Progression  yi,  y^,  u.  s.  w.  jedenfalls  ein  durch  m tbeil- 
bares  Glied  Vorkommen.  Ist  y«  das  erste  Glied  dieser  Art,  so 
erhellt  aus  der  letzten  der  beiden  vorhergehenden  Formeln,  wenn 
man  darin  r = c,  t“  succ.  = e,  ‘2e,  3e,...  setzt,  dass  ya*,  ys«,  y««,.- 
sSmmtlich  durch  m tbeilbar  sind.  — Umgekehrt  ist  «r  durch  m 
theilbar','  so  muss  r=0  (mod.  e)  sein.  Denn  wäre  meses  nicht 
der  Fall,  so  sei  t = + r' , wo  0<r'<e;  dann  kommt 

yt=Xr' yxe -{■  yz-  Xxe,  folglich  y,'  Xxt  durch  m theilbar,  aber  m als 
Theiler  von  yxe  prim  gegen  Xxt,  mithin  yr'^O  (mod.  m),  q.  e.  a. 

Wird  also  die  Form  q>‘  und  ® mittelst  der  Wurzeln  JrXz, 
±yr  hergeleitet,  so  ist  sie  mit  <p  identisch,  oder  nicht  identisch, 
jenachdem  t=0  oder  nicht  =0  (mod.  e)  ist. 

VIII.  Bezeichnet  man  den  Werth  des  Bruchs  ^ in  den 
Z 

kleinsten  Zahlen  durch  so  kann  a=Z,  y=iV,  und  auch  — Z, 

y=  — N gesetzt  werden;  man  wird  aber  nur  eines  dieser  beiden 
Paare  in  Betracht  ziehen,  da  die  entsprechenden  Formen  9',  7" 
identisch  werden  (vergl.  11.  7o.). 


•)  Wenn«  verachwindet,  «o  iat  IRX — hy  — 0,  x — A— = 0,  — prim 

»I  ’ »J  » 

gegen  X (wegen  XX — iyy  = l),  mithin  y=  + »j,  x=  + A,  m nnd  A 

SB 

durch  u theilbar,  aUo  8=1,  A=A'  = ^* 
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Was  di»  Warseln  der  Gleichung  aa;— Ayys=sl  betrifft,  so  ge- 
hören  zu  jedem  positiven  Paar  ar,  y drei  andere  Paare:  ~x,  — y-, 
“•*.  y-  Ea  gesägt  aber,  bloss  das  erste  und  vierte 
in  Betracht  zu  ziehen;  denn  das  zweite  entsteht  aus  dem  ersten, 
das  dritte  aus  dem  vierten  durch  gleichzeitige  Aenderung  der 

Zeichen  von  x und  y,  was  in  dem  Werthe  des  Bruchs 
keine  Aenderung  herbeiftihrt.  ‘ • j - r 

Dies  vorausgesetzt,  bezeichne  man  die  aus  9 ' mit  Hälfe  der 
Werthe  Xt,  Vt  resultirende  Form  durch  q>x={gx,  h%,  »V);  die  durch 
Anwendung  der  We^Hie  — resultirende  Form  durch, 

■ H\  ' t - ■ > • ' 

jh,  T») . 

I • 

Oie  entsprechenden  Werthe  von  «,  ß,  y,  d seien 

«r,  ßit  yr,  dr5  rO,  rß  > ry,  xS. 

IX.  Oie  Formet)  yx',  <pT+e  werden  identisch  sein. 

Ist  nämlich  d das  grösste  gern.  Maass  von  t und  yx’,  , 

yx=^&y°x’,  iif)  dass  grösste  gern.  Alaass  von  « und  t°Xx — h'y^x, 

so  hat  man  — Ebenso  kommt  wo  eine 

Ut 

ähnliche  Bedeutung  wie  if>  haben. 

Nun  folgt  aus  den  Formeln  in  VII. 

itryx-i^t’—yxXr+x'  =(,xx'*  — lyx'^)yx'_^ 
oder,  y'=e  gesetzt, 

jtT+B  —yxx  x-y» — y«  5 

O misst  y«,  weil  y«  durch  m,  m=<9t'’u  durch  ^ theilbar  ist,  9 
prim  gegen  Xx  (da  Xx,  yx  relat.  Primzahlen  sind),  folglich  ^ ein 
T heiler  von  yx+, , also  auch  ein  Theiler  des  grössten  gern.  Maasses 
von  t lind  yx+e,  d.  h.  Von  Ebenso  folgt,  dass  ein  Theiler 
von  ^ ist;  mithin 

■ ’ ' Setiit ' niao  ferner  ' ... 


K=V>X.-h'^y’>x.  A'=/"a:Tfe  — Ä"y°r+«, 

so  kommt 

• ^ ' I . . >1  *t  tie 

i 'Ay^rt«— A'yV=<‘’(a?Ty«r+e-*y®t«r+e)=— — i 


aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  ip  in  K'yx" , mithin  in  A'  auf- 
geht (da  ij;  offenbar  prim  gegen  y,<>  ist);  daher  geht  in  ip'  auf, 
und' da  enenso  bewiesen  wird,  dass  1/»'  In  ij>  autgeht,  so  folgt 

Theil  XV. 


Digitized  by  Coogic 


458 


Hiermit  mt  erwiesen,  dass  «rssKr-f«»  also  a«»ch  gtxzz^r^  ist. 

üra  zu  zeigen,  dass  ArSÄr+» (mod.  gi),  benutze  man  die 
Gleichungen  ' > 

I ^ i .*»1  ; • 

, tj)ai  = tOa:i  — Ao  yrO,  = 

rf»«r+*=t0a;r4e— AOyO,^e,  •^yr+»  = 31'My®T+«;  • 

aus  denen  sich  ergiebt:  . , . ; .j.,. 


H'ttto ^ '^'m  ,gt_  y«  , 


«ryr+,  — y»  «r+.  - ~ lij;  ' 


m m 


Nun  hat  man 


woraus  folgt 


{hr—h)ttt=gxßx  + iyx, 

(hx+e  — h)ax+e='gxßx+e  + iYx+e}  ^ 


(Af  — Ar.|-e)  OrO(r4-e=^T  («r+«j3r — /Sr+e«r)  — 

folglich 

(hx  — A»+e)aT«r+«=0(mod.  gx). 
Mit  Hülfe  der  Gleichungen  ‘ . 


(Ar  + A)  yx  =gxSx—  g«x , 

(Ar+e  + A)yr+e=fl'rdr+»— ^«r+» 

' ' ■■  ■ J - V.  ' 

gelangt  man  auf  ähnliche  Art  zu  der  (Kongruenz 

(Ar— Ar+e)  yryx4<=0(mod,  yx).  • 

t. 

Bezeichnet  man  also  das  grösste  gern  Maass  von  «x  Or+«,  Vt  yx+* 
durch  V,  so  ist  auch 


(hx  — Ar4-e)c=0  (mod.  gx), 

i 

und  wenn  erwiesen  werden  kann,  dass  c gegen  gx  prim  ist,  so 
wird  tolgen  hx — Ax4-«z^0  (mod.  yx),  und  <px,  ^x+e  werden  iden- 
tisch sein. 

In  der  Tbat,  bezeichnet  man  das  grösste  gern.  Maass  von 
«r,  yx+e  mit  c',  das  von  ox-i-«,  yx  mit  t",  so  ist  ersichtlich,  dass 
K=i;  i;  ist. 
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x!  i«t  zuoMehst  ■ prim  gegen  denn  H'  misat  y*,  weiches 
prim  gegen  — Man  nehme  ferner  an,  dass  e*  und  Kr  eiuen 
Primfactnr/) seroein  haben,  und  ziehe  folgende  Gleichungen  in  Be- 


tracht : 
1')' 


■ - [l]<7r^jter^4-2Aaryr-fiyr*>  - l 

[2] ttr‘V'S=tttO^, 

[3] Ar  = j|^-{- p'2('ur,  . 


. [4]AT-FÄ=^«r/Jr-|-2A«rdr4.iyrdr, 

^0y0r^g;33^r4^«.' 

Nach  [11  geht  » in  i anf,  fojdicb,  da  i ^gen  u prim,  nach  [2J 
in<0,  folglich  nach  [3]inAr>  nach[4Taiso  in  h,  folgliL-h  in  Ao,  daA=uAo, 
und  p als  in  i auigeheud  in  u'  i^cht  an%eheii  kann ; nach  [51  da- 
her wird  p in  aufgehen.  Dies  ist  unmöglich,  denn  p kann 

in  «r4-«  nicht  aufgehen,  weil  es  y,^«  misst,  und  in  i(>  deshalb 
nicht,  weil  r|;  in  u aufgeht,  u aber,  wie  schon  vorher  erwiesen 
worden,  durch  p nicht  theilbar  ist.  Hieraus  folgt,  dass  c'  prim 
gegen  ^'ur*  = ^r  ist.  — Auf  ähnliche  Art  zeigt  man,  dass  r" 
prim  gegen  ist,  folglich  c'  c'^sxB  fwün  gegen  gt,  q.  e.  d. 

X.  Die  vorhergehende  Schlüsse  erleiden  keine  Aenderung, 
wenn  «*,  iPt-h  mit  den  eatgegeagesetzten  Zeinben  nimmt, 
wahrend  die  Zeichen  von  yt,  Vr+a  beibehalten  werden,  und  cs 
folgt  daher,  dass  V97  ,'r4^a9>  ebemalls  identische  Formen  sind. 

XI.  Nach  dem  Vorhergehenden  ist  jede  aus  ep  abgeleitete 
Form  mit  einer  der  felgenden  ^ 

«-aff*!  •t»9’5 iVf  9>  Vf-fa-ti  9*-%i  9*-i 

nothwendig  identisch.' ' 

Keine  der  Formen 

( i-  . /. 

,_i9>;  e-a?»;.— aV;  i9>;  Vi’>  <Hi ■•••  9»-i 

ist  mit  m identisch ; es  fragt  sich  aber,  ob  einige  unter  sich  iden- 
tisch sein  können. 

Ich  behaupte  zunächst,  dass  e-rv;  9t,  wo  t zwischen  1 und  ' 
e — 1 incl.  liegt,  fdenlischfe  Formen  seien. 

Nach  VII.  hat  man  ar,yr  =ya,  wenn  t -f- t*  = e ist. 

( 

Da  diese  Gleichung  der  in  IX.,  von  welcher  die  dortigeo 
Schlüsse  hauptsächlich  ahhingen,  ganz  ähnlich  ist,  so  bleiben  die 
Betracbtungen  auch. fast  wörtlich  dieselben,  und  die  obige  Behaup- 
tung ist  erwiesen. 

31* 
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XII.  Endlich  soll  geze^t  werden,  dass  die  Fermen 
ipf ; ....  rpe—i  sämmtlicb  unter  einander  verschieden  sind. 

' i . i , ' ’ 

Es  seien  (i,  fi'  zwei  unterschiedene  Zahlen  zwischen  1 und 
e — I incl. ; und  es  werde  angenommen,  dass  <p/i,  tpfi-  identische 
Formen  seien,  welche  aus  7 reSp;  durch  .die  Substitutioneu 

«.  ßf  Y>  dr'V,  ß',  d' 

entstehen.  Die  entsprechenden  Werthe  von  x,  y werden  durch 
Xyu,  ytii  x^',  y/t'  bezeichnet.  - ' ,i  ’ 

Dies  vorausgesetzt,  geht  7 durch  dielerwähnten  Substitutio- 
nen (welche  beide  eigentlich  sind;  in  dieselbe  Form  über,  und 
man  hat  nach  den  Formeln  Disq.  Aritbm.  p.  181.: 


' - * •>  ^ =uX~^(ha  -\-iy)  F, 

■ ■■  ';;*•/  ß’=ßX-(hß  + id)Y. 

y'=YX  + (ya  + kY)V,  ; li 

6'=dX+  '(gß  + M)r;  , ■ 

indem  X,  F Werthe  bedeuten,  welche  der  Gleichung  JC? — iin*F*=l 
Genüge  leisten. 


Substituirt  man  nun  in  der  dritten  Gleichung  für  yti-{-ky  seinen 

7AVTu 

Werth  und  beachtet  ryii'=y'yiif  welche,  Gleicbuug  aus 

9(1— Qu'  folgt,  so  erhält  man  . ■ 1 . . • 


y^'~Xyß-\-mY.Xft...:.[\\.  '''  ' 


Berechnet  man  ferner  nach  der  ersten  und  dritten  'Gleichung 
die  Grösse  ^ß'  + Ay',  und  berücksichtigt  den  Wertl;  von  gtt-{-hy 
und  die  Gleichung  A* — •gi—hn'^,  so  kommt  ‘ 


yt*'  y^  , , . 

folglich,,..  : ,, 

Xju*  — Xx^-f-  Am  F .y^ .....  . 

■ I f ■ ' ■ r*  1 • ' . , 

Verbindet  man  endlich  [1]  und  ['2]  mit  den  Gleichungen 


yf^' -r^,u'—ity/ft~yii'~u^ßt  X(u' — x,u'— ^x,u"E  ^yßt'—/iyiti 


so  folgt 


X — .T/i’—ft,  ffl  y — y/i‘—/i’. 


folglich  y/t'—/i  durch  m theilbar,  was  unmöglich,  da  y*  das  erste 
durch  m tbeilbare  Glied  der  Progression  yityt,yt  u.  s.  w.  sein  soll. 
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XIII.  Aiu  Allem,  was  vorhergeht, ' folgt,'  dass  jede  belie- 
bige Form  q>  mit  e — 1 und  nicht  mehr  Formen,  weiwe  sowohl 
von  9>  selbst,  als  unter  einander  verschieden  sind,  eigentlich  aequi- 


14.  Die  Betrachtung  der  beiden  anderen  Hauptfölle  Ist  der  des 
ersten'  so,  ähnlich,  dass  es  genügen  wird,  nur  auf  diejenigen 
Punkte  aufmerksam  zu  machen,  wo  Differenzen  bervortreten. 

Zweiter  Hauptfall.  Hier  ist  ' 

t * 

Ät— 23'm*,  ä ^ -jgp- 2p2l'« , Am*, 

A=1  (mod.  4),  • 

« ungerade,  xx—Xyy=A.  Der  Bruch  ^ erhält  den  Werth 
ind  man  findet 

^ (t"a:— A”y ")=|-(a:  - ®'y)/„(mod.  i'y”),' 

\ (Sf-Ä'j,).  + X'€'^V*=  I ; 

l'y®  prim  gegen  | A®y"),  eine  ganze  Zahl,  in- 

em  ^ das  grSsste  gemeinsch.  Maass  von  u und  ^(t®^  — A®^®} 
»deutet;  / •' 

if, 

Die  Differenz  h'—h  ist  hier  durch  2X'  theilbar*),  und  u'  als 
•gerade  Zahl  gegen  221'  prim,  weshalb  h'  = -^  -f2^'21'u'  wird. 

Die  Gleichung  xx  — kyy=A  erfordert  offenbar,  dass  x,  y 
:ide  gerade,  oder  beide  ungerade  sind;  ist  sie  in  relativen  Prim- 
blen  nicht  lösbar,  so  kann  sie  wenigstens  mit  Hülfe  solcher 
ertbe,  welche  den  Factor 2 haben,  gelüst  werden,  da  die  Glei- 
ung  XX — A^y=l  immer  möglich. 

Bezeichnet  man  die  kleinsten  positiven  Wurzeln  (^»=±2,  «=0 
sgescblossen)  mit  Xi,  yi,  so  sind  alle  übrigen  positiven  Wur- 
In  in  folgenden  Formeln  enthalten: 


*)  Man  hat  hiebei  an  beachten,  daM  g und  ( gerade  Zahlen  eind. 
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VA^r  = (^*i+^yiVA)»— (^«1— |-yiVA)»; 

worüber  'art.  209.  Disq.  aritbm.  zu  vergleicheD.  Hieraus  folgt 
2x»+»'  =xtXx'  + A^ry,'. 

^r+r'  =Xxyt>  + yTa:»;  - 

Die  in  13.  VII.  folgendeu  Schlüsse  behaltsn  Krall,  da  in  ungerade 
ist.  Statt  der  Gleichung 

xiyr+» — yiOTT  f* =y* 

I f • . , 

in  IX.  kommt 


«lyr+e  — yia:r+e  = %e , 

Überhaupt  aber  bleiben  die  in  IX.  gemachten  Schlüsse  mit  An- 
nahme von  geringen  Modilicationen  dieselben. 

Statt  der  Gleichungen  in  XII.  hat  man  die  folgenden: 

2af=ttX — (Ao+  iy)  Y, 

2^'=|SA:-(*/J+id)Y,-  I 

2/=yA' + (y«+Ay)F,  ^ i 

• 2d'=dA  + (y^+Ad)F;  ' ' 

I 

WO  X,  F Werthe  bedeuten,  welche  der  Gleichung  ‘ 

AA— Am*.  FF=4  I 

genügen. 

15.  Dritter  Hauptfali.  Die  Gleichung,  aus  welcher  t,, 
zu  bestimmen,  ist  hier 


a mx  — 2Ay 

V~~  2yy 


ferner 


Afs^sl  <raod.  4>),  A®— yr»=jAm*,  a:*— Ay*  = 4,  2A=i| 

1 ' 

A'y®  prim  gegen  'vie  im  vorigen  Falle,  t» 

grilssto  gemeinschaftliche  Maass  von  u und^ft^s: — A*^**),  s— 9 
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Dass  ^ und  keinen  uiieeraden  Faotor^ gemein  haben,  erhellt 
sogleich.  Hatten  sie  den  Factor  2 gemein,  so  wäre 

gerade;  t"^.,wird  ungerade  sein,  da  es  prim  gegen  y\  wird 

ebenfalls  ungerade  sein,  wegen  der  Gleichung 

- 1 

(2^  ^3  — ^ ~ ^ i=l  (mod.  4,),' 

folglich  ungerade.  Ist  nun  gerade,  so  ist  K un> 

gerade.  Ist  aber  ungerade,  so  muss,  weil  ^y=^f^y'‘  ge- 
rade ist,  & gerade  sein,  ebenfalls,  und  auch  A'=®'t-|-2(2(', 

folglich  A wiederum  ungerade.  Es  ist  also  gegen  y”  prim. 

Was  über  die  Wurzeln  der  Gleichung  xx  — Ay«=4  in  14. 
gesagt  worden , gilt  hier  ebenfalls.  < — Statt  der  am  Ende  in  14. 
betrachteten  Gleichungen  bat  man  die  in  13-  XII.,  wo  dann 

. V»  l 

ist 


16.  Die  vorhergehenden  Betrachtungen  führen  uns  also  zu 
dem  schönen  Satze: 

Sind  bei  positiver,  nicht  quadratischer,  Determi- 
nante (D)  Xi,  yi;  .Tj,  ya;  .Ts,  ^3;  etc.  die  nach  ihrer 
GrBsse  aufsteigend  geordneten  positiven  Wertbe  der 
G leicbung 

/> 

- * ’ 

oder  der  Gleichung 

.i"  -4 

~ jVju  yn—^’ 

4D 

^0  oder  ~ 1 (mod.  4.),  sodassarj,  yi  die  klein- 
sten Werthe  mit  Ausnahme  von  x=l,  ^—0;  x=2,  y=0 
im  einen  oder  andern  Falle  bedeuten;  ist  ferner  ye  das 
erste  durch  m theilbare  Glied  in  derProgression  y\, 
y^,  etc.;  so  beträgt  die  Anzahl  der  Klassen,  welche 
mit  / zusammengesetzt  F geben,  den  eten  Theil  von 
der  in  9.  bestimmten  Anzahl  aller  im  t'omplex  m ent- 
haltenen Formen. 


Digitized  by  Google 


464 


17.  Oie  positiven  Wuraeln  der  Gleichung /i  ‘ 

. . . .»  • ^ 

V • 

findet  man  eucc.  nach  den  Formeln 

, Xi=z'2xi.x^—Xi , a:4=r2ari.xs— a:*,  etc.; 
y2'=2x,  .y,,  ya=:2x,.y.^— , y4=2x,.y8— y, , etc  ; 

die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung'  . i 

nach  den  folgenden: 

x»=Xi.Xi— »-2,  Xs=cxi.X2 — Xi,  X4=X|.Xs — Xa,  etc.; 

t 

ya=x,.y,,  ys  =a?i.ya— yi . y4=ar,.yj-ya,  etc. 

• * 

Zu  hemerkeii  ist,  dass  man  indessen  nur  die  zueite  Propcssiw 
in  Bezug  auf  den  vorliegenden  Zweck  zu  berechnen  braucht,  das 
es  sogar  nicht  auf  die  ^soluten  Werthe  der  Glieder 
ankomiiit,  sondern  nur  auf  die  Reste  derselben  nacu  <lem  ni«i. 
m,  weshalb  sich  mancherlei  Abkürzungen  anbringen  lassen. 

Oie  Gleichung 

4/>  . 

lässt  sich  in  allen  Fällen  nach  der  von  Gauss  entdeckten  Me- 
thode (art.  198.),  und,  wenn  V mit  Hülfe  der  Ket- 

tenbrfiche  lösen.  In  unserm  Falle  ist  immer 

Ist  1=1  (mod.  8.),  so  ist  die  Gleichung  xx— Ayy=4  in  reUäru 
Primzahlen  nicht  lösbar;  denn  da  x,y  neide  ungerade  sein  mäs- 
ten, so  wäre  das  erste  Glied  durch  8 theilbar.  Ist  1=S  (mod.4 
so  sind  die  kleinsten  Wurzeln  bald  ungerade,  bald  gerade. 

Wenn  Xj , y^  gerade  sind,  so  folgt  aus  dem  Bildaogsgeseli. 

der  Progressionen  Xj,  x^,  x^, yi , y^,  ya,-—s  dass  alleV^ir 

zell)  gerade  sind.  Sind  Xj,  yi  uimerade,  so  folgt  ebenso,  dasl 
Xr,  Vt  gerade,  wenn  r=0  (mod.  ö.),  in  allen  übrigen  Fällen  a-! 
gerade  sind. 
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18.  Die-'  vorhergehenden  MUnterauchuBgen  stehen  nütidem 
Verhältniss.  welches  die  AJengen  der  Klassen  in  swei  verschie> 
denen  Ordnungen  zu  einander  haben,  in  einem  merkwürdigen 
Zusammenhänge.  ' ' ‘ I . ^ 

Es  seien  O,  Ö',  O"  drei  beliebige" Ordnungen  fiSr  dieselbe 
Oeferminante  D,  welche  resp.  die  Formen  ' *' 

F=s(A,B.C);  f=(a',b',c')  . 

• I t 

enthalten;  JU  sei  das  grösste  gemeinschal'tliche  Maass  von  A, 

C,  und  m,  m'  haben  eine  ähnliche  Bedeutung  in  Bezug  auf  die 
Formen,/,  /*;  auch  sei  und  m prim  gegen  m'.  Die 

Alengeu  der  Klassen  in  den  Ordnungen  0,  O"  werden  respect. 
durch  L,  L"  bezeichnet.  Endlich  sei  H-‘  «'me  beliebige  Klasse 
der  Ordnung  O'.  , ,,  , 

Dies  vorausgesetzt,  giebt  es  nach  dem  Vorhergehenden  stets 
Klassen  aus  der  Ordnung  O",  welche  mit  Ül'  zusammengesetzt  eine 
befiebige  Klasse  K der  Ordnung  O hervorbringen;  diese  Klassen 

seien  a",  A"i  , A"r— 1>  ihre  Anzahl  also  r;  den  Complex 

derselben  bezeichne  man  durch  W.  . ‘ * 

I !'  ■ I ; • '■ 

Es  sei  nun  Ki  eine  von  K verschiedene  KIgsse  der  Ordnung 
O,  Ki  = q>  + wo  <p  eine  eigentlich  primitive  Klasse  bedeu- 
tet*), und  W der  Complex  der  Klassen  ■ i.  • • t 

q>-\rK",  g) A'j)  g)  + , ! 

welche  offenbar  sämmtlich  in  die  Ordnung  O"  gehören,  und  unter 
einander  verschieden  sind.  Jegliche  Klasse  aus'  W wird  mit 
if' ‘zusammengesetzt  A,  geben,  woraus  iolgt,  dass  W,'W*  keine 
Klasse  gemein  haben  (indem  jede  Klasse  aus  fV  mit  K'  zusam- 
mengesetzt die  von  Ki  verschiedene  Klasse  K erzeugt).—  Ueber- 
diess  muss  jede  Klasse , welche  mit  K‘  zusammengesetzt  Kt  her- 
vorbringt, in  W"  enthalten  sein.  Denn  es  sei  Ki  — K'-{-L,'L  aus 
der  Ordnung  O",  L=(p-\-  L',  also  L'  ebenfalls  aus  der  Ordnung 
O",  dann  ist 

Ki=<p-\r  K‘  ■\-I/=<p;\rK,  , , 

folglich  K'\h‘  mit  K identisch;  da  also  A aus  der  Zusammen- 
setzung von  K‘  mit  der  Klasse  V entsteht,  so  muss  L'  mit  einer 

der  Klassen  A",  K!\, K“r-i,  folglich  L mit  einer  Klasse  aus 

W identisch  sein. 

( 

Ist  ferner  eine  von  A,  Aj  verschiedene  Klasse  aus  O,  so 
erhält  man  ebenso  r neue  Klassen  der  Ordnung  O",  welche  mit 


*)  Ueber  riie  Anwendung  dei  Additionszeichent, 
(etiiing  der  Formen  oder  KliiMen  xii  bezeichaeo, 
art.  2t9. 


um  die  Zuiammen- 
I.  m.  Dieg.  Aritbm. 
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A!'  auäammengesetzt  ATj  geben,  hnd  sowohl  nnter  sich,  als  von 
de«  Klassen  in  <iH'.  W"  verschieden  sind.  - < l >«  - M-ii  ■ 


Schliesst' man  so  Tort,  bis  alle  Klassen' in  0 erscjiüßilt  sind, 
so  hat  man  rL  Klassen  aus  O"  erhalten,  und  ausser  dies^ti  kann 
beiue  mehr  übrig  sein,) da  jede  Klasse  aus  O"  mit  K'  zusammen- 
gesetzt eine  Klasse  aus  O hervorbringt.  D^er  folgt  L"=rL. 


Setzt  man  M=m,  so  erhält  man  den  besondern  in  den  Disq. 
arithm.  Art.  253.  betrachteten  Fall;  nämlich,  \ten»  r die  Menge 
der  eigentlich  primitiven  Klassen  bedeutet,  welche  mit  einer  be- 
Kebigen  Klasse  der  Ordnung  O zusammengesetzt  eine  bdRebige 
Klasse  derselben  Ordnung  hervorbringen,  so  beträgt  die  Menge 
aHer  Klassen  der  Ordnung  Oden  rtenThml  von  der  Menge  aller  Klassen 
der  eigentlich  primitiven  Ordnung.  Die  Zahl  r kann  .man  fSr  jede 
Determinante  nach  dem  Vorhergehenden  bestimmen,  folglich  lässt 
sich  die  Menge  der  Klassen  in  jeder  Ordnung  bnden,  wenn  man 
die  Menge  der  eigentlich  primitiven  Klassen  kennt.  ^ 

Versucht  man  z.  B.  die  itlenge  der  Klassen  io  der  uneigeot- 
licb  primiL  Ordnung  zu  bestimmen,  so  findet  man  nach  9.  zunächst 
13  ’ ' 

(m=2,  tr=2  > 2 setzen)  (i  = l oder  3,  jenachdeni  oder 

5 (mod.  8)  ist;  daher  r = l im  ersten  Falle.  Im  anderen  Falle 
Ist  bei  negativer  Determinante  r — 3,  ausgenommen  0=— 3,'  wo 
•I  ■*  t - / ■ . ‘ /*  , . 

r=jfi=l  ist.  Wenn  endlich  D^S  (inod.  8.) , und  positiv,  so 

hat  man  6 = 1,  3,  also  r=3,  1 resp.,  jenachdeni  die  kleinsten 
Wurzeln  der  Oleicfauhg  xx-~uyy~i  gerade,  oder  ungerade  sind. 
Hieraus  folgt;  , I 

Bezeichnet  man  die  Menge  der  Klassen  in  der  eigentlich  pri- 
mitiven Ordnung  durch  L,  die  in  der  uiieigentlich  primitiven  Ord- 
nung durch  L',  so  ist  L'  = L,  weun  1)^\  (mod.  8.);  oder  wenn 
D = — 3;  oder  wenn  />.  positiv,  =5  (niorl.  8.)  und  die  kleinsten 
Wurzeln  der  Gleichung  xx—Dyy=i  ungerade  sind.  Dagegen  ist 

L'  = g l/Iii  allen  übrigen  Fällen.*)  , i • v 


19.  Die  Theorie  der  Zerlegung  der  quadratischen  Formen,  welche 
wir  hier  mitgetheilt  haben,  ist  vvlqg  allgemein,  ln  den  Disq. 
Arithm.  wird  nur  der  specielle  Fall  zur  Sprache  gebracht,  wo  die 
gegebenen  Formen  aus  derselben  Ordnung  sind,  und  dieser 
wiederum  auf  einen  noch  einfachem  Fall  zurüekgeffihrt  (cf.  art.  251). 
Hierauf  wendet  sich  Gauss  zur  Auflüsung  der  Aufgabe:  „Die 
sämmtiichen  eigentlich  primitiven  Klassen  zu  bestlmmeo,  welche 
mit  der  einfachsten  Form  einer  Ordnung  zusammengesetzt,  diese 
Form  selbst  geben,  und  findet  zunächst  eine  endliche  Menge  von 
Formen,  welche  in  Bezug  auf  diesen  besondern  Fall  mit  unseren 
Foriueii  im  Coraplex  <u  Übereinkommen.  Was.  endlich  die  Classi- 
fication dieser  Formen  betrifft,  so  wird  art.  256.  V.  gezeigt,  dass 
sie  in  verschiedene  Klassen  gehören  bei  negativer  und  quadrati- 
scher Determinante,  ausgenommen 


‘ V)  Die  I uaeigeutUch  iirimitive  Ordnung  exiatirt  nur,  wenn  D = \ 
(iiiod.  4.)  iat. 


Digitized  by  Google 


467 


üz=-n^.  ■^■=  - |m*. 

!l!.A  .■  .1  . 

und  ohne  Beweis  angemerkt,  dass  im  ersten  dieser  Ausnahme* 
iäile  immer  je  zwei,  im  andern  immer  je  drei  Formen  eine  Klasse 
bilden.  Die  positive  Determinante  betreffend  sagt  Gauss*):  „Pro 
casutertio  autem,  ubi  Destnumerus  positivus,  non  quadratus,  regulam 
generalem  pro  coraparanda  multitadine  lorntarum  pr.  prirait.  in 

y « y,  F", cnm  niultitudine  classium  diversarnm  inde  resul- 

tautiuro,  hucusque  non  habemus.  Id  quidem  asserere  possumus, 
haue  vel  illi  aequalem,  vei  ipsius  partem  aliquotem  esse;  quin 
etiam  nexum  singulärem  inter  quotienteni  horum  numerorum  et 
valores  minimos  ipsoruin  t,u  aequationi  tt — Duu=AA  satisfacien- 
tes  deteximus,  quem  hic  explicare  niinis  prolixiim  foret;  an  vero 
possibile  sit,  ilium  ^otientem  in  oranibiis  casibus  ex  sola<iiispe* 
ctione  numerorum  D,  A cognoscere,  de  hac  re  nihil  certi  pro- 
nunciare  possumus." 

»■••‘Der'  unbekannte  Quotient,  von  welchem  hier  die  Rede,  ist 
cMe  im  Vorhergehenden  mit  e bezeichnete  Zahl,  deren  Bestim- 
mung lediglich  darauf  zuräckkomint,  das  erste  durch  m theiibare 
Glied  der  Pre^ression  iy, , y^,  y^,...  zu  ermitteln.  Es  scheint,  als 
wenn  Gauss  mit  dem  Ausdruck  „nexus  sin^ularis"  diese  Bezie- 
hung der  Zahl  e zu  den  Wurzeln  der  Gleichung  xx — XyyxiA, 
oder  XX — Xyyz=zA  nicht  gemeint  haben  kann;  denn  sonst  wQrde 
er  picht  gesagt  haben:  „regulam  generalem  non  habemus." 

’ / 

20.  Da  man  bet  den  vorh^ehenden  Untersuchungen  die 
kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  xx — Dyy=A  kennen  muss,  und 
dieselbe  in  der  Zahlentheorie  Oberhaupt  von  mannichfachem  Nutzen 
sein  kann,  so  mag  darüber  noch  einiges  beigebracht  werden,  w’o- 
bei  wir  auch  die  Gleichung  xx — = — 4 berücksichtigen.**) 

Die  Gleichung  xx — Dyy=:^4  ge^ttet  zunächst  eine  Re- 
duction  auf  die  einfachere  Gleitung  .r:;r—/>'2w=:£l,  für  welche  her 
reite  Tafefn  vorhanden  sind,  in  folgenden  Fällen. 

Wenn  D~Q  (luod.  4.),  und  t,u  alle  Werthe  der  Gleichung 
tt— jß.Ki»=dbl 

bedeuten,  so  sind  x=2t,  y — u alle  Werthe  der  Gleicbiiiig 


XX — Dyy  = :VA. 

ln  den  Fällen  D=1  oder  3 (niod.  4.),  D=\  (niod.  8.)  können 
X ,ppdl,3r  nur  beide  gerade  sein,  und  x—lt,  y—'iu,  sind  alle 
Werthe  der  Gleichung 


•)  |>ag.  398. 

**)  D ist  positiv  und  nirlil  qiiadrsliscli. 


Oigilized  by  Google 


46g 


XX  — Dyy=.^i, 

wenn  t,  u alle  Werthe  der  Gleichung 

I , * I » . , * . , 

. I tt — Dun^^l 

bedeuten. 

Ex  bleibt' alxo  nur  der  Fall  ^=5  (mnd.  8.)  übrig.  Alle  De- 
terminanten D von  der  Form  8n-f-B  zerfallen  In  zwei  Klassen. 
In  die  eine  gciiiiren  diejenigen,  für  welche  die  kleinsten  Wurzeln 
der  Gleichung 

xx  — Dyy=±A  • - 

doppelt  so  gross  als  die  kleinsten  Werthe  der  Gleichung 

tt — = 

sind  (wenn  die  letztere  Gleichung  für  das  untere  Zeicheo  über- 
haupt lösbar  ist);  in  der  andern  Klasse  sind  diejeiiig^i  Deter- 
minanten, für  welche  die  Gleichung  . * ' > 

XX  — Dyy=J;4 

in,  relativen  Primzahlen  lösbar  ist.  Zwischen  ö und'  1005  giebt 
es  126  Werthe  D=8n-f5,  von  denen  die  folgenden  32  von  der 
ersten  Art  sind:  37,  lOl,  141,  189,  197,269  , 3'25,  333,  349,373, 
381, 389  , 397  , 405  . 483  , 557,  573  , 677  , 701,  709  , 757,  781,  813, 
829  , 877  , 885  , 901,  909,  9‘Ä,  933,  973  , 997. 

Um  zu  entscheiden , ob  die  Gleichung  - * 

f ■ . ^ » 

XX — -Oyy—JiA  • '■  ■■■• 

in  relativen  Primzahlen  lösbar  ist,  oder  nicht, ' verwandelt  man 
V/1  in  einen  Kettenbruch.  Findet  sich  kein  vollständiger  Quo- 
tient mit  dem  Nenner  4,  so  ist  die  Gleichung  nach  einem  bekann- 
ten Theorem,  vorausgesetzt,  dass  Z)>t6,  in  relativen  Primzahlen 
nicht  lösbar.  Findet  sich  * der  Nenner  4 , so  merke  man  Folgendes: 

I)  Wenn  die  ungeraden  Werthe' a;,  y die  Gleichung 


XX — Dyy=—4 

befriedigen , so  ist 

(arx -F  2)»  — Z)  (ary)»=  = -F  4 , 

wo  XX +2,  xy  ebenfalls  ungerade  sind,  d.  h.  wenn  die  Gleichung 
XX — Dyyrr:  — 4 

in  relativen  Primzahlen  lösbar,  so  ist  auch 
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xx—Drr=z+A  ij.,; 

in  relativen  Primzahlen : lüa^bar. 

2)  Sind  X,  jy  die  kleinsten  positiven  Werthe  der  ersten 
Gleichtmg,  so  wird,  behauptet-;/  dass  ‘ A=:.-Kr  4- 2,,  :die 

kleinsten  positiven  Werthe  det  andereu  Gleicbuoj!;  -sein  vVer&o.-i. 

Wäre  dies  nicht  der  Kall,  so  bezeichne  man  die  kleinsten 
(positiven)  Werth'e 'dhr  Glhlchnng  ' • . 'it.u.i.i: 

«— Z>««  = + 4 

t-.-s’'  .*  • 

durch  t.  u,  so  dass  also  t -<  A‘,  « < K ist.  Die  Multiplicalion 
der  Gleichungen  .... 


giebt 


*•  ’i*..*  r»  /iJr  '..II 


tt  — Duu  = + 4 


\ V 


tx — Duy  ty  — ux  „ 

2~ — ’ ^ 2 — ganze  Zahlen  sein  werden,  da  x und  y, 

ebenso  t und  u,  beide  gerade,,  oder  beide  ungerade  sind.  Die 

Zahl  {ty—ux)  ist  positiv,  da  offenbar  > Die  andere  Zahl 

1 3 

2 (kr — -Du^)  anlangend,  nehme  inan  zuvörderst  an,  dass  y'^u  sei. 

Demnach  folgt  durch  Multiplication  der  Gleichungen 
xx=Pyy—^,  |t==  Duu -k  4 , (kr)*  — (Duy)*=i{Dyy—J}uu—i), 

welcher  Werth  positiv  sein  muss,  indem  yy—nu^-^'\at,  folglich 
tx — Duy>0.  Setzen  wir  also 


> t 


^{tx—Duy)  = T , ^{ty  — ux)=V-, 
so  slnd'^  F,  U positive  Zahlen , welche  der 'Gleichung'’  ’ 


TT-DüülL-i 


‘i->i 


•I  t.  -,-  -i.-,.  .„I, 

■ >.i  i:  .-  -i  - 


genügen,  mithin  nicht  kleiner  sein  können  als  x.  y resp.  Nun 
erhält  man  mit  Hülfe  der'  vorhergehende!}  Relationen  aus ‘dm 
Gleichung  ' ' i , ’ ' ' • 

Ö 1-  l-.l.»  .... 

tt — Duu=+4,  2x=Tt\-DUu,  ’ly—Tu-^-Vt, 

. , . .'4  .1 
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folglich  « i rf'.i  — 

2^~an#+y<,  (2— 

l \ y‘.  . ’ : I - , *1 

nnd  dies  iet  aamögiich.  da  die  \V«rtbe  (=i2,  ussO  ausgeschlos- 
sen sind,  und  t nkhl  kleinw  als  2 sein  kann.  • • i-j. 


Hieraus  folgt  u<^y,  t>x.  Nachden  diM  bewiesen  worden, 
hat  man 


» \ W 


folglich  i . 1=  • 

Z>tty  — te>0,  T=^{Duy—tx),  C7=i(ty— ux) 

4 \\ 

positive  ganze  Zahlen,  welche  die  Gleichung 


TT—DVÜ=:—A 

befriedigen,  also  nicht  kleiner, ‘sein  kOnnen  als  x,  y resp.  Es 
folgt  ferner 

2t=  Fx +/)t7y,  ' . ■ 

2»s  = Ty+  Tx;  •'  ' • j I 

mithin 

^t^^xx^Dyy,  2u^xyfyx, 

d.  h.  t^xx-h^,  u^xy,  was  der  obigen' Annahme  wider- 
spricht. -Wir  scbliesseii  also,  dass  X=.xx +2^  Y~xy  dif 
kleinsten  Wertbe  der  Gleichung 

•.  ii  ' . - ...  . , 

XX  — Dyy=.  + 4 

j a 

sind.  • » • . 


3)  Vorausgesetzt,  dass  in  der  Entwickelung  von  VD  eij 
volbtändiger  Quotient  mit  dem  Nenner  4 vorkomrot,  setze 'man 
dieselbe  soweit  fort,  bis  dieser  Nenner  zum  erstenmal  er4 

scheint,  und  berechne  den  vorletzten  Näherungsbmch  Es  läss^ 

sieh  sogleich  erkennen,  oh  pp— Dqq=i-\-i,  oder  pp—Dqq=—‘ 
ist  Trifft  der  erste  Fall  ein,  'so  sind  x=p,  y—q  die  kleiastei 
positiven  Werthe  der  Gleichung 

1 ' . ' ' r ' 

xx  — Dyyz=  + A, 
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und  man  kann  sicher  schliessen.^  4^^.  4'^  Gleichung; 

,1 ..  , 

in  ungeraden  Zahlen  'nicht  löshar  ist;’  denn  wäre  'dies''d(er  Fall, 
so  mflssten  ihre  kleinsten  .Wurzelfi  p‘,  q'  offenbar  > alsresp. 
q sejn,  was  wegen  p=p';>'+2,  q=p'q‘  (vergl.  2))  unmöglich  ist. 
— Findtet  sich  Kb« .»a  — i>yo5=“-4.,j8i»i  siiM  v=^p,.A}fi=iq  dje 
kleinsten  (positiven)  Werthe  der  Gleichung 

i - '■  ’»  — V 

a-x  — Dyy=z—A-, 

.1  i!' ' ■•I.  •.'»liil  iil.;  ,,,y 

die  Gleichung  „,i,  ....  . 


. -.lu.  ,i-.!-.!nÖ7-:.s  li- i , auc-^  Dyy  =f -\r  i ‘ü  ,1  .-r.l. 

ist  da^in  ehenrallg  iif  relativen  Primzahlicn,  lushar,  und  'xt=pp%'^, 
y—pq  ihrek  kleinsten  Wurzeln.  . . ^ 

. ,tr  .it.,.iv.  T .;i!. ■ j..' 

Nach  diesen  Principien  ist  die  diespr  Abhandlung  beigefngte 
Tafel  berechnet.  Man  findet  in  der  ersten' Oolumne  alle 'Zahlen 
D von  der  Form  8n-|-5  zwischen  5 und  1005  mit.  Ausnahme  der 
32  vorhin  aufgestcllten  Werthe,'  für  welche  keine  Auflösung  in 
ungeraden  Zahlen  möglich , fst.  In  der  zweiten  ;C.olunmc  stehen 
die  kleinsten  positiven  Wurzeln,  welche  sich  auf  die , Gleichung 


\.  . 


^ ^ xx  — Dyy  — — 4 

beziehen.  Sobald  D mit  dem  Zeichen  * versehen  ist, 'ln  den  fibri- 
gen  Fällen  der  Gleichung  " 

XX — Oyy  = +4'  . ‘ 


genügen. 


4)  Mehrerer  V'ollständigkeit  wegen  bemerke  ich  noch  Folgen- 
des. Wenn  die  Determinante  das  Zeichen  * nicht  fuhrt,  die 
Gleichung  . 

xx  — Dyy=z  — 4 . 

also  in  relativen  Primzahlen  nicht  lösbar  ist , so  lässt  die  Gleichung 


_V  I ; U — Duu=  — t f 

keine  Auflösung  zu,  ist  also  xx — Dyy— — 4 überhaupt  nicht  lös- 
bar. Denn  .die  Multiplication  der.Gleichungep  . , ' 

XX  — Dyy=-\-A,  tt — Duu='—i  • ' ''b-'' 

gäbe 

(te  + + «tr)*  = — 4, 

wo  tx\Duy,  ty -\-tix  offenbar  ungerade  Zahlen  wären,  welche 
der  Gleichung,  i.  ...  ...  , 
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'■  xx—Dyy  ssi'^i'’'' 

nach  der  Voraussetzung  nicht  genügen  können.  — Wenn  die  De- 
terminante das  Zeichen  * fuhrt,  die  Gleichung  , 

’ ■■  i-  xx~Dyy=±‘--i  • ■ ■ 

also  in  felatken  Primzahlen  l9sbar  ist,'  so  iXsst  die  Gleicbnng 

!•  ' 1*-‘  ..,>1 
tt — Duu= — 1 

; . “ ' . y,  1 — • i.  • 

Auflösungen  zu,  ist  die  vorhergehende  Gleichung  also  auch  ie 
geraden  Zahlen  lösbar.  ' ‘ 

Um  das  letztere  zu  ^meiseti,^  bemerke  ich  zuvörderst,  das^ 
ler  E 
ständ 

VD+J 


^ass  tsaao  ■wsiav'av« 

in  der  Ent\Yickeluiig  v.on  der  Nenner  4 höchstens  in  zwei 
voHständigeii ' QuoHehten 


Vorkommen'  kanii.’,  fti  der'That,  es 

ii!‘>\.  ■ \/i)  • 

ein  vollständiger  Quotient,  tvelcbem  vorher- 

>•'  .ii-  • • ; 'I- 


.1  > . 


geht;  dann  ist  bekauntlicli 

' ‘ ■■  V' 


sein,  dass  D — JJ  durch  4 theilbar  ist,  wie  es  nach  der  ersten 
Gleichung  sein  , soll,  nämlich  die  Werthe  J=sa,,a  — 2,  oder  die 
Werthe  J=a — 1,  «— 3,  jenachdem  a ungerade,  oder  gerade  ist, 
folglich  können  in  einer  Periode  (welche  nicht  zwei  identische 
vollständige  Quotienten  enthalten  kann)  nicht  mehr  als  zwei  voll- 
ständige Quotienten  mit  dem  Nenner  4 Vorkommen. 


Wäre  nun  die  Gleichung 

tt—  Duu—- 


•>  » 'l''' 
■ I ....  • 


1 


Ii -■  ■ ■■  -i-.j- 

nicht  lösbar,  so  müsste  die  Periode  des  Kettenbruchs  von  VD 


bekanntlich  geradgliedrig  sein,  und  wenn  wir  die  aufeinanderfol- 
genden vollständigen  Quotienten  mit  dem  Nenner  4 in  der  unend- 
lichen Entwickelung  von  yD  durch  -'1  ■ 

VD+J  yD±J‘,  VD+J"  VD-\-J'* 


...  . 4 ’ 4 ’ 4 ’ 4 ’ 

• »I  . r.  . \ * -•*  * f 

bezeichnen,  so  erhellt  leicht,  dass  die  denselben  vöraMgÜheadca 
Näherungsbrüche  sänimtlich  die  Gleichung 

XX  — Dyy  — — 4 

lösen  würden,  woraus  folgt,  dass  die  Gleiphung 

' ‘ I -■  * 

, , XX  — Dyy=  -f  4 

-1  !•>■/  .0, !,■  ^ 

in  relativen  Primzahlen  nicht  lösbar  wäre,  gegen  1). 
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5)  Ist  die  Gleichung 

xx  — Dyyz=i^A  , . * 

in  relativen  Primzahlen  liVsbar,  sind  x,  y die  kleinsten  Wurzeln, 
und  macht  man 

x^'=xx~2,  y"=xy;  x'"=tx"  ~x , ^'=zxy" — y\ 
so  sind  (17.)  xf",  j/"  die  kleinsten  geraden  Wurzeln  dieser 
Gleichung,  folglich  2 


XX-DYY=z^l. 

Man  6ndet 

x"=x*~:ix.  y”=/)y»+%. 

Wenn  also  die  Gleichung  , 

XX — Dyyz=-{-  4 

in  ungeraden  Zahlen  lösbar  ist,  so  müssen  die  kleinsten  Wurzeln 
den  cubischen  Gleichungen 

x^—Zx — 2X=0, 


Dy»+Zy  — 2Y=0 

genügen,  wo  JT,  Y die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung 
XX-ßYY=l 

bedeuten.  Die  cardanische  Pormel  giebt  folgende  Werthe: 

X = V{X  + YVD)  + V(X-  YVD) , 

3 /r  X 1\  , 3 /F  A 1\ 

y = V (5  + B j ’ 


welche  unter  einer  irrationalen  Form  erscheinen.  Dieses  Umstan- 
des wegen  hat  man  x und  y durch  eine  andere  Betrachtung  aus- 
zumitteln. 

Die  Gleichung 

x^  — Zx  — 2A=0 


hat  nur  eine  reelle  Wurzel,  von  der  wir  schon  wissen,  da.ss  sie 
eine  ganze  Zahl  sein  muss.  Die  Funktion  x^  — Zx — 2X  wird  ne- 

3 3 

gativ  für  x—V'^X.  Ich  behaupte  ferner,  dass  sie  für  x=\/2X■^-l 
positiv  wird.  Für  diesen  Werth  findet  man  nümlich 

x*-Zx—2X = 3(  V220*  - 2, 

Theil  XVI.  32 
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welcher  Ansdruck  positiv  ist.  Setzen  wir  also  V^X=a—t,  wo 
r einen  positiven  lichten  Bruch  bedeutet,  so  liegt  ar-zwischen  a—i 
und  a — 1+1,  folglich  ar=a. 

Die  andere  Gleichung  beheffend  , wird  die  Funktion 

3 2 F 3 2 F . • , 

positiv ßr y=  V ^ • Fflr  y~V~jJ  negativ;  denn 

för  diesen  Werth  kommt' 

3 2F  »2F 


welcher  Ausdruck  negativ  ist,  sobald  — ^ positiv.  Ist  aber 

3 2F 

1 negativ,  d.  h.  der  angenommene  Werth  von  y negati?, 

so  erhellet  von  selbst,  dass  -|- 3^— 2 F < 0 ist.  Die  Funktion 

' ‘Dy*^-Zy~^Y 

muss  also  zwischen  den  Werthen 

32F  32F  , 

y=v-j)—l 

3 2F 

verschwinden;  und  wenn  wir  y jy=zb^t  setzen,  wo  c ein  po- 
sitiver achter  Bruch,  so  erhellet,  dass  y — b sein  muss. 

Daher  folgt:  Wenn  die  Gleichung 
XX  — Üyy  = + 4 

in  relativen  Primzahlen  lösbar  ist,  so  findet  man  ihr« 
kleinsten  Wurzeln  :r,  y,  ind  em  man  für  x die  nächste 

3 

ganze  Zahl  an  v2Jl  über  dieser  Grösse,  für  « die 

3 2F  . 

nächste  ganze  Zahl  an  V unter  dieser  Grösse 
nimmt,  wo  X,  Y die  kleinsten  Werthe  der  Gleichung 

XX-^DYY  = ^^ 

. bedeuten. 

ß)  Umgekehrt,  wenn  die  Wurzeln  der  kubisebea 
Gleichungen 

x»—3x~2X=0,  Dir3  + 3y-2F=0 
beide  ganze  Zahlen  »ind,  so  ist  die  Gleichung 
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XX — Dyy  = +4 

in  relativen  Primzahlen  lösbar. 

Denn  berechnet  man  den  Ausdruck  xx  — Dyy  mit  Hölfe  der 
in  5)  gefundenen  Werthe  von  x und  y,  so  erhält  man  xx  — Dyy 
= + 4,  beachtend,  dass  XX-DYY=  + \ ist. 

Eine  ähnliche  Beziehung  findet  zwischen  den  kleinsten  Wur- 
zeln der  Gleichungen 

xx-Dyy  = -A,  XX-DYY=-i 

statt,  deren  Anifinduug  wir  dem  Leser  überlassen. 

Da  nun  Legendre  eine  Tafel  der  kleinsten  Werthe  der 
Gleichung 

J,  — • '>' 

j xx—Dyy  = l, 

oder  der  Gleichung 

XX  — Dyy= — 1 

gegeben  hat,  so  würde  sich  die  Berechnung  unserer  Tafel  nach 
dem  vorhergehenden  Theorem  auf  eine  blosse  Kubikwurzelauszie- 
hung  reduciren.  Da  ich  aber  erst  nach  der  Berechnung  der  Tafel 
auf  diese  Methode  verfiel,  so  blieb  nur  übrig,  nach  derselben  die 
schon  berechnete  Tafel  zu  revidiren,  was  mit  möglichster  Sorg- 
falt geschehen  ist-*) 

Z.  B.  Die  Gleichung 

;irA-50iFr=+i 

hat  die  kleinsten  Wurzeln 

Jf=11242731902975,  F=6022882I8432  (Legendre’s  Tafel). 

Nun  ist 

j o o y 

V‘iA*=28224-h....,  ^ =2005142628-f...,  =1261 -h  .... ; 

folglich  a;=28225,  ^ = 1261  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung 

XX  — 5Q\yy—A. 


*)  Mit  Hälfe  von  Kubiktafeln  lassen  sich  selbst  aus  sehr  grossen 
Zahlen  die  Kubikwurzeln  mit  Leichtigkeit  ansziehen.  • 
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Tafel 

.der  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  xx — Dyy^±i 
für  die  Werthe  von  /)=8«  +5  zwischen  S und  1005,  bei 
weichen  die  Gleichung  in  relativen  Primzahlen  lusbar 

ist. 


D 

D 

x\y 

D 

x;y 

^5 

i;i 

133 

173:15 

*m± 

2613;  157 

!J3 

3il 

*149 

61 15 

285 

ITjl 

21 

S;1 

*157 

213:17 

*29.3 

17:1 

•29 

5;1 

165 

13  lI 

au 

22745;  1311 

45 

7;1 

*173 

13]! 

309 

5045;287 

!53 

Zii 

*181 

1305:97 

*317 

89i5 

!Ü1 

39;5 

2(fö 

43:3 

341 

277;15 

69 

^3 

213 

73:5 

352 

• 19:1 

TL 

9il 

221 

15il 

*365 

19:1 

!85 

9iJ 

*229 

1^1 

413 

61,3 

93 

29 13 

237 

77:5 

*421 

444939;21685 

*109 

261; 25 

245 

47:3 

429 

145:7 

112 

llil 

253 

1861; 117 

432 

21;1 

*t25 

UiJ 

261 

727:45 

*445 

21  il 
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D 

x',y 

D 

x-,y 

453 

149;  7 

589 

4359377; 179625 

*461 

365;17 

597 

9749; 399 

469 

. 66;3 

605 

123;5 

477 

2699; 119 

•613 

98763;3989 

*493 

111;5 

621 

26;1 

[ 

501 

282ifö;1261 

*629 

25;1 

*609 

925; 41 

637 

14159; 561 

517 

10573;  465 

645 

127  ;5 

525 

23  ;1 

•653 

1661 ;65 

- 

♦533 

23;1 

*661 

1789539  ;696«j 

i 

*641 

, 1396425;  60037 

669 

305285;  11803 

549 

1523; 65 

•685 

759; 29 

l 

>n 

*665 

309;13 

693 

79;3 

% 

581 

6725; 279 

717 

241;9 

• 

725 

27;  1 

893 

2301  ;77 

f 

*733, 

27;1 

917 

1181 ;39 

i; 

741 

245;9 

*941 

1135;37 

I 

i 

749 

12946  ;473 

*949 

32685; 1061 

-65 

83;3 

957 

31;1 

*773 

139;  5 

*965 

31;1 

t 

Ji' 

r 

789 

31825; 1133 

68123; 2175 
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D 

D . 

x-.y 

*7tf7 

367; 13 

989 

103245;  3283 

605 

1447; 51 

1005 

1807; 57 

*821 

16189;  566 

Finis. 

837 

29;1 

*845  1 

29;I 

*853 

27483  ;941 

861 

1027;35 

86‘J 

49377; 1676 

. i’ .. 

j 


I 
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Sllscellen. 


In  einem  alteren  englischen  Scbifffahrtslehrbuche,  nämlich  in 
The  complete  Navigator.  By  Andrew  Mackay.  London. 
1804.,  finde  ich  folgenden  Beweis  des  bekannten  trigonometri- 
schen Satzes,  dass  die  Summe  zweier  Seiten  eines  ebenen  Drei- 
ecks sich  zu  deren  Differenz  verhält,  wie  die  Tangente  der  halben 
Summe  der  Gegenwinkel  zu  der  Tangente  der  halben  Differenz 
dieser  Winkel,  der  wenigstens  mir  neu  gewesen  ist,  und,  weil 
er  wohl  auch  noch  manchem  anderen  Leser  dieser  ZeihKbrift 
unbekannt  sein  dürfte,  deshalb  hier  mitgetheiit  werden  soll. 

In  Taf.  XI.  Fig.  11.  sei  ABC  das  g^ebene  Dreieck,  und 
von  den  beiden  Seiten  AB  und  AC  sei  Aß  die  grossere.  Man 
verlängere  AC  über  A hinaus  und  mache  AD—  AB , ziehe  BD, 
mache  AE=AC,  und  ziehe  CE,  welche,  verlängert,  BD  in  F 
schneidet.  Nun  ist  die  Summe  der  gleichen  Winkel  ACE  und 
AEC  der  Summe  der  beiden  Winkel  ACB  und  ABC  gleich, 
diso  ist 

DCF=  i (A.ACB  + ZuiBC), 

und  daher 

jiLBCF=^ACB—j(,^ACB+,ii.AßO, 

d.  I. 

j^BCF=y^ACB-  A.ABC): 

Nun  ist  aber 
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^BEF=^AEC=^ÖCF , 

> ^EBF=^CDF. 

Alfio  sind  die  Dreiecke  CDF  und  BEF  einander  ähnlich , und  es 
ist  folglich  auch 


^CFDtzz^CFB, 

d.  h.  CF  steht  auf  BD  senkrecht.  Wegen  der  Aehnlichkeit  der 
beiden  Dreiecke  CDF  und  BEF  ist  aber 

CD.BE=DFxBF, 

oder  nach  der  Constructiou 


AB^  AC:AB—AC= 


CF'  CF' 


d.  i. 


AB+AC:AB—AC=:ta,ngDCF:  t&ngBCF, 

also  nach  dem  Obigen: 

aba^agab-ac 

=tangi(Z^CJ?+  AABQx  tang  ^ {AACB—^ABC), 

welches  der  zu  beweisende  Satz  ist. 

Mir  scheint  diese  Beweisart  sehr  einfach  zu  sein , und  ist 
deshalb  von  mir  hier  mitgetheilt  worden.  G. 
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liiterari^clier  Berielit 


■ . ' . . ^.1.'  • 

Oesciiichte  der  IHathematik« 

ln  dem  Journal  de«  SaTaot«.  Fdrrier.  1850.  findet  «ich  eid 
Anfiau  de«  trefifitchen  hochbejahrten  Biot,  der  in  >o  hohem  Grade  inte-' 
renant  iit,  da««  ich  nicht  unterlaasen  darf , dieie  Nummer  de«  Literar< 
BericliU  zu  benutzen,  denselben  den  Lesern  des  Archin  ganz  mitzu^ 
theilen,  und  bin  versichert,  mir  dadurch  einigen  Dank  zu  verdienen. 

■ ).!  . 

•Une  aneedote  relative  a M.  Laplace.  ' 

Ln  ft  TAcademie  frangaise,  dans  sa  s^ance  particuliere  da 
5 fevrier  1850,  par  M.  J.  B.  Bio  t.  , . ,m  . 

Messieurs,  ' , i.  , 

Quand  an  homme  d’ordre  s*appr4te  k partir  pour  un 
grand  voyage,  il  met  ses  afipaires  en  regle,  et  prend  soin 
d’acqnitter  tontes  les  dettes  qu’il  peut  avoir  coutractees. 
Voila  pourquoi  je  vais  vous  raconter  comment,  il  y a quel- 
ques cinquante  ans,  un  de  nos  savants  les  plus  illustres  ae- 
cueillit  et  encourhgea  un  jenne  debutant,  qui  etait  vena  lui 
montrer  ses  premiers  essais. 

Ce  jenne  debutant,  c’dtait  moi,  ne  vous  ddplaise.  Notez, 
pour  excuser  l’epithete,  que  ceci  remonte  au  mois  de  bru- 

Band  XV.  ' 67 
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niairc  an  Vlll  de  la  Republi<]^ue  fran^aise,  ddition.  Quel- 
ques mois  plus  tard,  on  ment  l’insigne  honneur  de  me  nom- 
mer  associe  de  l’Insritut  national;  mais,  ä cette  date,  et 
siirtout  ä l’epoque  uii  peu  anterieiire  oü  moii  rdcit  com- 
mence,  je  me  trouvais  completemeut  iiicoiinu.  J’etais  alors 
un  tout  petit  professeur  de  mathematiques, , ä l’Ecole  cen- 
trale de  neauvais.  Sorti  nouvelleraent  de  l’Ecole  polytech- 
nique,  j’avais  beaucoup  de  zele  et  peu  de  Science.  Dans 
ce  temps-lä,  on  ne  deinandait  guere  dux  jeunes  gens  que  de 
l’ardeur.  J’etais  passionne  pour  la  geometrie  et  pour  beau- 
coup  de  choses.  La  fortune,  plutöt  que  la  raison,  me  pre- 
serva  de  ceder  k des  goüts  trop  divers.  Fixe,  des  lors,  par 
les  noeuds  les  plus  doux,  a l’interieur  de  la  famille  qjiü 
m'avait  adopte,  lieureux  du  present,  comptant  suf  l’avemr, 
je  ne  songeais  qu’a  suivre,  avec  deliccs,  les  pencbants  de 
mon  espritvers  toutes  sortes  d’etudes  scientibques;  et  k faire, 
par  plaisir,  ce  <jue  l’interßt  de  ma  carriere  uraurait  present 
comme  un  devoir.  J’avais  surtout  une  ambition  demesuree 
de  penetrer  dans  les  hautes  regions  des  mathematiques,  ou 
l’on  decouvre  les  lois  du  ciel.  Mais  ces  grandes  theories, 
encore  eparses  dans  les  collections  academiques,  n’etaient 
presque  abordables  que  pour  le  petit  nombre  d’hommes  sa- 
pdrieurs  qui  avaient  concouru  k les  etablir;  et  s’y  lancer 
sans  guide,  sur  leurs  traces,  c’ötalt  une  entreprise  oü  l’on 
avait  toute  chance  de  s’egarer  pendant  bien  du  temps  avant 
de  les  rejoindre.  Je  savais  que  M.  Laplace  travaillast  k 
rdunir  ce  magnißque  ensemble  de  ddcouvertes^  dans  l'on- 
vrage  qn’il  a trks-justement  appelc:  la  Mieamtpte  eheste. 
Le  Premier  volume  etait  sous  presse;  les  autres  suivrdieDt, 
k de  bien  longs  iiitervalles,  au  gre  de  mes  desirs.  Une  dd- 
marche,  qui  pouvait  parattre  fort  risquee,  m’ouvrit  un  accks 
privilegid  dans  ce  snnctuaire  du  genie.  J’osai  ecrire  directe- 
ment  k rUlustrc  auteur,  pour  le  prier  de  permettre  que  sou 
Kbraire  m’envoykt  les  feuilles  de  son  livre,  k mesure  qn’el* 
les  s’imprimaieBt.  M.  Laplace  me  repondit,  avec  autant  de 
ceremonie  que  si  j’eusse  ete  un  savant  veritable.  Toutefois, 
en  fin  de  compte,  il  ecartait  ma  demaiide,  ne  voulant  pas, 
disait-il,  que  son  ouvrage  füt  prdseutd  au  public  avant  d'dtre 
termitie,'  aßn  qu’on  le  jugekt  d’apres  son  ensemble.  Ce  dd- 
clinatoire  poli,  etait  sans  doute  trds-obligeant  dans  ses  for- 
raes.  Mais,  au  fond,  il  accommodait  mal  mon  afiaire.  Je 
ue  voulus  pas  Taccepter  sans  appel.  Je  recrivis  immddiate- 
D^ent  k M.  Laplace,  pour  lui  reprdsenter  qu’il  roe  faisait 
beaucoup  plus  cKhanneur  que  je  n’en  meritais,  et  que  je 
n’en  desirais.  Je  ne  suis  pas,  lui  disais-je,  du  public  qui 
jiige,  mais  du  public  qui  etudic.  J’ajoutais  que,  voulant 
suivre  et  refaire  tous  les  calculs  en  entier  pour  mon  instm- 
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ctiou,  je  pourrais,  s*ii  se  rendait  ä nia  pri^re,  decoavrir  et 
aignaler  les  fautes  d’iinpression  qui  s'y  aeraieiit  glisaees.  Ma 
reapectueuse  insistance  desarma  sa  reaerve.  11  nveiivoya  ton* 
tes  les  feuiUes  dejä  imprimees,  en  y joiguant  une  lettre 
cliarinaiite,  cette  fois  nulieraent  ceremoiiieuse , mais  remplie 
des  plus  vifs  et  des  plus  precieux  eucouragements.  Je  u’ai 
pas  besoin  de  dire  avec  quelle  ardciir  je  devorai  ce  tresor. 
Je  pouvais  bien  m’appliquer  la  maxime:  vioienii  rapiunt  illud. 
Depuia,  cbaque  fois  que  j’allais  a Paris,  j’apportais  men 
travail  de  revision  typographique,  et  je  le  prdseutais  per* 
soiinellement  ä M.  Laplace.  11  l’accueillait  toujours  ävec 
bontd,  l’examinait,  le  discutait;  et  cela  me  donnait  l’occa* 
sion  de  lui  snumettre  les  diflicultes  qui  arr^taient  trop  sou* 
vent  ma  faiblesse.  ^>a  condesceudance  a les  lever  etait  saus 
bomes.  Mais  lui-iu^nie  ne  pouvait  pas  toujours  le  foire, 
Sans  y donner  une  attention  qnelquefois  assez  longue.  Cela 
arrivait  d’ordinaire  aux  eiidroits,  oü,  pour  s'epargner  des 
details  d’exposition  trop  eteudus,  il  avait  employe  la  iör* 
iDule  expeditive:  il  eat  aise  de  voir.  La  chose,  en  elTet, 
avait  paru,  dans  le  moment,  tres-claire  ä ses  yeux.  Mais 
eile  ne  l’etait  pas  toujours,  ni^me  pour  lui,  a quelque  temps 
de  Ik.  Alors,  si  vous  lui  en  demandiea  l’explication,  il  la 
pherchait  patiemnient,  par  diverses  voies,  pour  son  ooinpte 
comme  pour  le  vötre;  et  c’etait  lä,  sans  doute,'  le  plus  in* 
structif  des  conimentaires.  Une  fois,  je  le  vis  passer  ainsi 
pres  d’une  heure,  ä tkoher  de  ressaisir  la  chalne  de  raison* 
nements  qu’il  avait  cachee  sous  ce  mysterieux  Symbole:  ü 
eH  aUi  de  voir,  On  doit  dire,  a sa  decbarge,  que  s’il  avait 
vouki  £tre  completement  explicite,  son  ouvrage  aurak  dft 
avoir  hnit  ou  dix  volumes  in*4**  au  lieu  de  cinq;  et  peut- 
£tre,  n’aurait*il  pas  vecu  assez  de  temps  pour  Tachever. 


Tout  le  moiide  comprendra  le  prix  que  devaient  avoir 
pour  un  jcune  homme  ces  Communications  familiäres  et  in* 
times,  avec  un  genie  si  puissant  et  si  ^tendu.  Mais  ce  que 
Ton  ne  saurait  men  se  figurer,  a moins  d’en  avoir  ete  l’ob* 
jet,  ce  sollt  les  sentiments  de  delicatesse  aßectueuse,  et 
comme  paternelle,  doiit  il  les  accompagnait.  Ceci  m’amknk 
natorellement  ä l’anecdote  que  j’ai  voulu  racoiiter,  Car  eile 
en.offre  un  exemple  aussi  parfait  que  rare. 

Pen  de  temps  apres  qu’il  m'eut  ete  pernis  de  l’approoher, 
i'eus  la  bonnefortune  de  faire  an  pas,  qui  ine  sembla  nouveau  et 
imprdvujdans  unepartiedes  madtematiques,  oü  l’on  etait  k peine 
entre  jusqu’alors.  J’avais  remarqu^,  dans  les  commentaires 
de  Patersboarg,  une  classe  de  questions  geometriques  fort. 


f,:* 
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■ingali^res,  qu^Euler  avait  trait^es  par  des  methodesäiidi- 
rectes,  dans  un  mdmoire  intitnld:  De  ingigni  promotwne  me- 
thodi  tangentium  inversae.  II  s’etait  propose  aussi  une  qoe> 
stion  de  ce  ^enre,  encore  plus  difGcUe,  sur  laquelle  il  etait 
revenu  ä plusieurs  raprises  daus  les  ^cta  eruditorum,  en  la 
rdsolvant  cbaque  fois  par  des  voies  differentes,  niais  ton* 
jours  indireptement.  La  singniarite  de  ces  problemes  con* 
sistait  en  ce  qn'il  fallait  ddcouvrir  la  nature  d’une  courbe, 
d’apres  oertaines  relations  assignees,  dont  les  caracteres 
gdometriques  etaient  d’ordres  dissemblables:'les  unes  devant 
avoir  lieu  entredes  points  inffiiiment  voisins,  les  autres  entre 
des  points  distants,  separes,  par  des  differences  finies  et 
donnees,  d’abscisses.  Or,  la  prämiere  classe  de  conditions, 
relative  aux  points  voisins,  etaut  consideree  isolement,  soos 
le  point  de  vue  abstrait,  depend  du  calcul  differentiel  ordi- 
naire : la  deuxieme , relative  aux  points  distants,  depend  d’aa 
autre  genre  de  calcul,  qui  s’adapte  specialement  aux  diffe- 
rences finies.  L’idee  me  vint  que,  pour  bien  faire,  il  fallait 
dcrire  d’abord  l’enonce  complet  du  probleme  dans  le  lan- 
gage  analytique,  en  appliquant  ä chacune  de  ses  parties 
leurs  symboles  propres.  Cela  conduirait  ä un  genre 
d’equations,  dit,  aux  differences  melees,  peu  etudie  jns- 
qu'alors,  qui  exprimerait  ainsi,  avec  une  entiere  gei 
neralitd, ' l’ensemble  des  conditions  mixtes  auxquelles  on 
devrait  satisfaire;  .apres  quoi,  on  n’aurait  plus  qu’b  se 
tirer,  eomme  on  ponrrait.  de  ce  dernier  pas.  La.realisatien 
de  cette  idee  surpassa  mes  esperances.  Toutes  les  questions 
de  ce  genre , qui  avaient  ete  traitdes  indirectemeut  par  Euler, 
et  par  d’autres  gdometres,  etant  exprimees  amsi  en  sym- 
boles  generanx,  se  resolvaient  sans  difficulte,  comme  par 
encbantement.  Lorsquej’eus  trouve  cette  clef  qui  les  onvrait, 
fapportai  mon  travail  ä Paris,  et  j’en  parlai  ä M.  Laplace. 
Il  m’ecouta  avec  une  attention,  qui  me  sembla  niMee  de 
quelque  surprise.  Il  me  questionna  sur  la  nature  de  mon 
procedd,  sur  les  details  de  mes  Solutions.  Quand  m'ent 
examine  ,sur  tous  ces  points,  „Cela  me  paralt  fort  bien, 
„dit-il,  venez  demain  matin  m’apporter  votre  mdmoire.  Je 
„serai  bien  aise  de  le  voir.“  On  comprend  que  je  fusexact 
au  rendez-vous.  Il  parcourut  fort  attentivement  tout  mon 
manuscrit;  Texpose  de  la  methode,  les  applications,  les  cön- 
siderations  ulterieures  que  j’y  avais  annexees.  Puis,  fl  me 
dit:  „Voila  un  tres-bon  traväU;  vons  avez  pris  la  veritable 
„voie  qu’il  faut  suivre  pour  resondre  directement  ce  genre 
,jde  questions.  Mais  les  aper^ns  que  vous  presentez,  a la 
„ fin , sont  trop  eloignes.  N’allez  pas  au  -dela  des  resultats 
„que  vous  avez  obtenus.  Vous  rencontreriez  probablement 
„des  difficnltes  plus  serienses  que  vous  ne  paraissez  le 
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„croire^xet  aotuel  deH’aiiaiyse  pourrait  bieB>  ne  pas 

„Tons'fournir  lea  moyens  de  lea  surmoiiter.^*  Apres  m’£tre 
defendu  quelque  temps,  car  jamais  il  ne  lui  est  ari'ive  <d’in> 
terdire  aux  jennes  gena  qui  l’approchaient  la  liberte  I d’ane 
respectueuse  controverse,  je  cedai  äses  conseils,  et  ie  rayai 
toute  cette  fin  hasardeuse.  „Conime  cela,  me  dil-i),  le  reste 
„sera  fort  bien.  Presentez  demain  votre  memoire  k la  classe 
„(oii  appelait  alors  ainsi  l’Academie);  et,  apr^s  la  seaiice, 
„vous  reviendrez  dlner  avec  moi.  Maintenant,  allons  dejeu» 
„n«r.‘<  lei,  je  ne  eraindrai  pas  de  placer  un  tableau  d’in- 
terieur,  qui  )e  fera  voir  tel  qu’il  etait,  tel  qu’il  fut  toujours, 
daus  la  simplicite  de  ses  rapports  avec  les  jeunes  geiis  qui 
avaient'le  bonheur  de  Tapproeber,  et  (]^ui,  devenus  des  hom* 
mes,  sout  restes  groupes  autour  de  Ini  pendant'  sa  longue 
carriere,  comme  autaiit  d’enfauts  adoptifs  de  sa  pensee. 
C’etait  daus  ces  instants  de  loisir,  apres  son  travail  du  ma> 
tin,  qu’il  aimait  le  plus  habituellement  k nous  recevoir.  Le 
dejeuner  etait  d’une  simplicite  py tbagorique : du  lait,  du  cafe, 
des  fruits.  On  servait  daiis  l’appartement  de  M'»«  Laplace^ 
laquelle,  alors  jeune  et  belle,  nous  aocueillait  tous  indistinc- 
tement,  avec  la  boute  d’uue  inere,  qui  aurait  pu  etre  notre  soeur. 
Lb,  on  pouvait  causer  de, Science  avec  lui  pendant  des  heu* 
res.  Sa  conversation  bienveillante  se  portait  tour  k tour^ 
Sur  les  sujets  de  iios  etudes,  sur  le  progres  des  travaox 
que  nous  avions  cummences,  sur  ceux  qu’il  desirait  nous 
voir  entreprendre.  11  s’occupait  aussi  des  particularites  qui 
concernaient  notre  avenir;  s’inlorinait  des  opportuuites  > qui 
pouvaient  nous  ^tre  favorables;  et  nous  y servait  si  aotive» 
ment,  que  nous  n’avions  pas  besoin  d’y  songer  nouS'mSmeSi 
En  rdtonr  de  tout  cela,  il  ne  nous  demaudait  que  du  zble, 
des  efforts,  et  la  passion  du  travail.  Voilä  ce  que  nous 
avons  tous  vn  de  lui.  Mais  le  trait  que  je  vais  vous  racon* 
ter,  vous  fera  mieux  coiinaltre  encore,  ce  qu’il  a ete  pour  nous. 

Le  lendemain  du  jour  oü  je  lui  avais  presente  mon  nid* 
rooire,  je  me  rendis  de  bonne  beure  a l’Academie,  oü,  avec 
la  permission  du  President,  je  memis  a traoer,  sur  le  grand 
tableau  noir,  les  iigures  et  les  formales  que  je  voulais  ex* 
poser.  Monge,  arrive  un  des  premiers,  m’apergut,  s’approcha 
de  moi , et  me  parla  de  mon  travail.  Je . compris  que  M. 
Laplace  l’avait  prevenu.  A l’Ecole  potyteebnique,  j’avais  dte 
un  des  eleves  auxquelsidl  tdmoignaitile  plus  d’affection;  et 
je  savais)  combien  le  sucoes  que  j’esperais  lui  icauserait  de 

Iilaisir.^  On  est  heureux  d’avoir  de  pareils  mattres!  Quand 
a'parole  me  fut  accordee,  tous  les  geometres,  c’etait  alors 
l’usage,  vinrent  s’agseoir  autour  du  tableau.  LegdneralBo* 
naparte,  recemment  revenu  d’l^ypte,  assistak  ce  jour-lb  k 
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la  seanoe,  comme  nKmbre  de  la  seotioii  de  raecanique.  .11 
vint  avec  les  autres;  seit  de  lui-mdine,  k titre  de  roatheoia- 
ticien , dont  il  se  faisait  fort;  ou , parce  que  Monge  l’ameoa, 
pottr  lui  faire  les  boimeurs  d’uii  travail  issu  de  sa  ch^ 
Ecole  polytechuique;  ä quoi  le  general  repondit:  rectMi- 

„nais  bien  cela  aux  iigures“  Je  peusai  qu’il  bien  ha- 
bile de  les  reooniialtre,  puisque^  borinis  M.  JLaplaoe,  per* 
sonne  eucore  ne  les  avait  vues.  Mais,  preoccupe  comme 
' je  l’etais,  de  tonte  aatre  chose  que  de  sa  gioire  niUitaire»^  et 
de  soll  importance  politique,  sa  presence  ne  me  troubia  ^ 
le  inoins  du  nioude.  J’aurais  eu  bien  plus  peur  de  M.  tia- 
grange,  si  l’approbation  autdrieure  de  M.  Laplace  ne  m’a* 
vail  donne  toute  s^nrite.  J’exposai  donc  tris-librement»..et 
je  crois  aussi  tres*clairetnent,  la  nature,  le  bot,  les  resultall 
de  mes  recherches.  Tont  le  moiide  me  felicita  sur  leur  «ni- 
ginalite.  Ob  me  donna  pour  commissaires  les  eilotfcns  La- 
place,  Boimparte,  et  Lacroix.  La  seance  finie,  j’accompi^ 
nai  M.  Laplace  rue  Christine,  oit  il  demenrait  alors.  Dass 
le  cbemiii , il  me  temoigna  son  contentement  de  la  nettete 
avec  laquelle  j’avais  presente  mes  demonstrations,  et  aussi> 
de  ce  que,  suivant  son  conseil , je  ne  me  fusse  pas  hasarde 
au  delk  Nous  arrivons.  Apres  que  j’eus  salue  niadame 
Laplace:  „Venez,  me  dit  il,  an  moment  dans  mon  cabinet; 
„j’ai  quelqae  chose  k vous  faire  voir.‘‘  Je  le  suivis.  Noos 
etant  assis,  et  moi  prdt  ä l’ecouter,  il  sort  une  clef  de  M 
poche,  ouvre  une  petite  armoire  placee  k droite  de  sa  che- 
minee,  je  lavois  encore...;  puis  il  entireun  cahier  de  papier 
jauni  par  les  annees,  oü  il  me  montre  tous  mes  problemes,  les 
problemesd’Euler,  traitds  et  resolus  par  cette  methode,  dont  je 
croyais  m’dtre  le  premier  avise.  11  l’avait  trouvee  aussi  de« 
pais  longtemps;  mais  il  s’etait  arrdte  devaiit  ce  mente  ob- 
stacle  qu’il  m’avait  sigoale.  Esperant  le  surmonter  plus  tar^ 
il  n’avait  rien  dit  de  tnut  cela  k personne,  pas  mdme  a moi, 
quand  j’dtais  venu  lui  apporter  son  propre  travail  comme 
une  nouveaute.  Je  ne  puis  peindre  ce  que  j’eprouvai  alors. 
C’etait  iin  melange,  de  joie  ä voir  que  je  ra’etais  rencontrd 
avec  lui;  peut-^tre  aussi  de  quelque  regret  a me  savoir  prd> 
venu;  mais  surtout,  d'une  profonde  et  infinie  recounaissance 
pour  un  trait  si  noble  et  si  touchant.  Cette  detmuverte,  la 
premiere  que  j’eusse  laite,  etait  tont  pour  moi.  Eile  dtait 
Sans  doute  peu  pour  lui,  qui  en  avait  fait  tant  d'au* 
tres,  et  de  si  considerables,  dans  tontes  les  par« 
des  des  mathematiqnes  abstraites,  comme  dans  leura 
plus  sublimes  appiications.  Mais  l’abnegatiou  scieatifique  est 
dilhcile  et  rare,  mdme  eu  de  petites  choses.  Et  puisl  cette 
dölicatesse  k ne  me  vouloir  decouvrir  ce  mystdre  qu’aprda 
le  succes,  le  succes  public,  auquel  il  m’avait  conduit  comme 
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par  la  mam,-iie''ä<e  sei'^aBt  de'ce  ^u’UravaU ‘Vu  .quo  'poar 
»ei  rletourner  .des  dcueils  oii:  laon  inexperieiice  allaitm’engän 
ger!.  M'eät'ü  ihoatre  oe  papipr'avaai;  la^seance,  il  Dem’etait 
pkis  ipessibk  de<  presenier  mon  travaü,  sacliant  qoe  ie  sien 
existait  aaparavant.  La  diatance  de  lui  ä inoi,  ne  m’aarait 
perrais  que  le  silence.  Et  s’il  avait  exige  que  je  prodtasse 
du  secret  qa’U  avait  garde,  quel  embarras  n’aurais-je  pas  dü 
eprouver,  quand  j'aurais  lu  ce  memoire,  avant  la  conscieuce 
que  je  n’etais  que  l’echo  d’un  autre  esprit!  Mais  sa  rdserve 
me  laissait  toute  la  force  que  son  approbation  m’avait 
donnee.  PäraJtrairje  trop  presoaiptueux,  si  je  me  persuade, 
que  tous  ces  raftinements  de  bonte,  ii’auraient  pas  pu  lui 
£tre  sug^^res  par  un  iiitdr^t  senlement  abstrait,  et  scientifi- 
^ue,  qu’ils  ont  dü  lui  4tre  inspires  aussi,  par  un  sen- 
ument  personnel  d’aifection?  Au  reste,  en  recompense  de 
sa  noble  conduite,  je  me  figure  qu’il  devait  eprouver  uu  vif 

Klaisir,  et  une  jouissaiicc  bien  pure,  h.  m’entendre,  grüce  b 
li,  Bdbiter  en  pleine  assurance,  ä la  satisfaction  de  mon 
savant  auditoire,  ces  nnuveaux  calculs  dont  je  me  croyais 
Tinventeur,  et  qu’il  aurait  pu  m’enlever  d’un  seul  mot.  Äu- 
rait-il  ete  aussi  gdnereux  pour  un  rival?  Aurait-il  müme  ete 
alors,  toujonrs  juste?  C’est  ce  que  je  n’ai  nullement  ici  k 
examiner.  II  fut  tout  cela  pour  moi  et  pour  bien  d’autres', 
qui  commen^aient  aussi  leur  carri^re.  Je  n’ai  rien  de  plus 
a dire,  ni  a voir.  Son  influeuce  sur  le  progres  des  Scien- 
ces physiqnes  et  mathematiques  a immense.  Depuis 
cinquante.  ans,  presque  tous  ceux  qui  les  ont  cultivees,  se 
sont  instruits  dans  ses  ouvrages,  eclairds  par  ses  ddcouver- 
tes,  appuyds  sur  ses  travaux.  Mais  nous,  aujourd’liui  en 
bien  petit  nombre,  qui  l’avons  connu  intimement,  et  qui  avons 
pu  nous  inspirer  de  son  esprit  et  de  ses  conseils,  ajoutons 
encore,  h ces  titres  glorieux,  le  Souvenir  de  l’affabilite,  de 
la  bontd,  qu’il  nous  a montrees.  Effor^ons-nous  de  rendre, 
k ceux  qui  vont  nous  suivre,  ce  ce  qu’il  fit  pour  nous;  et 
imifons,  s’il  se  peut,  ä leur  egard,  cette  noble  abnegation, 
dont  je  viens  de  vous  rapporter  un  si  bei  exemple.  Voilä 
Messieurs,  le  trait  que  j’ai  vouiu  vous  raconter.  M.  Laplace 
a dte  votre  collegue  dans  cette  Acaddmie.  Vous  coiinais- 
siez  son  grand  genie  dans  les  Sciences;  vous  aviez  apprd- 
cid  l’dldvation  de  son  talent  comme  ecrivain.  Je  viens  de 
vous  le  montrer  sous  un  aspect  nouveau,  avec  des  qualitds 
peut-dtre  plus  rares.  En  rendant  cet  hominage  h sa  me- 
tnoire  je  lui  ddsobdis.  Car  ii  m'avait  impose  un  silence  ab- 
solu  sur  ce  qn’il  avait  fait  pour  moi,  dans  cette  rencontre. 
Le  rapport  acaddmique,  auquel  il  prit  part,  n'en  porte  au- 
cune  trace;  et  il  ne  me  permit  pas  d’y  faire  la  moindre 
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allosion  qoand  je  pabliai  mon  travail^).  Mais  an  interralle 
d’on  demi'siecle  amene  fatalement  la  i prescription ' de  tons 
les  engagements  hamains;  et  je.  suis  codTainca  que  toos 
m’absoudrez  unanimement  d’avoir  manqud  anjonrd’hui  h ce- 
lui'lb,  pour  acqnitter  la  seule  dette  qne  le'  temps  iie  doive 
pas'dteindre,  celle  de  la  recounaissance. 

' - BIOT. 


1)  ' Recaeil  des  mdmoires  prdseatds  ä la  classe  des  scieAces  roathdiaa- 
tiqoes  et  pbjrsiqnes  de  l’lnstitnt  Aational  par  divers  savaats  dtraagert, 
t.  1,  p.  296,  date  de  la  pedseatation , 8 brumaire  aa  viii.  Le  rapport, 
rddigd  par  M.  Lacruix,  au  aom  de  la  commission,  fut  lu  k la  classe  le 
21  du  ni^me  mois,  trois  jours  apris  la  graade  rdvolutioa  politiqne,  qal 
avait  purtd  le  gcadral  Bonaparte  au  eonsalat.  II  vint  encore  k cette 
sdanoe,  et  y assista  aussi  tranqnillenient  qae  s’il  n'arait  pas  ea  d’antre 
affaire  en  t^te.  L'original  du  rapport  eiiste  dans  les  archivea  de  l’Aca- 
ddmic,  tigae  par  lui  et  par  les  deux  autres  commissaires  Laphlee  et 
Lacroix. 
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14^10. 

iiUerarlselier  Serlclit. . 


Arithmetik. 

Georg  Freiherrn  von  Vega,  Vorlesungen  über  die 
Mathematik.  Erster  Band.  Rechen  kunst  und  Algebra. 
Siebente  Auflage.  Nochmals  durchgesehen,  verbes- 
sert und  vermehrt  von  Wilhelm  Matzka,  8.  o.  Professur 
der  Mathematik  an  der  k.  k.  Universität  zu  Prag.  1850. 

8,  3Thlr. 

Es  ist  sehr  erfreulich , dfe  nachhaltige  Wirksamkeit  eines  schon 
vor  so  langer  Zeit,  wie  die  Vega'schen  Vorlesungen,  erschiene- 
nen Werks  zu  sehen.  Wie  viele  OfiGziere  des  k.  k.  Artillerie* 
Corps  mögen  wohl  schon  diesem  Werke  ihre  mathematische  Bil- 
dung verdanken!  Der  Herr  Herausgeber  verdient  gewiss  allen 
Dank,  dass  er  sich  der  neuen  Bearbeitung  dieses  verdienstlichen  . 
Werkes  mit  so  viel  Umsicht  unterzogen  nat.  Die  meisten  Zu- 
sätze scheint  die  Lehre  von  den  Gleichungen  erhalten  zu  haben, 
und  namentlich  ist  es  sehr  verdienstlich,  dass  der  Herr  Heraus- 
geber das  Wichtigste  von  Fourier’s  Vervollkommnung  der  New- 
ton’schen  Annäherungsmethode  an  die  irrationalen  Wurzeln  der 
Zahlengleichungen  ohne  Differenzialrechnung  und  ohne  geometrische 
Betrachtungen  dargestellt  hat.  Möge  das  Werk  in  seiner  neuen 
wirklich  vervollkommueten  Gestalt  noch  lange  zur  Verbreitung 
gründlichen  mathematischen  Wissens  fortwirken! 

Element^rleh  re  von  den  Logarithmen,  auf  einen 
neuen,  verständlicheren  und  umfassenderen  Begriff 
dieser  Hilfszahlen  gegründet,  blos  die  Kenntniss  der 
gewöhnlichsten  Zifferrechnungen  voraussetzend,  ohne 

Band  XV,  ' f.s 
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Algebra  gemeinfasslich  zergliedert  von  Wilhelm 
Matzka,  Professor  der  Mathematik.  Vo rzugs  w eise  be- 
stimm t z ur  V er br ei  tuiig  dieser  im  Zifferrechnen  so  viel- 
seitig nützlichen  Lehre  im  Kreise  der  praktischen 
Rechner,  in  Untergymnasien,  Real-,  Gewerbe-  und 
Bürgerschulen.  Prag.  1850.  8. 

Es  ist  gewiss  immer,  namentlich  aber  in  jetziger  Zeit,  höchst 
verdienstlich,  die  Ergebnisse  und  Hülfsmittel  der  strengen  und 
höheren  Wissenschaft  einem  grösseren  Kreise  von  Gebildeten 
zugänglich  zu  machen,  überhaupt  in  das  Leben  einznfÜhren.  Wie 
grosse  Vortheile  und  Erleichterungen  die  Logarithmen  bei  der 
Ausführung  der  verschiedenartigsten  Rechnungen  darbieten,  weiss 
jeder  Mathematiker;  wer  aber  einen  Blick  in  das  praktische  Le- 
hen getban  hat,  weiss  auch,  dass  diese  Lehre  bei  Weitem  noch 
nicht  allgemein  genug  verbreitet  ist,  dass  die  von  ihr  dargebote- 
nen Vortheile,  ausser  von  den  eigentlichen  Mathematikern,  noch 
lange  nicht  allgemein  genug  anerkannt  sind  und  benutzt  %verden. 
Die  Lehre  von  den  Logarithmen  möglichst  allgemein  in  prtk- 
tische  I./ehcn  einzuführen,  ist  der  Hauptzweck  der  vorli^endes 
Schrift.  Sogenannte  praktische  Anleitungen  zur  LogarithnieB- 
rechnimg  gient  es  schon  genug,  mit  denen  aber  die  vorliegeode 
Schrift  keineswegs  in  eine  Kategorie  gestellt  werden  darf,  in- 
dem dem  Herrn  Vf.  vielmehr  daran  lag,  neben  einer  wahrhaft 
praktischen  Anleitung  zur  Ausführung  der  uetreffenden  Rechnungen, 
namentlich  auch  durch  eine  einfache  völlig  naturgemässe  Darstel- 
lung der  Theorie  der  Logarithmen  ein  wirkliches  inneres  Verständ- 
niss  derselben  herbeizufuhren , wobei  er  von  dem  gewiss  völlig 
richtigen  Gesichtspunkte  ausging,  dass  nur  erst  ourch  ein  sol- 
ches inneres  Verständuiss  der  Theorie  der  wahren  Praxis  der  Weg 
gebahnt  werde.  Wir  würden  es  uns  nicht  versagen,  mehr  über 
dieses  gewiss  recht  sehr  verdienstliche  Schriftimen  zu  sagen, 
wenn  wir  uns  nicht  in  der  glücklichen  Lage  befanden,  die  Leser 
des  Archivs  auf  eine  in  dem  vorliegenden  Hefte  dieser  Zeitschrift, 
welchem  diese  Nummer  des  literarischen  Berichts  zur  Begleitung 
dient,  abgedruckte  streng  wissenschaftliche  Abhandlung  Nr.  III- 
desselben  Herrn  Vfs.  über  die  Logarithmen  verweisen  zu  können. 
Was  in  dieser  vorzüglichen  Abhandlung  streng  wissenschaftlich 
entwickelt  worden  ist,  bildet  in  mehr  allgemein  verständlicher 
Darstellung  wenigstens  zum  Theil  auch  den  Inhalt  der  vorliegen- 
den Schritt,  und  namentlich  ist  es  die  im  Archiv.  Thl.  XV.  Heft 
II.  S.  150.  gegebene  Delinition  der  Logarithmen,  von  weicher  der 
Herr  Vf.  auch  in  der  vorliegenden  Sehrift  seinen  Auslauf  nimmt 
Wir  sind  der  Meinung,  dass  diese  Detinition  in  vorliegender  Sehrift 
sehr  geschickt  zu  einer  möglichst  allgemein  verständlichen  Ent- 
wickelung der  Theorie  der  Logarithmen  benutzt  worden  ist,  und 
was  die  mehr  praktische  von  vollständiger  Sachkenntniss  deutlich 
zeugende  Anleitung  zur  Logarithincnrechnung  betrifft,  so  wird 

fewiss  Niemand  über  irgend  einen  dabei  in  Frage  kommenden 
'all  hier  vergeblich  Belehrung  suchen.  Wir  empfehlen  daher 
diese  Schrift  allen  denen,  welchen  es  daran  liegt,  sich  eine  gehörig 
theoretisch  begründete  Kenntniss  der  Lehre  von  den  Logarithmen 
zunächst  Behufs  praktischer  Zwecke  zu  verschaffen,  ohne  andere 
mathematische  Kenntnisse  als  die  Kenntniss  der  gewöhnlichen 
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RecbenkuiiRt  zu  besit/en,  bcsornlerK  aber  uueb  allen  Lelireru  an 
den  auf  dem  Titel  geuaunten  Lehranstalten,  aus  vollkoiunieuster 
Ueberseugung  zu  sorgfälltigster  Beat-htung. 


• .»  • 

Trigonometrie. 

' • ' . I ! 

''  C onipen  di  um  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie. Von  F.  Schaub,  Adjunct  der  k.  k.  Sternwarte 
zu  Wlön.  Mit  einer  Figurentafel.  Wien.  1849.  8. 

Eine  kurze,  recht  deutliche  Darstellung  der  beiden  Trigono- 
metrieen.  Die  meisten  Aufgaben  sind  zweckmässig  durch  nume- 
rische Bei.spiele  erläutert,  was  Anerkennung  verdient,  da  jeden 
Lehrer  gewiss  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  dass  Anfänger,  wenn 
sie  auch  die  theoretischen  Lehren  der  Trigonometrie  und  auch 
die  Lehre  von  den  Logarithmen  gut  im  Kopfe  haben,  doch  schon 
dadurch  keineswegs  befähigt  sind,  eine  trigonometrische  Rechnung 
zweckmässig  und  mit  einer  gewissen  Eleganz  zu  fähren.  Für 
solch^  die  praktische  Anwendungen  der  Trigonometrie  zu  machen 
beabsichtigen,  wird  namentlich  auch  der  vuerte  Abschnitt:  Re- 
lationen zwischen  kleinen  Aenderungen  der  Bdstim- 
mungsstücke  eines  Dreiecks,  lehrreich  sein.  Von  diesen 
Relaäonen  wird  zum  Schluss  auch  eine  Anwendung  auf  die  Feh- 
ler bei  der  Bestimmung  des  Stundenwinkels  aus  Polhühe,  P<dar- 
distanz  und  Zenithdistanz  eines  Gestirns  gemacht. 


Oeodäsie. 


' Handbuch  der  niederu  Geodäsie  nebst  einem  An- 
hang» über  die  Elemente  der  Markscheidekunst.  Zum 
Gebrauche  für  technische  Lehranstalten,  so  wie  für 
das  Belhststudium  bearbeitet  von  Friedrich  Härtner, 
Professor  der  hühecn  Mathematik  und  praktischen 
Geometrie  am  steierm.  ständ.  Joanneum  zu  Gratz. 
Wien.  1850.  8. 

Wenn  uns  auch  von  diesem  neuen  Handbuche  der  niedern 
Geodäsie  bis  jetzt  nur  die  erste  Lieferung  vorliegt,  so  haben  wir 
uns  doch  schon  aus  dieser  Lieferung  von  dem  gediegenen  Inhalte  des- 
selben überzeugt.  Die  Darstellung  ist  im  höchsten  Grade  deutlich  und 
leicht  verständlich,  die  gegebene  Anleitung  überall  eine  wahrhaft 
praktische,  und  stets  ist  auf  die  neueren  Erfindungen  und  die 
mehrfachen  neueren  Verbesserungen  der  gebräuchlichen  Instrii- 
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raentc  gebührend  Rfieksicht  genommen.  Bwonders  hat  uns  der 
schon  in  dieser  ersten  Lieferung  dcntlich  hervortretende  systema- 
tische, sehr  sorgfältig  von  dem  Einfhcberen  zum  Zusammenmsetz- 
teren  fortschreitende  Gang  in  der  Beschreibung  und  Beurtbeiluog 
der  Instrumente  angebrochen,  und  auch  die  noth wendigsten  op- 
tischen Hfilfslehren  fehlen,  wie  billig,  nicht.  Auch  nicht  sehr 
allgemein  gebrSuchliche  Instrumente,  wie  z.  B.  die  verschiedenen, 
bis  jetzt  bekannten  Distanzmesser,  sind  deutlich  beschrieben  und 
ihrem  praktischen  Wcrthe  nach  richtig  gewürdigt  Die  aus  der 
Teubners’chen  Officio  in  Leipzig  hervorgegangene  äussere  Ausstat- 
tung ist  in  jeder  Beziehung  vortrefflich.  Wenn  iwir  nun  aach 
späterhin,  wenn  erst  die  sämmtlichen  Lieferungen  erschienen  sind, 
noch  weiter  auf  dieses  Buch  zurückkonimen  werden,  so  haben  wir 
es  doch  filr  unsere  Pflicht  gehalten,  dasselbe  schon  jetzt  allen 
Geometern  und  allen  Lehrern  an  den  Unterrichtsanstalten,  wo  die 
Geodäsie  einen  bcsondem  Theil  des  Unterrichts  ausraacht,  nir 
Beachtung  zu  empfehlen. 

I 

Kurzgefasstes  Lehrbuch  der  Geodäsie  oder  Ter- 
messun^skunde  von  Heinrich  Westberg,  Lehrer  "an 
der  Kreisschule  zu  Mitau.  Mit  14  Figurentafeln.  MItao 
1850.  8.  15  Ngr. 

Dieses  kleine  Buch  enthält  eine  deutliche  Anleitung  zu  dn 
einfachsten  Arbeiten  der  Feidmesskunst  und  des  Mivelltreus. ' Es 
werden  darin  nur  die  gewöhnlichen  geometrischen  Elementarkennt- 
nisse  vorausgesetzt,  trigonometrische  Rechnungen  nicht  zu  Hdffe 
genommen,  mso  Alles,  selbst  auch  die  Resultate  der  Höhemnet- 
sungen,  nur  auf • geometrische  Constructioncn  mit  Lineal,  Zirbi 
und  veijfingtem  Maassstabe  zurflckgeführt.  Von  Instrumenten«  ad 
beschrieben  und  zu  gebrauchen  gelehrt  der  Messtisch  nebst  Zu- 
behör, das  halbkreisförmige  Astrolabium  und  die  Boussole.  Be- 
sonders als  Grundlage  für  den  Unterricht  in  der  Feidmesskunst 
auf  landwirthschafUi^en  Lehranstalten  scheint  dieses  Büchleio 
wohl  geeignet  zu  sein.  Nur  hätten  wir  gewünscht,  dass  bei  dem 
Nivelliren  ausser  der  gewöhnlichen  Kanalwage  doch  auch  ein  Ni- 
vellirinstniment  mit  Fernrohr  beschrieben  und  zu  berichtigen  und 
zu  gebrauchen  gelehrt  worden  wäre,  weil  man  namentlich  bei  dem 
lÜr  dic  Landivirthschaft  jetzt  so  höchst  wichtigen  Bau  der  Rie- 
selwiesen doch  mit  jenem  sehr  mangelhaften  Instrumente  nicht 
ganz  ausreichen  möchte,  und  in  der  That  auch  bei  den  genaueren 
Arbeiten  dieser  Art  jetzt  meistens  schon  der  Nivellirinstmmente 
mit  Fernröhren  fast  allgemein  sich  bedient,  denen  man  zu  diesem 
Zwecke  übrigens  eine  möglichst  einfache  und  der  zu  erreichen 
beabsichtigten  Genauigkeit  entsprechende  Einrichtung  giebt. 
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n e c li  a n I k. 


Di«  Theorie  der  bifilaren  !Aitfhänguiie  von  Franz 
Dietzel,  Lehrer  der  Mathematik.  Einladungaschrift 
zur  uffentlichen  Prfifung  der  Kwnigl.  Gewerhscbnle 
und  Baugewerkachule  zu  Zittau  am  Ül.  und  22.  Mürs 
1850.  Zittau  1850.  8. 

Der  Herr  Vf.  bat  in  diesem  Programm  die  Theorie  der  so- 
genannten bifilaren  Aufhängung  im  Allgemeinen,  ohne  Rücksicht 
auf  eine  besondere  Anwendung  voilständig  entwickelt,  und  wir 
müssen  sagen,  dass  wir  diese  allen,  welche  von  der  bifilaren  Auf- 
hänsung  Anwendungen  zu  machen  beabsichtigen,  sehr  zu  empfeh- 
lende Schrifi  mit  grossem  Interesse  gelesen  haben.  Die  Voll- 
ständigkeit der  Benandlung  wird  man  aus  der  folgenden  kurzen 
Inhaltsangabe  von  selbst  ersehen:  Einleitung.  Die  bifilare  Auf- 
hängung. Bestimmung  der  Gleichgewichtslage.  Bestimmung  des 
Drenungsmoments  nna  der  Schwingungsdauer  der  bifilaren  Auf- 
hängung. Correction  1,  wenn  die  Mden  ungleiche  Spannung  ha- 
ben. (Torreotion  II,  wenn  die  Fäden  ungleich  lang  sind.  Gorrec- 
tion  m,  die  Berücksichtigung  der  El^ticität  der  Fäden  oder 
Drähte.  Correction  IV,  Berücksichtigung  des  Luftwiderstandes. 
Bestimmung  der  Schwingungsdaner,  wenn  die  Schwiugungsbogeu 
einen  ^dlichen  Werth  hanen.  Bestimmung  des  Trägb^eitsmo- 
mentes  nicht  homogener  Körper  mit  HiUe  der  bifilaren  Aufhän- 
gung. Besonders  dieser  letzte  Abschnitt,  aber  auch  noch  vieles 
Andere  in  dieser  verdienstlichen  Schrift,  bt  auch  im  Allgemeinen 
für  die  Statik  und  Mechanik  von  Interesse. 


Optik. 

, Als  Beilage  bt  der  Nr.  719.  der  Astronomischen  Nachrichten 
eia  Auszug  aus  einer  in  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Dan- 
zig am  12.  Juni  1850  gelesenen  interessanten  Abhandlung  des  Herrn 
Professor  Anger  zu  Danzig  beigegeben  worden,  welche  den  Titel 
führt:  „Zur  Theorie  der  Perspective  für  krumme  Bild- 
flächen  mit  besonderer  Berücksichtigung  einer  ge- 
nauen Construction  der  Panoramen.  Wir  halten  es  für 
unsere  Pflicht,  die  Leser  des  Archivs  auf  diese  einfache  und  ge- 
naue Construction  der  Panoramen  aufmerksam  zu  machen,  und 
sehen  dem  Erscheinen  der  vollständigen  Abhandlung  mit  Verlan- 
gen entgegen. , 
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1 8 t r o n a m i e. 


Storta  celeste  del  R. Osser vatorlo  di  Palermo  dal 
17tlS  al  1813.  Parte  seconda  I8U3~  18)3.MTomo  ottavo 
1807 <—1810.  -Vienna.  1S49.  4.  Auch  unter  dem  Titel: 
Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Mach  dem  Be- 
fehle Seiner  k.  k.  Majestät  auf  5f fentliche  Kosten  her- 
aasgeben  von  C.  L.  von  Littrow,  Directr^r  der  Stern- 
warte und  o.  ü.  Professor  der  Astronomie  an  der  k.  L 
Opiversität  zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  Schaub,  Adjunct 
der  Sternwarte.  31.  TheiL  Neuer  Folge  llr  Band. 
Enthaltend  Piazzi’s  Beobachtungen  in  den  Jahren 
1807  bis  1810.1  Wien  1849.  4.  (M.  vergl.  Litterar.  Ber.  Nr. 
XLIX.  .685.) 

Der  Zweck  dieses  höchst  verdienstlichen  Werks  ist  aus  ao- 
sem  Anzeigen  der  früheren  Bände  in  diesen  literarischen  Berich- 
ten bekannt.  Wir  können  daher  nur  auch  jetzt  wieder  unsere 
Freude  darüber  ausdrücken,  dass  dasselbe  seiner  Beendigung  mit 
so  schnellen  Schritten  entgegen  eilet,  da  ja  jetzt  nur  noch  drei 
Jahrgänge  der  Piazzi’schen  Beobachtungen  zurück  sind,  und  wün- 
schen den  Herren  Herausgebern  von  Herzen  Glück  zu  diesen  ans- 
gezeichneten Erfolgen.  Da  mit  dem  vorliegenden  Bande  zugleich 
auch  der  gleich  nachher  angezeigte  33ste  Theil  der  Annalen  der 
k.  k.  Sternwarte  in  Wien  erschienen  ist,  so  werden  die  Piazzi’schen 
Beobachtungen  wahrscheinlich  mit  dem  9ten  Theiie  (Theil  32 
der  Annalen)  geschlossen  werden. 

Annalen  der  k.  k.  Strernwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  C.L.  von  Littrow,  DirectorderStera- 
warte  etc.  etc.  und  F.  Schaub,  Adj  unct  der  Stern  warte. 
33ster  Theil.  Neuer  Folge  13ter  Band.  Wien.  1849.4. 

Der  Inhalt  dieses  Tbeils  der  Annalen  ist  nicht  bloss  astro- 
nomisch, sondern  von  mehrfachem  allgemeinen  Interesse,  wie  die 
folgende  Angabe  desselben  von  selbst  zeigen  wird. 

Heft  L und  III.  Trigonometrische  Vermessungen  ini.  Kir- 
chenstaate und  in  Toscana,  ausgeführt  von  dem  Ingenieur  Johann 
Marie  ni,  unter  derDirection  des  k.  k.  militärisch -geographischen 
Institutes  in  den  Jahren  1841,  1842  und  1843.  — In  einem  Vor- 
worte zu  diesen  Heften  sind  naeh  einigen  historischen  Bemerkun- 
gen über  die  früheren  in  Italien  ausgeführten  Messungen  von  Bos- 
covich  und  Maire,  Moynet,  Oriani,  Reggio,  Besaris,  von  Zacb, 
Inghirami , und  dem  neapoGtanischen  General  Visconti,  die  Instni 
mente  angegeben , welcher  sich  Herr  Marien!  bei  seinen  Messun- 
gen bediente,  und  die  Formeln  zusammengestellt,  nach  denen  die 
Berechnung  der  Breiten,  Längen  und  Azimuthe  und  der  Höhen 
über  der  Meeresflächc  geführt  wurde.  Die  Messung  ward  auf  die 
im  Jahre  1788  von  den  Mailänder  Astromeii  Oriani,  Reggio 
ui^d  Cesaris  auf  der  Ebene  von  Gallarate  und  Soma  längs 
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des  Ticioo  gomessen«»  ßasis  gegrünt,  idiese  Basis  dabei  nach 
Carlini’s  Angabe  zu  9999,  ztö  Metres  angeiiumineii,  und  rer* 
mittelst  des  additiven  Logarithmen  9,7220'21o,  der  im  k.  k.  mili- 
tärisch - geographischen  Institute  zur  Verwandlung  der  Meter  in 
Klaftern  gebraucht  wird,  in  Wiener  Klaftern  verwandelt.  Die  an 
den  gemessenen  Winkeln  anzubringenden  Correctionen  waren  im- 
mer sehr  klein.  Ein  schönes  und  Tür  Jeden,  der  solche  Messun- 
gen ansznfähren  beabsichtigt,  sehr  instructives  „Ue bersichts • 
Skelett  trigonometrischer  Vermessungen  in  Italien“ 
ist  beigegeben.  Astronomische  Ortsbestimmungen  von  Bologna, 
Florenz,  Neapel,  Padua,  Pisa,  Rimini,  Ripatransone, 
S.  Salvatore,  Venedig,  und  lehrreiche  Vergleichungen  der- 
selben mit  den  auf  trigonometrischem  We^  ernaltetien,  ferner 
die  Längen  verschiedener  Meridianbögen,  Höhen  Ober  der  Mee- 
resfläche u.  8.  w,  sind  gleichfalls  beigefiigt  und  ein  Reiations- 
Auszug  des  Ingenieurs  Marieni  Quer  die  trigonome- 
trischen Arbeiten,  die  von  demselben  in  den  Jahren 
1841,  1842  und  1843  im  Kirchenstaate  und  inToscana 
au 8 geführt  worden  sind,  bildet  den  Schluss  der  in  vielen 
Beziehungen  wichtigen  und  interessanten  Arbeit. 

Heft  11.  Resultate  fünfzehnjähriger  an  der  k.  k.  Sternwarte 
zu  Wien  angesteliter  Hygrometer- Beobachtungen,  zusammeuge- 
stellt  von  Dr.  C.  lelioek. 

Heft  111.  Cometeo  • Beobachtungen  an  der  Wiener  Stern- 
warte, rediicirt  von  Ür.  C.  lelinek  und  C.  Hornstein. 

Wir  würden  namentlich  über  die  letztere  sehr  verdienstliche 
Arbeit  hier  mehr  sagen,  wenn  dieselbe  nicht  schon  besonders 
in  dem  Literar.  Bcr.  Nr.  Llll.  S.  730.  von  uns  angezeigt  worden 
wäre,  worauf  wir  daher  uns  zu  verw  eisen  erlauben. 

In  dem  Augenblicke,  wo  wir  diese  Anzeige  schliessen,  geht 
uns  die  höchst  erfreuliche  Nachricht  zu,  dass  in  Wien  zu  dem 
Bau  einer  neuen  Sternwarte  geschritten  werden  soll.  Wenn  der 
österreichische  vStaat  neben  so  vielen  andern  grossen  wissenschaft- 
lichen Unternehmungen,  auf  die  schon  früher  in  diesen  Literari 
sehen  Berichten  öfters  gebührend  liin^ewiesen  worden  ist,  in  einer 
so  bewegten  Zeit,  wie  die  unsrige  ist,  auch  noch  zu  dem  Bau 
einer  grossaitigen,  allen  jetzigen  Anforderungen  der  Wissenschaft 
entsprechenden  Sternwarte  schreitet:  so  muss  derselbe  in  der 
That  grosse  innere  Kräfte  besitzen,  und  einen  Eifer  haben,  die 
Wissenschaft  zu  einem  grossartigen  neuen  Aufschwünge  zu  brin- 
gen, der  namentlich  in  der  jetzigen  Zeit  mit  Recht  in  Erstau- 
nen setzt , und  die  wärmste  Anerkennung  aller  wahren  Verehrer 
der  Wissenschaften  lebhaft  in  Anspruch  nimmt. 

Tellurium  und  Luiiarium,  construirt  von  Gustav 
Grimm,  zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung  von 
Hermann  Kanitz  in  Gera. 

Dieses  nur  18  Rtlr.  kostende,  sauber  gearbeitete  Tellnrium 
und  Lunariuin  scheint,  so  viel  sich  für  jetzt  nach  dem  uns  vor- 
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fiegeixien  ProspMtas  arthellen  iRsst,  seines  niedrigen  Prrises  und 
seiner  im  Gänsen  zweckmässigen  Einrichtung  wegen,  su  veidie- 
nen,  Ijehranstaiten  zur  Anschaffung  empfohien  zu  werden- 


Physik. 

Anfangsgründe  der  Physik  für  den  Unterricht  io 
den  ehern  Kiassen  der  Gymnasien  und  Kealschuleo, 
sowie  zum  Sei bstunterricnt,  von  Karl  Koppe,  Profes- 
sor und  Oheriehrer  am  Gymnasium  zu  Soest.  Mit  I9S 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten  und  einet 
Karte.  Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Auflaee- 
Essen.  1850.  8. 

Die  1847  und  1848  erschienene  erste  Auflage  dieses  Bodis 
ist  im  Literar.  Bcr.  Nr.  XL.  S.  579.  und  Nr.  XLIV.  S.  627.  roo 
uns  angezei^  worden.  Wir  freuen  uns,  unsere  damalig  Em- 
pfehlung. welche  wir  jetzt  wiederholen,  durch  das  baldige  Erselm- 
nen  dieser  neuen  Auflage  bestätigt  zu  sehen,  welche  mit  Reebt 
den  Namen  einer  verbesserten  und  vermehrten  verdient  Rack- 
sichtlich  der  äusseren  Einrichtung  unterscheidet  sich  diese  naie 
Auflage  von  der  älteren  nur  dadurch,  dass  die  zwei  Theile  dieser 
letzteren  jetzt  in  einem  Theile  vereinigt  worden  sind,  was  des 
Herrn  Vf.  doch  zweckmässig  geschienen  haben  muss.  Mö^  du 
Buch  auch  in  seiner  neuen  Gestalt  fortlahren,  dem  so  widitigen 
Studium  der  Physik  in  einem  möglichst  grossen  Kreise  iouarr 
mehr  Liebhaber  zu  gewinnen ! 
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Arititmetik« 

Gesetze  in  den  höheren  Zahlengleichungen  mit 
einet  oder  mehreren  Unbekan  nten.  .Von Simon  Spitzer. 
Mit  einem  Vorworte  von  Dr.  Leopold  Carl  Schulz  von 
Strassnitzki,  Prof,  der  Math,  am  k.  k.  polytechnischen 
Institute  in  Wien.  Wien.  1849.  4®. 

Diese  Abhandlung  des  Herrn  Simon  Spitzer,  welcher  schon 
früher  eine  im  Literar.  Her.  Nr.  LH.  S.  717.  angezeigte  sehr  ver- 
dienstliche Arbeit  über  die  Gleichungen  lieferte,  bat  im  Allge- 
meinen den  Zweck,  die  bekannten  Ideen  von  Gauss  über  die 
imaginären  Grössen  io  der  Theorie  der  Gleichungen,  namentlich 
bei  deren  Auflösung,  zur  Anwendung  und  Geltung  zu  bringen. 
Herr  Prof.  Dr.  Schulz  von  Strassnitzki  hat  die  vorliegende 
neue  Abhandlung  mit  einem  V'orworte  begleitet,  welches  wir  in 
vielen  Beziehungen  für  so  lehrreich  halten,  dass  wir  uns  nicht 
versagen  können,  dasselbe  unsern  Lesern,  so  weit  es  ohne  Figu- 
ren verständlich  ist,  im  Folgenden  ganz  mitzutheilen,  weil  es  zu- 
gleich den  sichersten  Maassstab  ftir  die  sehr  verdienstlichen  Lei- 
stungen des  Herrn  Simon  Spitzer  abgiebt.  Herr  Professor  Dr. 
Schulz  von  Strassnitzki  spricht  sich  nämlich  in  diesem  Vor- 
worte folgendermassen  aus: 

,, Gauss  hat  die  reelle  und  anschauliche  Bedeutung  der  ima- 
ginären Ausdrücke,  und  ihre  Zulässigkeit  in  der  Rechnung 
in  den  Göttinger  Anzeigen  Stück  64  vom  Jahre  1831 
nachgewiesen;  allein  dieser  grossartige  Gedanke  Gauss ’s  spielte 
in  der  Wissenschaft  bloss  die  Rolle  eines  geistreichen  Einfalls, 
ohne  dass  von  ihm  weiter  greifende  Anwendungen,  namentlich  in 

Band.  XV.  59 
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der  Geometrie  gemacht  worden.  Der  von  ihm  Torgeschl^eoe 
Namen  laterale  ^seitliche)  Grosse  statt  des  unpassenden  imagioire 
ist  noch  wenig  aurchgedrungen. 

So  wie  Descartes  die  negativen  Wurzeln  einer  Gleichung, 
von  ihm  noch  falsche  Wurzeln  genannt,  zuerst  geometrisch  tt- 
läutert,  und  dadurch  einer  umfassendem  Gestaltung  der  Geometrie 
den  Weg  gebahnt,  so  sind  wir  auch  der  Meinung,  dass  die 
Gaus 8 'sehe  Anschauungsweise  der  sogenannten  imaginSren Grös- 
sen durch  das  Gesammtgebiet  der  Mathematik  durchgefiihrt,  nicht 
nur  lichtvolle  Klarheit  in  die  bisherigen  Kenntnisse  bringen  nitd, 
sondern  sehen  auch  umfassenderen  Erweiterungen  der  Wissen- 
schaft entgegen.  In  dem  Vorworte  ^ Hrn.  Spitzer’s  Methode, 
die  imaginären  Wurzeln  einer  numerischen  Gleichung  zu  finden, 
habe  ich  gezeigt,  wie  man  imaginäre  Werthe  angeben  kann,  die 
in  eine  Gleichung  mit  durchginng  xcellen  t'oefficienten  snbstitiirt, 
reelle  Kesultate  geben.  Auf  diesen  Gedanken  fussend , hat  es 
Herr  Spitzer  unternommen,  die  geometrische  Bedeutung  dieser 
reellen  Resultate  zu  ermitteln,  und  so  gelang  ihm  die  eeometri- 
sebe  Constructiou  der  imaginären  Wurzeln  einer  numerischen  Glei- 
chung ; wodurch  sich  neuerdings  mit  voller  Evidenz  ergibt,  dass  die 
lateralen  (seitlichen)  Grössen  — bisher  imaginär  genannt  — nicht 
leere  Zeichenformen  sind,  sondern  dass  sie  in  die  Wissenschaft 
vollkommen  eingebürgert  zu  werden  verdienen. 

Descartes  nimmt  zur  geometrischen  Deutung  einer  algebrai- 
schen Function  f{x),  die  Werthe  der  unbekannten  x als  Absda- 
sen,  und  die  daraus  sich  ergebenden  Resultate  der  Subsfitutioa 
als  Ordinaten  an,  wodurch  Jas  geometrische  Bild  der  Faoetioa 
f(x)  eine  ebene  Krumme  wird,  und  die  Punkte,  wo  die  Ahscissco- 
axe  diese  Krumme  schneidet,  die  positiven  und  negativen  Wur- 
zeln der  Gleichung  f{x)==ß  geben,  weil  in  diesen  Punkten 
gleich  Null  wird.  — Spitzer  nimmt  zut  geometrischen  Teran- 
schaulichung  der  Function  — l)  als  Coustructionsfeld  ilit 

Ebene  der  xy  und  zwar  so,  dass  die  x auf  die.  Achse  der  x Bad 
senkrecht  darauf  die  Werthe  der  y verzeichnet  werden,  ganz  im 
Sinne  Gauss’s;  die  reellen  Resultate,  falls  sich  sulche  ergebeo, 
werden  in  der  Richtung  der  z angebracht.  Das  geometrische  Bild, 
welches  dadurch  entsteht,  gibt  nicht  nur  die  ebene  Curve  des 
Descartes,  nämlich  für  die  Werthe,  wo  ,y=0  ist,  sondern  aach 
mehrere  damit  verbundene  krnmme  Linien  yon  doppelter  Krüm- 
mung, und  durch  den  Platz,  wo  die.««  Krummen  die  Ebene  derxji 
schneiden,  erhalten  die  imaginären  Wurzeln  ihre  geometrische  la- 
terpretation.  Es  sei  u eine  Function  von  x mit  reellen  Coefficieo- 
ten,  setzen  wir  statt  x,  x so  dass: 

VrÜ. . 

so  hat  man : 

u.  8.  w.  r 


Digitizod  by  Googlc 


795 


«4  6i£). 
^ 5! 


U.  6.  W.). 


Da  wir  nur  die  reellen  Werthe  von  u in  Betrachtans  ziehen 
wollen,  und  selbe  z nennen,  so  haben  wir  folgende  Bedingungs- 
gleichungen : 


z=f(x)  -yS. 


A(^) 


2! 


+y* 


4! 


— U.  8.  W.. 


- «»•  8.  w.|  =0. 

' . i ■ 

Eine  Auflösung  liegt  auf  der  Hand,  nämlich 
z=f(x),  y = 0-, 

das  ist  nun  die  ebene  Curve  nach  der  V^erzeicbnung  Descartes, 
welche  die  positiven' nnd  n^ativen  Wurzeln  d«rw  ihre  Durch- 
schnitte mit  der  Achse  der  x darbietet.  Das  System  der  andern 
Curven  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen : 


z=f{x)  - + “•  8-  "'•> 

fl  (x)  — »®-— 37-^ +»*  - «•  8.  W.  =0; 


die  wir  kurz  durch 


z = if>{x,  y);  if;(ar,  y)=0 


darstellen  wollen,  wobei,  wie  man  leicbt  siebt,  der^bScbste  Expo- 
nent von  y in  i\i{x,  y)=0  stets  gerade,  nnd  um  zwei  oder  wenig- 
stens um  einen  Grad  niederer  iet,  als  der  hücbste  ^ixponent  von 
X in  det  Gleichung  f(x)'=0. 

■ Wenn  wir  nun  nach  einander  deta  j*  in  der  Gteicbtnf/t 
verschiedene  willkührliche  Werthe  geben,  libd  den  dieser  Glei- 
chung entsprechenden  Werth  von  y bestimmen,  und  diese  Werthe 
von  X und  » io  die  Gleichung  zs=qi>{ar,  y)  substituiren ; so  hat 
man  einen  Funkt  ' dieses  Curvensystems.  Es  sei  so  m ein  will- 
kührlicher  Werth  von  x,  und  die  Gleichung  y)=0  gebe  för 
y die  Werthe  u,  b,  c,  d,  . ..  so  erhält  man  für  z die  Werthe  ' 


tp{m,  fl);  9^(m,  6);  (f(m,  c);  gi(»n,  rf);. 


geben  wir  nun  dem  x einen  von  m sehr  wenig  verschiedenen 
Werth  m',  so  werden  die  Werthe  von  y aus  der  Gleichung 
9)^1)  von  dun  Wertben  a,  b,  c,  d,.  . . . nur  wenig  ver- 
schieden sein.  Es  seien  dieselben  a\  b‘,  &,  d‘,  . . . und  daher 
die  resultirendcn  Werthe  vop  z: 

. . . • i 

a‘);  ip(m',  b‘)%  i)p(»i',  . ... 
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Ist  eben  so  m"  von  m'  nur  sehr  wenig  verschieden,  so  werden  die 
Wurzein  der  Gleichung  y)=0,  d.  i.  a",  V,  c",  d*, ...  von 

n'>  b‘,  &,  d', ....  ebenfalls  nur  wenig  sich  unterscheiden,  welche 
uns  für  z die  Resultate  i 

<p(m",  o");  9(m",  b")\  , c");  .... 

geben. 

Je  näher  nun  m,  m',  m",  folglich  auch 

’*  Qj  Q f ü ,,..6,  bf  b , . . . C,  C,  C 

an  einander  liegen,  um  so  mehr  bilden 

9>(m,  n),  9p  (m',  a'),  v(/n",  a"),  . . . 

i 

eine  stätige  Reihe  von  Punkten  einer  Curve,  eben  so 

. • • .1  ••• 

>(m,  6),  <p(m‘,  b'),  tpim",  b"),  : . . 
und  ebenso  • ■ : 


q>(m,  c).  <pim\  ff),  g>(m*,  c"),.  . . . 

Diese  Curven  im  Allgemeinen  von  doppelter  Krämmung  wol- 
len wir  conjugirte  Curven  nennen. 

\ 

Es  sei  z.  B.  die  Gleichung  . ' , 


X* — 6a:*+lla: — 6=0  oder  (jr— •!)(*— 2)(x— 3)=0; 


setzet  man  hier  statt  x,  x-f  —1,  so  hat  man: 

+y V^=A*)— 1/i  (^)— g 

I Damit  nun  u reell  werde,  muss  der  Factor  des  zweiten  Glie- 
des sich  auf  Null  reduciren,  und  man  hat: 

i=f(.x)—\u{x).y*;  fi{x)  — ^fi{x)y*=ii, 

I ' 

d.  h. 

i=;x*  — 6a:*  + lla:— 6 — (3«— 6)3;®;  3a:*— 13a:  + 11— y*=0, 
woraus:  > 

K . . 

1 y*=3a:»-12a:  + ll;  z=  — (ar»— 48a:*-F94a:— 60)  Y , 

als  Gleichungen  der  conjugirten  Curven,  während  die'Giei 
chungen  der  Haupteurve  y=u  und  z=a:*— 6a:*-Hla: — 6 sind. 
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Die  Projection  adf  die  Ebene  xy  wird  durch  y*=3a:* — 12ar+ll 
gegeben,  welche,  wie  man  aieht,  die  Gleichung  einer  Hyperbel 
ist,  deren  Centrnm  y—(i,  und  die  Scheitel  derselben 


t ' ‘ 2 1 ' 

x=2—  *=2+;^  und  z; 


■3V3'  ’ 


zu  ihren  Coordinaten  haben.  Diese  zwei  Scheitel  treffen  mit  dem 
Maximum-  oder  Minimumpunkt  der  Hauptcurve  zusammen.“ 

„Als  zweites  Beispiel  diene  uns  die  Gleicbnng  ■ . 

ftz» -f  I^*-:^0a:-^25=:0. 


welche  die  vier  imaginären  Wurzeln  1J;2V^— 1 und  2JbV^ — I hat. 
Man  hat:  ,■ 

"■  i=.T«— 30®  + 25-(6ar»-18ar+18)y»+y4,  ’ 

4x»— l&t*V36^-30  — (4^— 6)3t»=0. 

Man  erhält  hier 


I..  I (Qr  l;  y=±2;  z=0 
. lur  x=i,  y==±l;  z=0.“ 

, ■ w .! » • I « .1  • T » » • »I  ‘*  * • . , * . ■ »0*4«' 

' Herr  Prof  Dr.  Schulz  von  Strassiii  tzici  erläutert ‘nun 
die’  beiden  vorhergehenden  Beispiele  sehr  deudich  und  lehrreich 
durch  zwei  vollständig  ausgeführte  Coimtructionen , und' leitet  dar- 
aus die  Eigenschaften  der  beiden  als  Beispiele  gebrauchten  Glei- 
chungeu  rücksicksichtlich  ihrer  reellen  und  imaginären,  gleichen 
oder  ungleichen,  Wurzeln  ab,  wobei  wir  nur  bedauern  müssen, 
dass  wir  diese  Constructionen  hier  den  Lesern  des  Archivs  nicht 
mittheilen  kOnnen,  weil  den  Literarischen  Berichten  Figuren  nicht 
beigegeben  werden  künnen;  und  fährt  dann  auf  folgende  Art  fort: 


„Herr  Spitzer  hat  vorstehende  Betrachtungen  zunächst  zur 
Grenzeobestimmung  der  imaginären  Wurzeln  benutzt,  wodurch  die 
Berechnung  derselben  wesentlich  erieichtert  wird:  er  erläutert  fer- 
ner. die  Fälle,  ip  welchen  eine  Function  durch  imaginäre  Wertbe 
einen.  Maximum  ■ oder  Minimumwertb  erreicht.  Zum  Schlüsse, 
deBnt.ar  seine  Betrachtungen  und  Methoden  auch  auf  die  Auflö- 
sung von  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  aus.  Hoffentlich 
werden  die  Mathematiker  das  hier  Dargehrachte  ihrer  Aufmerk- 
samkeit nicht  fiir  unwürdig  halten , und  die  hier  entwickelten  Ge- 
danken zur  weitem  Durchführung  in  der  Wissenschaft  bringen.“ 

, .Öle  nun  folgende  Arbeit  des  Herrn  S.  Spi tzer  zerfällt  in  die 
fönenden  Abschnitte:  ,.  ,,  , 


i.  Bestimmung  der  Grenzen  der  reellen  und  imaginären  Wur- 
zeln einer  ZahlengTeichung  höheren  Grades.  — 2.  Betrachtungen 
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über  die  ituaginftreii  Maximum-  und ‘Muiimumwertfae  ei«er  Func- 
tion. — 3.  Aui'tmehuog  der  reellen  und  imagiaüreu  WurzeJn 
büherer  numerUcber  Gleichungen  mit  xnehreren  Ünbeknnoteo.  — 
Note  über  die  imaginären  Maxima-  und  Minimavrertbe  einer  Function. 

Alle  hier  gegebenen  Betrachtungen  zeichnen  sich  durch  eine 
vorzügliche  Ktarneit  aus,  «reiche  d^urch  die  stets  beigegebeneu, 
mit  grosser  Mühe  vollständig  ausgerechneten  Beisniele  noch  sehr 
erhöbet  wird,  so  dass  wir  diese  Abhandlung  allen  Lesern  des 
Archivs  dringend  zur  Beachtung  empfehlen. 

Herr  S.  Spitzer  schliesst  seine  Arbeit  mit  den  bescheidenen 
Worten:  „Sollte  irgend  Gutes  dieser  Aufsatz  enthalten,  so  ge- 
bührt der  Dank  hierfür  einzig  und  allein  meinem  Lehrer  Herrn 
Prof.  S ch  u I z.  Gr^  war  es , der  mieU  stets  in  dieser  Wissenschaft 
leitetete,  und  mit  seinem  Käthe  unterstützte.  Ohne  ihn  hätte  ich 
diese  Arbeit  wobl  nie  zu  Stande  gebracht“  > .N 

Vergleichen  wir  demnach  den  Anfang  und  das  Ende  dieser 
vorzüglichen  Schrift,  ^ so  haben  wir  das  büchst  erfreuliche  Bild 
eines  ausgezeichneten  Lehrers  und  trefflichen  Schülers  vor  uns, 
von  denen  jeder  die  Verdienste  des  andern  auf  das  Freudigste 
und  Innigste  anzuerkennen  sich  bestrebt,  ein  Beispiel  der  Aner- 
kennung gegenseitigen  Werthes,  das  in  unserer  Z9U  nicht  ebea 
sehr  häubg  ist 

Der  vorhergehenden  Abhamliung  hat  Herr  S.  Spitzer  seht 
bald  eine  zweite  folgen  lassen,  unter  dem  Titel: 

Skizzenaus  demGebiete  der  höheren  Gleichungen. 
V.on  Simon  Spitzer,  Assistenten  der  Gleinentnr-  und 
Höheren  Mathematik  am  k.  k.poly  technischen  Institute. 
Wien.  1860,  4. 

dje  sich  den  beiden  vorhergehenden  in  würdiger  Weis«  an- 
reihet, und  von  d(»  er  selbst  sagt,  dass  er  in  derselben  Manches 
allgemeiner.  Manchen  strenger  aufgefasst  habe,  als  in  den  frühe- 
ren Aufsätzen,  und  dass  zugleich  manches  Neue  von  ihm  heige- 
fugt  worden  sei.  Bei  der  Ausdehnung,  welche  diese  Anzc^ 
schon  erhalten  bat  müssen  wir  uns  leider  mit  der  folgenden  blos- 
sen Angabe  des  Hauptinhaltes  begnügen: 

1.  GeometrisdiesBild  der  binomischen  Gleichungen  r=t<"— t.  - 
2.  Geometrischer  Ort  der  symmetrischen  Functionen  der  Wur- 
zeln. — 3.  Erweiterung  der  Theorie  des  Grössten  und  Kleinsten: 
a.  Bei  Gleichungen  mit  Einer  Unbekannten.  6.  Bei  Systemen  von 
Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten,  -c.  Bei  Systemen  von 
mehreren  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten.  Deo  Schloss 
dieses  Abschnitts  miden  Betrachtungen  specieller  Fälle  bei  zwei 
Gleichuiigen  höheren  Grades.  ‘ 

I • '/  1 

Mögen  diese  beiden  Abhandlungen  die  Beachtung,  welche  sie 
gewiss  recht  sehr  verdienen,  so  allgemein  wie  möglich  recht  bald 
finden,  und  zu  weitern  Untersuchungen  über  die  Traglicben  wich- 
tigen Gegenstände  reichliche  Veranlai^ung  geben! 
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Populäre  Astronomie.  Von  Ur.  J.  H.  Mädler,  Kais.- 
Russischem  Staatsrathe  0.  8.  w.  Vierte,  rollig  umge- 
arbeitete Auflage.  Nebst  einem  Atlas,  20  Tatein  ent- 
haltend.  Berlin.  1040.'8.  > >1 

:>  ■ . • . 1 . 1 - . - „ 

I • Ein 'fisch,  welches  in  dner:  Vierten.  Auflage  rorliegt,  muss  sieb 
wohl  die  Gunst  des  Publikums  in  vorzüglichem  Grade  erwolbeo 
haben,  nnd  ein  Urtheil  darüber  '-'zu  lallen,  ist  kaum  noch  an  der 
Zeit.  Wirrerkennen  auch  ifie  Vorzüge  dieses  Werkes keinesw^s, 
und  sind  selbst  der  Meinung,  dass  dasselbe  in  gewisser  Rücksicht 
für  den  Mann  von  Fach,  der  die  Wissenschaft  schon  kennt,  fast 
noch  mehr  Werth  hat  als  für  den  blossen  Liebhaber,  weil  es  eine 
Menge  vrerthvoller  Zosammessteilungen  über  die  Topographie  des 
Planetensystems  der  Sonne,  die  Kometen,  die  Fixsterne,  die  N» 
belilecke,  die  Doppelsterne  u.  s.  w.  enthält,  die  man  bis  auf, die 
neneste  Zeit  herab  kaum  in  irgend  einem  anderen  Werke  von 
ähnlicher'  Tendenz  in  gleicher  Vollständigkeit  finden  dürfte,  so 
dass  auch  uns  selbst  das  Buch  in  dieser  Beziehung  manche  dan- 
kenswerthe  Belehrung  gewährt  bat  und  öfters  von  uns  zu  Ratbe 
gezogen  worden  ist.  VVenn  wir  aber  auf  die  eigentlich  wissen- 
schaftliche Behandlung  sehen,  so  müssen  wir  freilich  offen  beken- 
nen, dass  wir  bei  derselben  eine  auf  dem  Wege  der: Beobachtung 
den  Leser  nach  nnd  nach  zu  einer  vollständigen  Kenntniss  des 
grossen  Weltgebäudes  führende  Darstellung,  welche  sp  treu  'als 
möglich  dem  iiistoriscben  Entwicklungsgänge  der  Astronomie  folgt, 
so  gut  wie  ganz  vermisst  haben.  Wir  glauben,  dass  es  nament- 
lich is  einem  populären  Werke  bei  der  Darstellung  keiner  Wis- 
senschaft so  zweckmässig  ist,  sich  dem  historischen  Entwickeiungs- 
gange  derselben  möglichst  eng  anzuschliessen , als  gerade  in  der 
Aatreneinie,  undsind  der  Meinung,  dass  auch  eine  solche  Darstellung 
sich  nü^  allein  für  ein  populäres  astronomisches  Werk  eigne. 
Denn  was : hilft  die  An-jabe  aller  einzelnen  Erklärungen  und  Ge- 
setze, ohne  dass  man  auf  eiueni  im  eigentlicheo  Sinne  heuristi- 
schen Wege  zu  denselben  zu  gelangen  sucht ; ohne  eine  solche 
heuristische  Darsteliung  sinkt  der  formelle  Nutzen  für  den  Leser, 
der  doch  gewiss  immer  auch  sehr  hoch  anzuschlagen  ist,  auf  Null 
herab,  und  die  Wissenschaft  wird  mehr  eine  blosse  Sammlniig 
von  Notizen.  Sollten  wir  ein  Muster  für  eine  solche  Darstellungs- 
weiM  angeben,  so  ist  dies  freilich  in  gewisser  Rücksicht  Sa^e 
des  Geschmacks,  wir  aber,  von  unserm  Standpunkte  aus,  wüssten 
in  der  That  kein  uns  mehr  zusagendes  Buch  anzugeben,  als  die 
zw.eite*)  Ausgabe  von  Biot’s  Astronomie  pbysique,  in  der 

Die  neoeate,  jetzt  schon  bis  zu  vier  starken  Bänden  angewachsene, 
dritte  Ausgabe,  die  der  treffliche  hochbejahrte  Verfasser  noch  nicht  zu 
Knde  geführt  hat,  dürfte  mehr  den  Bedürfnissen  der  Männer  vom  Fac^ 
entsprechen,  schon  ihres  grossen  Uiiifunges  wegen,  da  i ja  schart  dte 
Theorie  der  optischen  Inftriimcnte  fast  zwei  ganze  Tbeile  füllt.. 
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wir  Immer  eine  wahrhaft  popnlire,  unr  ein  äusserst  geringes  Maau 
mathematischer  Vorkenntnisse  in  Anspruch  nehmende,  dabei  sg- 
gleich  durch  die  Sprache  hSchst  ansprechende  Darstellung  ge- 
iunden  haben,  und  mochten  sehr  wtlnschen,  dass  einmal  einig 
diesem  Biot’schen  Geiste  verfasstes,  bis  zu  den  neuesten  Entdek- 
kungen  fortgeföbrtes  populäres  Werk  erscheinen  mSchte. 

I ‘ I 

w Solche  Formeln  wie  im  vorli^enden  Werke  aus  der  Theorie 
der  Pianetenbewegunff  auf,  S.  100.  ff.,  ohne  allen  tBeweie,  «Ime 
alle  Deduction  angef^rt,  und  selbst  durch  numerische  Beispide 
zu  gebrauchen  gelehrt  worden  sind,  helfen  dem  Manne  ron  Fach 
gar  niohts,  und  dem  gewöhnlichen  Liebhaber  oder  Dilettantes 
sind  sie  natdrlieh  böhmische  Dörfer.  Ung^ichtet  aller  Achtimg 
vor  den  Verdiensten  des  Herrn  Verfassers  kOnneti  wir  daher  ia 
diesem  Werke  doch  keine  ganz  gleicbmässige  Darsteliung  erken- 
nen, die  den  Leser  unter  Voraassetzung  der  aliereinfachsteo 
Lehren  der  Geometrie  und  allenfalls  noch  der  Trigonometrie  anf 
heuristischem  Wege  und  an  dem  Faden  der  historischen  Entirik- 
kelung  zu  einer  möglichst  vollständigen  Kenntniss  des  grossen 
Weltgebäudes  fuhrt,  und  ihm  ein  Staunen  abnOtbigt  über  die  Grösse 
und  Stärke  des  menschlichen  Geistes,  der  — und  in  der  That 
doch  meisteos  auf  ziemlich  einfache  Weise,  wenn  man  nkitt  his 
in  die  tiefsten  Tiefen  hiiiabzusteigen  beabsichtigt  Mittel  and 
Wege  fand,  in  die  Geheimnisse  des  Weltalls  mnzudringea,  und 
bei  aller  scheinbaren  Unregelmässigkeit  der  sichtbaren  Bewegun- 
gen der  WeltkOrper  streng  gesetzmässige  Ordnung  dentlicli 
zu  erkertnen,  weiche  der  grosse  Urheber  desselben  mit  so  grw- 
ser  Weisheit  darin  einiührte.  Absichtlich  kehren  wir  aber  noch 
mals  zu  dem  Eingänge  dieser  Anzeige  zurück,  und  erkennen  wie- 
derholt gern  an,  dass  dieses  Werk  in  Bezog  auf  die  Topographie 
des  Himmels  sehr  werthvoUe  ZusammensteUuneen  enthmt,  die 
man  in  einem  anderen  ähnlichen  Bache  scbwerlich  in  gleicher,  bis 
auf  die  neuesten  Zeiten  berabreichender  Vollständigkeit  finden 
dürfte. 

Abriss  der  praktischen  Astronomie,  Vorzffglichis 
ihrer  Anwendung  auf  geographische  OrtsbestimmuDg 
von  Dr.  A.  Sawitsch,  Professorder  Astronomie  an  der 
Kaiserichen  Universität  zu  St.  Petersburg.  Ans  dem 
Russischen  übersetzt  von  Dr.  W.  C.  Götze.  Mit  meh- 
reren im  Original  werke  nicht  vorhandenen  vom  Herrn 
Verfasser  nachgelieferten  Zusätzen  und  Erweiteron- 
gen.  Erster  Band.  Hamburg.  1850.8. 

Schriften  über  praktische  Astronomie  besitzen  wir  namentiicb 
lln  Deutschen,  nur  wenige.  Denn  ausser  dem  älteren  Werke  von 
Rössler  und  dem  neueren  von  Jahn  wüsste  ich  in  der  deutschen 
Literatnr  kein  Werk,  welches  diesem  wichtigen  Gegenstände  aus- 
schliesslich gewidmet  wäre,  wenn  auch  freilich  in  vielen  astrono- 
mischen Schriften  treflliche  Anleitungen  zu  astronomischen  Be- 
obachtungen und  Rechnungen  enthalten  sind,  vor  allen  in  den 
B^ünigsberge  r Beobachtungen,  in  B ob  nen  berger’s  wenn 
auch  älterer,  doch  immer  noch  Klassischer  An  I ei  tun  g zur  geo- 
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graphischen  Ortsbestimmung  vorsfiglicli  mittelst  des 
Spiegel -Sextanten,  in  Rfimker’s  Handbuch  der  Schiff- 
fahrtskunde, in  den  verschiedenen  astronomischen  Zeitscbrilten, 
u.  8.  w.  Aber  ein  Werk,  welches,  hauptsächlich  in  Bezug  auf 
geographische  Ortsbestimmung,  die  neuere  Beobachtnngskunst  in 
ziemlicher  Vollständigkeit  lehrte,  besitzen  wir  nicht,  und  die- 
sem Bedürfnisse  hilft,  glauben  wir,  das  bis  jetzt  in  seinem  ersten 
Bande  uns  vorliegende  Werk  des  Herrn  Professor  Sawitsch  in 
ausgezeichneter  VVeise  ab.  üer  Herr  Verfasser  hat  sich,  ohne 
Weitschweifigkeit,  grosser  Deutlichkeit  und  möglichster  Einfach- 
heit in  der  Darstellung  befleissigt,  auch  eine  möglichst  geringe 
Anzahl  von  Vorkenotnissen  vorausgesetzt,  indem  die  Trigonometne 
und  die  leichtesten  Lehren  der  Differentialrechnung  zum  vollständi- 
gen Verstfindniss  dieses  Werks  fast  allein  hinreichen , namentlich 
auch  der  Gebrauch  der  analytischen  Geometrie  bei  der  Bestim- 
mung der  Fehler  der  Instrumente  u.  s.  w.  fast  ganz  ausgeschlos- 
sen worden  ist,  was  wir  bei  einem  Werke  von  der  Tendenz  des 
vorliegenden  nur  billigen  können;  die  beschriebenen  und  zu  be- 
richtigen gelehrten  Instrumente  sind  fast  nur  die  jetzt  mit  Recht 
und  zum  grossen  Nutzen  der  Wissenschaft  so  weit  und  allgemein 
verbreiteten  transportablen  Instrumente,  von  denen  auch  immer  sehr 
deutliche  Abbildungen  gegeben  worden  sind;  die  Formeln  sind 
nicht  etwa,  wie  in  manchen  anderen  eine  praktische  Richtung  ver- 
folgenden Werken,  bloss  angegeben,  sondern  immer  mit  hinreichen- 
der Vollständigkeit  vollständig  abgeleitet,  wodurch  natürlich  die 
eigentlich  wissenschaftliche  Gestalt  des  Buchs  sehr  gewonnen 
hat  und  dasselbe  von  dem  Herrn  Verfasser  zu  einem  wahren 
Lehrbuche  gemacht  Worden  ist,  in  welchem  man  selten  über  einen 
Gegenstand,  in  dem  auf  dem  Titel  und  durch  die  ganze  Tendenz 
des  Buchs  vorgezeichneten  Kreise,  vergebens  Rath  und  Belehrung 
Sachen  wird;  alle  behandelten  Aufgaben  sind  durch  numerische 
Beispiele  deutlich  erläutert;  übrigens  trägt  das  Werk  ganz  den 
Stempel  der  Eigenthümlichkeit,  und  Herr  Professor  Sawitsch 
bat  auch  manche  ganz  neue  Methoden  beigefügt,  wie  man,  um 
nur  Eines  zu  erwähnen,  z.  B.  aus  dem  Anhänge  zum  dritten  Ab- 
schnitte; „über  eine  etwas  veränderte  Anwendung  der  Bessel’ 
sehen  Methode  zur  Bestimmung  der  Polhöhe  durch  das  Durch- 
gangs-Instrument, nebst  einem  Beispiele“  sehen  kann.  Kurz  wir 
sina  der  Meinung,  dass  Herr  Professor  Sawitsch  durch  Heraus- 
gabe dieses  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  Werks  nament- 
lich um  alle  die,  welche  ans  Neigung  oder  Beruf  geographische 
Ortsbestimmungen  zu  machen  sich  anschicken  wollen,  ein  wah- 
res Verdienst  erworben  hat,  and  danken  ihm  in  deren  Namen  hier 
anfrichtigst  dafür.  Gleichen  Dank  verdient  aber  auch  der  Herr 
Debersetzer  für  die  Verpflanzung  dieses  Werks  auf  deutschen  Bo- 
den, weil  dasselbe  sonst  gewiss  vielen  deutschen  Beobachtern 
ganz  unbekannt  geblieben  sein  würde.  Da  wir  der  russischen 
Sprache  ganz  unkundig  sind,  und  auch  das  Originalwerk  nicht  vor 
uns  liegen  haben,  so  können  wir  freilich  ein  eigentliches  Urtheil 
über  die  Uebersetzung  nicht  aussprechen ; aber  so  viel  können  wir 
aus  vollkommenster  Ueberzeugung  versichern,  dass  dieselbe  sich 
ganz,  wie  ein  Originalwerk  lies’t,  und  fugen  daher  nur  noch  hinzu, 
dass  auch  Herr  Professor  Sawitsch  selbst  die  Uebersetzung 
genau  durehgegangen  und  laut  der  Vorrede  über  dieselbe  das 
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Urtheil  ge(äiit  bat:  „dass  überall  der  Sinn  des  Rassiacben 
Originales  treu  und  scbarf  wiedergegeben  sei“  was  ja 
bei  der  Uebersetzung  eines  mathematiscben  Werkes  eigentlich 
Alles  ist,  was  man  verlangen  kann.  Ausserdem  bat  die  Ueber- 
setzung durch  . manche  Zusätze  des  Herrn  Verfossers  wirkliche 
Yorzflge  vor  dem  Originale,  i Bei  einem  Werke  wie  das  verlie- 
rende, halten  wir  uns  zu  einer  etwas  genaueren,  als  dies  sonst 
in  diesen  literarischen  Berichten  zu  geschehen  pflegt,  Angabe  sei- 
nes Inhaltes  verpflichtet,  die  wir  im  Folgenden  nns  zu  geben  er- 
lauben: 


S.  ].  Einleitung,  Diese  73  Seiten  starke  Einleitung  ent- 
hält aus  der  theoretischen  Astronomie  alles  da^eiiige,  was  zum 
Verständniss  der  verschiedenen  praktischen  Operationen  notb- 
wendig  ist,  also  die  wichtigsten  allgemeinen  astronomischen  Be- 
griflTe;  die  Lehre  von  der  Zeit;  die  Lehre  von  den  Constanteo, 
welche  bei  der  Reduction  des  scheinbaren  Orts  eines  Gestirns 
auf  seinen  mittlern  Ort  angewandt  werden;  die  Lehre  von  der 
astronomischen  Strahlenbrechung,  von  der  Parallaxe  , die  Theorie 
des  astronomischen  Fernrohrs , die  Theorie  des  Niveaus,  immer 
mit  bestimmter  Rücksicht  auf  das  Praktische,  worunter  auch  selbst 
geübte  praktische  Astronomen  manches  für  sie  Lehrreiche  finden 
werden.  — S.  74.  Erster  Abschnitt,  Beschreibung  und 
Gebrauch  der  Instrumente.  Die  in  diesem  Abschnitte  be- 
schriebenen und  in  jeder  Beziehung  vollständig  theoretisch  behan- 
delten Instrumente  sind  das  Durchgangs -Instrument,  der  astrono- 
mische Theodolit  und  das  Universaf- Instrument.  Die  Theorie 
dieser  Instrumente  ist  so  vollständig  gegeben,  dass  kein  Umstand, 
den  die  neuere  Beobachtungskunst  zu  berücksichtigen  iiir  nütfaig 
gefunden  hat,  unberücksichtigt  geblieben  ist  Ausserdem  enthält 
dieser  Abschnitt  sehr  schöne  Belehrungen  über  die  Fehler  der 
Gradtheilungen  der  Instrumente  und  den  Gebrauch  und  die  Be- 
handlung der  astronomischen  Uhren.  — S.  243.  Zweiter  Ab- 
schnitt. Bestimmung  der)  Breite  und  der  Zeit  durch 
die  Messung  von  Zenithdistanzen.  Bestimmung  der  Breite 
aus  Circummeridian  • Höhen.  Bestimmung  der  Breite  durch  den 
Polarstern.  Zeitbestimmung  ans  Zenithdistanzen.  Zeit-  und  Brei- 
tenbestimmung, wenn  beide  unbekannt  sind.  Zeitbestimmung  ans 
correspondirenden  Höhen.  Ausserdem  enthält  dieser  Abschnitt 
noch  viele  höchst  lehrreiche  und , wenn  durch  die  Beobachtungen 
möglichst  genaue  Resultate  erzielt  werden  sollen,  höchst  wichtige 
allgemeine  Betrachtungen.  — Dritter  Abschnitt.  Zoit-und 
Breiten-Bestimmung  mittelst  des  Ourchgangs-Instru- 
roents.  Allgemeine  Theorie  des  Durchgangs- Instruments.  Zeit- 
Bestimmung  durch  Beobachtungen  am  Durchgangs  - Instrumente: 
1.  Wenn  das  Instrument  im  Meridian  aufgestellt  ist.  2. 
Im  Vertikale  des  Polarsterns.  Allgemeine  Bemerkungen  über 
die  verschiedenen  Methoden  zur  Zeitbestimmung.  Bessel  sehe  Me- 
thode die  Polhöhe  durch  das  Durchgangs  - Instrument  zu  bestim- 
men. Fraktische  dabei  zu  befolgende  Regeln  und  Beispiele.  An- 
hang zur  Bessel'schen  Methode  vom  Verfasser  mit  einem  Beispiele. 
Vierter  Abschnitt.  Von  der  Bestimmung  des  Azi- 
muths  eines  gegebenen  irdischen  Gegenstandes.  Be> 
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Stimmung  der^  Zeit  und<'des)'Azimnths 'aus  den'' gethessehen  Azi- 
muth  - l^terschiedeil  Von  Gestirnen.“''  Ueher  den  Einfluss  der 
tilglicben  Aberration  auf  die  verschiedenen  Polar -Coordinaten  der 
6-estirne. J - 1.  i • i.  i i 

.».tri  * , ' ' , ' 1 1 , ic  ‘ 

• ' •>'• 

Wir  sehen  dem  Erscheinen  des  zweiten  Theils  dieses  Werks, 
welcher  u.  A.  auch  die  Gauss’sohe  Methode  zur  Berechnung  der 
Sonnenfinsternisse  enthalten  wird,  mit  grossem  Verlangen  en^e^ 
gen,  und  werden  dann  sogleich  über  denselben  Bericht  erstatteav 
Mög  en  die  Leser  des  Archivs  die  grössere  Ausführlichkeit  der 
vorhergehenden  Anzeige,  als  sonst  in  diesen  literarischen  Berichten 
gewöhnlich  ist,  mit  der  Wichtigkeit  des  vorliegenden,  reiche  Be- 
lehrung gewährenden  Werks,  durch  dessen  Herausgabe  der  ge- 
ehrte Herr  Verfasser  sich  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst  erwor- 
ben bat,  und  das  gewiss  wesentlich  dazu  beitragen  wird,  dass 
wir  bald  noch  mehr  genaue  geographische  Ortsbestimmungen  er- 
halten werden,  als  dies  bis  jetzt  schon  der  Fall  ist,  entschuldigcFii. 
Wir  haben  es  zugleich  für  unsere  Pflicht  gehalten,  durch  die 
obige  ausführlichere  Anzeige  zu  einer  möglichst  baldigen  weiten 
Verbreitung  und  Bekanntwerdung  dieses  verdienstlichen  Werks 
das  Uosrige  nach  Kräften  beizutragen. 


IV  a u t i fc. 


Handbuch  der  Schiffahrts-Kunde  mit  einer  Samm- 
lung von  Seemanns  - Tafeln,  zwei  Seekarten,  zwei 
Sternkarten  und  einer  magnetischen  Karte.  Im  Auf- 
träge der  Hamburgischen  Gesellschaft  zur  Verbrei- 
tung mathematischer  Kenntnisse  verfasst  von  C.  Rüm- 
ker,  Director  der  Sternwarte  und  Navigations-Schule 
zu  Hamburg  u.  s.  w.  Fünfte  mit  stere otypirten  Tafele 
versehene  Auflage.  Hamburg.  1850.  8. 


Wir  freuen  uns  ungemein,  das  von  uns  im  Literarischen 
Ber.  Nr.  XXII.  S.  340.  über  die  im  Jahre  1844  erschienene  vierte 
Auflage  dieses  ausgezeichneten  Handbuchs  ausgesprochene  vor- 
theilhafte  (Jrtheil  durch  das  so  baldige  Erscheinen  der  vorliegen- 
den fünften  Auflage  so  vollkommen  bestätigt  zu  sehen.  Zugleich 
ist  uns  das  so  baldige  Erscheinen  dieser  neuen  Auflage  ein  sehr 
erfreulicher  Beweis,  dass  die  wissenschaftliche  Beschäftigung 
mit  den  nautischen  Wissenschalten  immer  mehr  Theiln^me 
findet  und  an  Verbreitung  gewinnt.  Natürlich  gilt  von 
dieser  neuen  Auflage  alles  d^,  was  wir  a.  a.  O.  über  die 
vierte  Auflage  gesagt  haben , und  wir  wüssten  jener  Anzeige  in 
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der  Tbat  ietzt  nichts  weiter  hiflzuzurQf^n,  als  die  fol$;ende  kurze 
Anzeige  der  Verbesserungen  und  Vermehrungen  der  lüften  Auf- 
lage. Seite  293  — 296  sind  die  zahlreichen  auf  Hamburger  Schif- 
fen angestellten  magnetischen  Beobachtungen  aufgenomineu  wer 
den,  und  der  Herr  Vf.  findet  in  diesen  Beobachtungen  den  Be- 
weis, dass  sein  in  der  Vorrede  zur  vierten  Auflage  ausgesproche- 
ner VVunscb,  ein  Observations-Buch  auf  Schiffen  eingefubrt  zu 
sehen,  wenigstens  theilweise  in  Erfüllung  gegangen  sei.  Ooter 
den  Verbesserungen  weiset  der  Herr  Vf.  vorzugsweise  auf  den 
S.  268.  von  ihm  gemachten  Vorschlag  hin,  statt  der  wahren  Di- 
stanz, die  wahre  Rectascension  des  Monds  aus  der  beobachteten 
Distanz  zu  berechnen,  weil , abgesehen  von  der  dadurch  in  der 
Ephemeride  ersparten  Seitenzahl,  die  Veränderung  der  schon 
von  Stunde  zu  Stunde  im  Nautical  Almanac  angegebenen  Kecta- 
scension  des  Mondes  der  Zeit- Aenderuiig  mehr  proportional  ist, 
als  es  die  der  kleinen  Distanzen  des  Mondes  von  ausserhalb  sei- 
ner Bahn  gelegenen  Fixsternen  sind.  i>as8  die  nautischen  Tafeln 
ihrem  grösseren  Tfaeile  nach  stereotypirt  worden  sind,  ist  ge- 
wiss auch  ein  Vorzug  der  neuen  Ausgabe  vor  der  älteren. 

I •• 

- Möge  dieses  verdienstliche  Buch  fortfahren , gründliche  nau- 
tische Kenntnisse  so  allgemein  wie  möglich  unter  dem  betreffen- 
den Publikum  zu  verbreiten. 


' ' ^ Berichtigung. 

Id  dem  vorhergcJieiiilen  Liternriicken  Itcvichte  Nr.  LVIII.  niöaaeo  die 
Si'iteDznhlen  28S.  281,  288,  n.  *.  w.  2!K2  heiasen:  T86,  T87,  788.  ii,  t. « 
7U2,  waa  man  getiilligit  ,an  verbeasrni  bittet. 
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IiX. 

Xilterarii^elier  Berlclit. 


Oeometrie. 


Grenz  - Be^itiiiimungen  bei  Vergleichungen  von 
Kreisen,  weiche  von  demselben  Dreieck  abliätigig 
sind,  sowohl  unter  sich  als  auch  mit  dem  Dreieck 
selbst  von  Dr.  D.  E.  L.  Lehmus,  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  Königl.  Artillerie>-  und  Ingenieurschule 
u.  8.  w.  zu  Berlin.  Lieipzig.  1851.  8°.  10  Sgr. 

Dieses  Schriftchen  enthält  acht  Aufgaben,  die  wir  angehen- 
den Mathematikern  zur  Uebnng  empfehlen.  Wir  wollen,  um  diese 
Aufgaben  im  Allgemeinen  einigermassen  zu  charakterisiren , die 
erste  und.  die  siebente  angeben,  indem  wir  bemerken,  dass  «, 
ß,  y die  Winkel  des  Dreiecks  bezeichnen,  wobei  die  a gegen- 
{iberstehende  Seite  stets  als  Längeneinheit  angeiioiumen  ist.  Wegen 
der  übrigen  Aufgaben  erlauben  wir  uns  die  Leser  auf  das  empiM- 
lungswerthe  Schriltchen  selbst  zu  verweisen.  Erste  Aufaaise. 
Der  Inhalt  des  um  ein  Dreieck  beschriebenen  Krei- 
ses soll  sich  zu  dem  in  dasselbe  eingeschriebenen 
Kreise  wie  n*:l  verbal  ten.  Zu  bestimmen:  1.  Die  Glei- 
chung zwischen  ot,  ß,  y und  n.  11.  Die  Grenzen  für  n. 
III.  D ie  Relation  zwischen  a und  n,  wenn  y = 90^  sein 
soll.  IV.  Die  Gleichung  zwischen  y und  n fürs  gleich- 
schenklige Dreieck,  also  für  a — ß.  V.  Die  Abhängig- 
keit der  Werthe  von  a und  n von  einander,  wenn  äoe^■ 
haupt  entsprechende  Dreiecke  existiren  sollen. 

Band.  W.  60 
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VI.  Numerische  Beispiele.  — Siebente  Aufgabe.  Die 
Summe  der  Flächenräume  der  vier  die  Seiteu  des- 
selben Dreiecks  tangentireiiden  Kreise  und  der  des 
um  dieses  Dreieck  beschriebenen  Kreises  soll  einer 
gegebenen  Zahl  p = mn  gleich  werden.  Zu  bestin- 
men:  1.  Die  Gleichung  zwischen  «,  ß,  y und  m. 

11.  Die  Grenzen  für  m.  111.  Die  Vergleichung  siri- 
sehen  a und  m,  wenn  y — 9(P  sein  soll.  lV\  Die 
Vergleichung  zwischen  y und  m,  wenn  a—ß  wer- 
den soll.  V.  Für  welche  Relation  zwischen  a esd 
m überhaupt  aus  1.  einem  Dreieck  entsprechende  Wer- 
the  für  ß sich  ergeben  können.  VI.  Numerische  Bei- 
spiele. — Man  sieht  schon  aus  diesen  beiden  Aufgaben,  dass 
diese  kleine  Schrift,  wenn  auch  im  Ganzen  nur  acht  Aufgabes, 
doch,  wenn  dieselben,  wie  es  in  der  Schrift  selbst  sehr  zweck- 
mässig geschehen  ist,  weiter  zergliedert  werden,  einen  ziemKdi 
reichen  Stoff  von  Uebungen  darbietet.  Es  macht  uns  Freade, 
aus  dieser  Schrift  zu  sehen,  dass  der  geehrte  hochbejahrte  Bei 
Verfasser  immer  noch  rüstig  fortfahrt,  ausser  durch  mündlidwD 
Unterricht,  auch  durch  Schriften  den  Lernenden  sich  nfftzikKis 
machen.  - 


a u t i k. 


Gours  complet  ä l’usage  des  officiers  de  la  mario« 
marchande,  par  Levret  aind,  Professeur  d’Hydrogra- 
phie  de  premiere  classe  au  Havre.  Premiere  Partie. 
Arithmdtiq ue.  Paris.  1849.  8.  — Deuxieme  Partie.  Ge- 
ometrie. Paris.  1850.  8.  — Troisieme  Partie.  Naviga- 
tion. Paris.  1850.  8.  Alle  drei  Theile  4 Tbir.  10  Sgr. 

Die  beiden  ersten  Theile  dieses  Werks  enthalten  die  gewöhe- 
liehen  Elemente  der  Arithmetik,  der  ebenen  Geometrie,  der  Ste- 
reometrie und  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  ohoe 
dass  dabei  auf  die  besondere  Anwendung  dieser  Wissenschafieo 
in  der  Nautik  irgend  Rücksicht  genommen  worden  wäre,  was 
doch  namentlich  z.  B.  in  der  Stereometrie  hätte  hin  und  wieder 
der  Fall  sein  können , in  Bezug  auf  näherungsweise  Inhaltsberccb- 
nungen  u.  dergl.  Der  dritte  Theil  enthält  die  „Navigation" 
wie  die  Franzosen  sagen,  d.  h.  die  Steuerroannskunde  (Pilo- 
tage).  Die  erste  Abtheilung  enthält  einen  „Precis  de  Phy- 
si  qu  e “,  worin  wir  in  ziemlich  nunter  Weise  das  Parallelogramm  der 
Kräfte,  die  allgemeine  Attraction,  die  Centrifugalkraft,  das  Prin- 
cip  des  Archimedes,  das  Barometer,  die  Pumpen,  etwas  von  der 
Wärme  mit  Einschluss  des  Thermometers,  die  Magnetnadel,  die 
Gesetze  der  Reflexion  und  Refraction,  die  astronomische  Strah- 
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leubrecfaung,  und  io  Verbindung  mit  dem  V'orbergehendeu  die 
nautischen  Instrumente  (Sextant,  Spiegeikreis,  Vernier,  Compass) 
und  die  Dampfmaschine  finden.  Auer  über  die  für  den  Seemann 
so  wichtigen  Elemente  der  Statik,  über  den  Schwerpunkt,  über 
die  einfachen  Maschinen  u.  s.  vr.  kommt  in  diesem  „Precis  de 
Physi  que“  gar  nichts  vor,  was  gewiss  nicht  gebilligt  werden 
kann,  wenn  der  Verfasser  einmal  die  Grundlebren  der  Physik 
in  se;in  Werk  aufnehmen  wollte,  wovon  wir  uns  Gelegenheit  zu 
nehmen  erlauben,  das  in  höchst  eleganter  ganz  elementarer  Weise 
verfasste  Werkelten  des  berühmten  Monge:  „Traite  dlemen- 
taire  de  Statique  a l’usage«des  ecoTes  de  la  marine  par 
Gaspard  Monge.  Cinquieme  edition.  Revue  par  M.  rla- 
chette.  Paris  1810.  8-  hier  wieder  in  Erinnerung  zu  brin- 
gen, da  es  zu  nnserm  grössten  Bedauern  fast  vergessen  zu  sein 
scheint.  Auf  den  ,.Prdcis  de  Pbysique“  folgt  ein  „Prdeis 
d’Astronomie‘‘  der  uns  auch  nicht  mehr  als  der  „Precis  de 
Physique“  befriedig  hat,  und  dann  kommt  aufpag.92.bispag.232. 
die  eigentliche  „Navigation“  oder  „Astronomie  nautique“. 
Wir  glauben  uns  einer  ausführlichen  Inhaltsanzeige  dieser  Abthei- 
luDg  enthalten  und  mit  der  allgemeinen  Bemerkung  begnügen  zu 
können,  dass  in  derselben  die  gewöhnlichen  Lehren  der  Steuer- 
mannskunde in  einer  ziemlich  guten  Ordnung  und  in  deutlicher 
und  einfacher  Darstellung  enthalten  und  überall  durch  zweckmäs- 
sige Beispiele  erläutert  worden  sind,  so  dass  wir  diese  Abthei- 
lung dem  Seemanne,  der  nichts  Neues,  sondern  bloss  das  Gew  öhn- 
lichste seiner  Wissenschaft  und  Kunst  sucht,  wohl  empfehlen 
können,  bemerken  jedoch,  dass  über  die  Aufnahme  von  Küsten 
u.  der^  gar  nichts  in  diesem  Werke  enthalten  ist.  Der  im  Li- 
terär.  Ber.  Nr.  LI.  S.  708.  kurz  angezeigte  Traitd  eldmen- 
taire  de  navigation  ä l’usage  des  otficiers  dela  marine 
miiitaire  et  de  la  marine  du  commerce  par  V.  Caillet. 
T.  1.  II.  Brest,  1848.  1846.  8.  enthält  alles  dem  Seemann  zu 
wissen  Nöthige  weit  vollständiger  und  in  wissenschaftlicherer  Dar- 
stellung als  das  vorliegende  VVerk,  und  wir  erkennen  dessen  V'or- 
ziige  vor  manchen  anderen,  namentlich  französischen  Werken 
desto  mehr,  je  mehr  und  je  länger  wir  uns  desselben  bei  eige- 
nen Studien  bedienen , weshalb  wir  die  Liebhaber  der  Nautik  hier 
nochmals  auf  denselben  uns  aufmerksam  zu  machen  erlauben,  weil 
wir  insbesondere  a.  a.  O.  uns  nur  mit  einer  ganz  kurzen  Anzeige 
begnügen  mussten. 
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Preisaaff^abe 

der  Königlich  -Dänischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften zu  Kopenhagen 

für  1851. 

('ommeiitatione  doctissinia  de  eclipsihus,  quam  anno  1842  edi- 
dlt  Besseliiis*),  autor  celeberrimus  ostendit,  aequationera  calculo 
horuni  piiaenotnenum  aptUsimam  obtineri,  si  meniineris,  contactum 
apparcntem  düorum  corporum  coelestiuiii  inaequaliter  a terra  di- 
stantium  necessario  reqtiirere,  ut  oculus  observatoris  in  puncto 
aliquo  superGciei  conicae  situs  sit,  ambo  corpora  involventis , eo- 
demque  opere  problemata  diversa  ad  thcoriam  eclipsium  pertinen- 
tia  copiose  tractavit,  sed  ita  tarnen,  iit  contactns  interinres  solis 
et  lunae  nec  non  eclipses  solis,  quae  elticiuntur  planetis  inferior!- 
biis,  modo  generaliter  attigerit,  et  brevitatis  causa  nonniilla  prae- 
terierit,  quae  calculo  horum  phaenoiiienum  contractionem  liaud 
spernendam  afferre  posse  videantur.  Quod  cum  ita  sit,  desideratur: 

ut  auxilio  aequationis,  quam  opere  commemorato  exhi- 
buit  BesSelius,  eruantur  tbriiiulae  coniputationi  eclipsium 
annularium  nec  non  transituum  planetarum  itiferiorura 
per  discuni  solarem  idoneae,  et  illiistretur  usiis  Ibrmula- 
rum  inventarum  exemplis  apte  electis. 

(ionimentationes  notandae  erunt  non  nomine  scriptoris,  Sed  tes- 
sera  aliqua,  adjiciendaque  charta  obsignata  eadeni  tessera  notata, 
quae  scriptoris  nomen  ordineni  doniiciliumque  indicet. 

Commentationes  intra  exitum  mensis  Augusti  1851  Christiaoo 
Oersted,  qui  Societati  ab  epistolis  est,  transmissae  esse  dehebunt. 


*)  AKtronoRiinciie  Untenuchungen  Ton  K.  tV.  Besiel.  Zweiter  Band. 
Knnigdierg.  1842.  4".  (Nr.  X.  Analyse  der  Fin.^lrrniane.)  G. 


Kann  deutsch  verfasst  werden. 
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